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Introducción 



Me es muy grato presentarle al lector el libro que tiene en sus manos. Se trata de una versión revisada, corregida y aumentada de la anterior publicación, Enseñar matemáticas a alumnos con necesidades educativas especiales, que tan buena acogida tuvo.

Con este nuevo trabajo pretendemos seguir cumpliendo los propósitos que nos planteamos con el libro anterior: ser práctico, científico y puesto al día, de fácil lectura y, sobre todo, escrito y pensado para que lo lean y lo manejen los maestros de Educación Especial y de Primaria. Queremos repetir, con alguna pequeña modificación, la justificación de las anteriores afirmaciones.

En primer lugar, quiere ser un libro práctico. Tampoco es que se pueda expresar con total precisión qué es exactamente un libro práctico, pero sí podemos afirmar lo que entendemos por él:


	
• Un libro es práctico si sus contenidos pueden aplicarse con bastante inmediatez a las tareas del aula. No requiere de posteriores elaboraciones, traducciones o interpretaciones. Tampoco se trata de que un libro práctico de didáctica sea algo igual a un libro de texto, pero sí que las indicaciones y el contenido pueden ser llevados a la clase con un mínimo de elaboración por parte del maestro o profesor. 

	
• Un libro es tanto más práctico cuanto mejor se ocupe de los problemas reales que se les plantean a los docentes y a los alumnos en el desarrollo de las clases. No se trata sólo de que su contenido sea fácilmente trasplantable a la clase, sino de que, al hacerlo, se colme un vacío, una necesidad sentida por todos. 

	
• Un libro es práctico, finalmente, cuando al llevar al aula las ideas que contiene se adapta con facilidad al modo de trabajar del maestro o profesor. No hay que emprender complicados artilugios didácticos, ni requerir un material complicado (de adquirir o elaborar). 



En segundo lugar, quiere ser un libro científico y puesto al día. Se parte del convencimiento de que los hallazgos y descubrimientos de la investigación didáctica, aplicados al aula, solucionarían muchos de los problemas que se denuncian. Ahora bien, las investigaciones y descubrimientos de la didáctica matemática no están al alcance del profesor o maestro de aula. Se ofrecen dispersas en variadas revistas, en diversos soportes, en lenguas distintas. Pero tampoco se trata de ofrecer al maestro una revista de hallazgos y conclusiones de la actual investigación, sin más. No se trata de poner estas conclusiones una detrás de otra. Tiene que haber una selección, una síntesis, y un sistema coherente que enlace y dé sentido a todos los componentes.

En tercer lugar, quiere ser un libro de fácil lectura, en la medida en que alguien conozca (y sepa aplicar) la receta exacta para conseguir un fin tan loable. Pero la intención es esa. A tal efecto, se han omitido la mayoría de las referencias bibliográficas dentro del texto, pudiendo el lector encontrar al final del libro el amplio catálogo de libros y artículos que han arropado el presente trabajo. También se ha optado, cuando ha sido posible, por realizar capítulos cortos, con apartados breves y que se ocupen en exclusividad de tópicos e ideas unívocas.

En cuarto lugar, es un libro al servicio del maestro y de la maestra de Educación Especial y de Educación Primaria. Uno u otro, en mayor o menor medida, tienen que ocuparse del alumnado que no aprende, que muestra incapacidad, que se queda descolgado del resto de los compañeros. En este sentido, hemos preferido pecar de reiterativos, que de dar por sabidas las cosas. Hemos procurado mostrar las causas o razones de los problemas de aprendizaje de los niños, pero también, y sobre todo, su corrección: detección, secuencia de trabajo, adquisición del concepto. Se han sacrificado otras características, pero hemos querido que sea así para que el libro se convierta en un ayudante diario, en un compañero del aula de los maestros o maestras de Educación Especial o de Primaria.

********

El libro ha acrecentado su contenido con respecto a la edición anterior. Ello se debe a la incorporación de la metodología derivada del nuevo enfoque del cálculo y de los nuevos formatos de las operaciones, lo que llamamos los algoritmos abiertos basados en números (algoritmos ABN). En nuestro anterior trabajo ya habíamos incluido algo de los mismos, si bien de manera limitada y de una forma muy esquemática. La decisión de incorporarlos de manera más desarrollada, ofreciendo pautas y secuencias para su introducción desde el primer paso hasta el último, ha planteado algún problema que queremos explicar.

En primer lugar, somos conscientes de que el aprendizaje del cálculo se lleva a cabo, en la gran mayoría de las aulas, conforme a los modelos tradicionales. Como explicamos en los capítulos correspondientes, dicho enfoque origina la mayor parte de las dificultades de aprendizaje que tienen los niños. Pero la realidad es la que es, y por ello hemos mantenido los capítulos del libro antiguo que se ocupan de las dificultades del cálculo desde esta perspectiva: las cuatro operaciones planteadas al modo tradicional, así como los correspondientes problemas.

En segundo lugar, se ha incorporado, de una forma más completa y desarrollada que en el libro anterior, todo el planteamiento del proceso de enseñanza-aprendizaje del cálculo bajo el enfoque de los algoritmos ABN. Es cierto que ya hacíamos mención a ellos en el trabajo anterior, pero de una forma muy sucinta, sin el suficiente detalle y con muy escaso desarrollo. Lo hemos hecho porque la aplicación de esta metodología allana la mayor parte de las dificultades que surgen en la metodología tradicional (que se derivan del formato de las cuentas y de su falta de conexión con las situaciones reales en que se plantean las necesidades del cálculo), gusta más a los niños, permite que cada uno progrese a su propio ritmo y practica un tipo de cálculo más acorde con las exigencias del mundo de hoy. Además, se da una estrecha conexión entre los modelos de algoritmo y los diferentes tipos de problemas, por lo que la resolución de los mismos es más sencilla.

Pero, claro, ambos enfoques y desarrollos se ocupan de los mismos temas, por lo que surge el problema de que los contenidos se dupliquen y se aumente la confusión allí donde se pretende lo contrario. Para evitar ese peligro, hemos procedido a estructurar el libro de la siguiente manera.

Tras la entrada en materia (Capítulo I), comenzamos con una primera parte dedicada a la introducción del número y de la numeración, donde no se hacen grandes distinciones entre una u otra metodología, aunque sí se insiste en destrezas y habilidades que vienen bien para el desarrollo del cálculo numérico, sea cual sea el modelo posterior que se adopte.

En la segunda parte se presenta el panorama general de problemas y operaciones. Lo hemos hecho estableciendo un modelo en que la tarea del cálculo se subsume dentro de un planteamiento más general, y pasa a ser un elemento ordenado a la resolución de problemas o situaciones. Por ello, de una forma detallada, se explica el modelo en sus cuatro fases o momentos y se apuntan las principales dificultades que se generan con el enfoque tradicional de aprendizaje matemático.

Las partes tercera, cuarta, quinta y sexta se dedican a cada una de las operaciones. El esquema que se sigue se reitera en cada una de las partes:


	
• El capítulo o capítulos iniciales abordan las dificultades de la operación desde el punto de vista tradicional, y su contenido recoge fielmente lo que sobre ello decíamos en el libro anterior. 

	
• Después aparecen los capítulos dedicados a la nueva metodología. El primero de ellos se centra en explicar cómo es el formato, con todas sus variantes y precisiones, y tras eso se muestra la secuencia de progreso que se ha de seguir para su dominio, desde los primeros números hasta los mayores. 

	
• El capítulo que sigue se centra en la resolución de los problemas ligados a ese algoritmo, explicando las relaciones que guardan entre ellos y siguiendo unas pautas metodológicas de desarrollo de los mismos. Dado que la sustracción presenta varios modelos de algoritmo diferentes y cada uno de ellos sirve para resolver un grupo diferente de problemas, el número de capítulos en esta operación es mayor que en las restantes. 



En la séptima y última parte nos volvemos a centrar en las dificultades de los problemas, pero abordadas desde el enfoque tradicional. Abarca cinco capítulos. El primero de ellos se ocupa de las dificultades generales de los problemas. El segundo y el tercero tratan de las dificultades de los problemas de una operación aditivos y multiplicativos, respectivamente. Los dos últimos explican las dificultades y el tratamiento que se ha de llevar en los problemas de dos o más operaciones. Son estos los capítulos con los que cerramos el libro.

Queremos advertir al lector que, sobre todo en lo referente a los problemas, puede encontrar alguna duplicación de contenidos, aunque en tal caso se hace desde enfoques diferentes. Hemos preferido que así sea, antes que correr el riesgo de dejar lagunas o tener que hacer algunas referencias a capítulos anteriores o posteriores para poder comprender o seguir la exposición que se hace.

********

Pese a que han pasado algunos años desde que se publicó el trabajo anterior, muchas de las cosas que se decían en su presentación siguen teniendo plena vigencia. Se reiteran aquí para que se compruebe la veracidad de lo afirmado. Con ellas, queremos cerrar la presentación y dar las gracias a los lectores por el interés que mostraron por el anterior libro, y el deseo de que ocurra lo mismo con el nuevo.

"Mi profesión (Inspector de Educación) me obliga a visitar con mucha frecuencia las aulas, y a verificar dentro de ellas lo que allí ocurre. Producida la integración de los alumnos con necesidades educativas especiales en las aulas ordinarias, puedo ser también testigo directo del esfuerzo que se lleva a cabo para que la mencionada integración no se reduzca a la mera presencia del alumno dentro de la clase, y a la improvisación de una serie de actividades que lo mantengan entretenido.

Otro fenómeno, cada vez de más frecuente contemplación, es el creciente número de alumnos que tienen muy serias dificultades para seguir el ritmo normal de las clases de Matemáticas. Esto en sí es bastante grave, pero lo es más el conjunto de dificultades que tienen los profesores para llevar a cabo una tarea reeducativa con una metodología distinta, y que permita, de manera efectiva, la recuperación de esos alumnos.

Las Matemáticas se han convertido en el área y asignatura que recolecta un mayor porcentaje de suspensos. Las diversas evaluaciones que se hacen a escala de todo el país vienen a reconocer lo mismo. Las evaluaciones internacionales muestran como los alumnos españoles quedan por debajo de la media de rendimientos de los diversos sistemas educativos. Especialmente desastroso es el rendimiento en problemas, donde parece que, en el momento de su resolución, a los niños se les enturbia el entendimiento.

Si a los maestros y profesores se les pregunta por la materia que les requiere más esfuerzo, tiempo de preparación y desarrollo de las clases, contestarán que las Matemáticas. Añadirán un dato más preocupante: es también el conjunto de saberes en que los rendimientos de los alumnos menos correspondencia guardan con respecto al esfuerzo y al tiempo que se les ha dedicado en clase.

Otro hecho llama poderosamente la atención del observador neutral de la situación que se está describiendo. Mientras son abundantes, y de una gran calidad en muchas ocasiones, los materiales escolares de refuerzo del área de Lenguaje, escasean mucho más los correspondientes al área de las Matemáticas. Sí hay cuadernos de trabajo y textos especializados, pero en mucha menor medida que los puestos a la disposición del público para atender las dificultades del área de Lenguaje. Y nos atreveríamos a decir algo más: están más alejados del estado de la investigación científica que sus homólogos de la otra área, trasladan en menor medida los hallazgos de la ciencia con que se lleva a cabo en el dominio del lenguaje verbal.

Los inspectores de educación y los profesores universitarios deben hacer un esfuerzo por acercar los hallazgos de la ciencia y los resultados de la investigación didáctica al quehacer diario de las aulas. Por la situación descrita más arriba, la tarea se torna más urgente cuando hablamos del área de Matemáticas. Ese acercamiento debe contemplar la forma de trabajar del maestro y profesor, su mentalidad, la realidad del aula, las dificultades de su trabajo. Esa ayuda se debe insertar en unas propuestas de actuación, y para ello debe ayudar a que los docentes descubran dónde están agazapadas las dificultades, en qué momento las secuencias de progresión en conocimientos y conceptos que ellos siguen presentan interrupciones o grandes saltos en su progresivo nivel de dificultad.

El trabajo que ofrecemos a continuación quiere convertirse en un aliado fiel del profesor o maestro que tiene que corregir las dificultades de aprendizaje que tienen los alumnos en el Área de Matemáticas. Para ello, se ha alejado de algunas de las características de los libros de didáctica para adaptarse mejor a su propósito. Con esa esperanza se han escrito estas líneas y las muchas que siguen. Es difícil predecir hasta qué punto la pretensión anterior se conseguirá o no. Pero que, al menos, por haberlo intentado no quede".






Competencias básicas y dificultades de aprendizaje 



1.  CONTEXTO Y PANORAMA

La escuela básica obligatoria, es decir, aquella que ha atendido y atiende a la totalidad de la población, siempre se ha movido entre dos impulsos. Siempre ha estado recorrida por dos propósitos que a veces se contraponían y, en raras ocasiones, se complementaban. Uno era el sentido práctico, la preparación para la vida, el conseguir ciudadanos útiles y productivos; y el otro, el sentido de la formación como valor en sí mismo, al margen de las exigencias coyunturales y por encima de los requerimientos de todos los días. En el primer caso predominaba el saber procedimental, aplicado, y en el segundo el saber más teórico, abstracto, declarativo. El primero concebía la etapa escolar obligatoria como un período de preparación para que, al final del mismo, el sujeto tuviese la preparación suficiente para seguir aprendiendo por sí mismo y para desarrollar su proyecto de vida. La escuela se movía predominantemente en una dimensión existencialista. El segundo, consideraba la estancia en la escuela como un escalón, el primero, de un proceso más largo, que luego continuaba en las etapas postobligatorias. Era, por así decirlo, más esencialista.

Aún hoy seguimos en las mismas. De manera latente, si se quiere, el esencialismo sigue funcionando. La primera educación y la parte obligatoria de la segunda educación son vistas por muchos docentes como el período preparatorio para los niveles superiores, como el campo de pruebas en el que los alumnos demuestran su capacidad para poder seguir estudios superiores, el período institucional prolongado del que se dispone para seleccionar con rigor a los que son dignos de continuar en etapas formativas más profundas. Es como si continuara vivo el modelo escolar antiguo, aquel que sólo disfrutaba una parte pequeña de la sociedad. La generalización de la escolaridad se entiende así como el permiso que tienen los alumnos menos favorecidos para demostrar que reúnen las cualidades que adornaban a los pocos que podían culminar carreras y grados de tipo medio o superior. Cuando estos sujetos no demuestran esas cualidades, los docentes con esta mentalidad se preguntan qué hacen entonces en las aulas, en las instituciones.

¿Qué hace en un instituto un alumno que no quiere estudiar, si no es estorbar y molestar? ¿Qué pinta un alumno con capacidades limitadas, incapaz de seguir el ritmo de la mayoría, en una educación secundaria? No se dan cuenta los que así piensan que las cosas son al revés. Que la pregunta correcta no es qué hacen estos alumnos en los centros, sino qué pueden hacer los centros por estos alumnos. O, expresado de otra forma, de qué manera todo el saber docente, todos los recursos con que cuentan los centros escolares, se pueden emplear para conseguir en estos sujetos más desarrollo, mayores capacidades, mejor formación en suma. Tampoco está de más plantearse la cuestión desde un punto de vista ético. ¿Es medianamente justo que todos los recursos que la sociedad dedica a la formación de los más jóvenes se constituyan formando un entramado que sólo favorezca a una parte de los mismos? ¿Es ético que el nivel de los contenidos a trabajar en el período obligatorio sea el requerido para cursar estudios más elevados? ¿Es moralmente aceptable que un sujeto que vaya a dedicarse a una vida que no requiera de complicados estudios fracase en la escuela o el instituto porque es medido con la misma vara con la que lo es el que sí va a estudiar carreras superiores?

Cada vez más son mayores las demandas que se hacen al sistema escolar para que tome un sesgo menos esencialista y procure, al menos en la educación obligatoria, desarrollar al máximo las potencialidades y capacidades de los alumnos, sirvan estos o no para estudiar. La llegada del siglo XXI trajo a la escuela una ayuda inestimable: la puesta en marcha por la OCDE del proyecto PISA. El ya archifamoso test PISA no mide los rendimientos del sistema escolar desde la perspectiva más tradicional, sino que intenta averiguar qué son capaces de hacer los alumnos en la vida real con los conocimientos que han aprendido en la escuela. Tras varias aplicaciones de PISA, más la puesta en marcha de Pruebas de Diagnóstico por parte de las Comunidades Autónomas, poco a poco la metodología escolar va girando hacia un enfoque más práctico.

Según Hutmacher (2003) (1) , son variadas las exigencias para que, por fin, la escuela se encamine en esta dirección. Señala:


	
1. El aumento del nivel de exigencias para integrarse en la sociedad del conocimiento, que genera el foso separador entre quienes poseen las competencias necesarias para ello y aquellos que carecen de las mismas, expuestos a la marginación y exclusión. 

	
2. El incremento del nivel general de formación, lo que no evita que, contradictoriamente, un 10% aproximado de la población se quede sin ninguna titulación reconocida. 

	
3. La crisis permanente de los contenidos formativos, que pronto quedan obsoletos ante el rápido avance del progreso científico-técnico y las nuevas circunstancias económico-sociales que conlleva. Ello aumenta la importancia de fortificar la capacidad de aprender a lo largo de la vida, más que proporcionar un gran bagaje de conocimientos. 

	
4. La orientación hacia la vida después de la escuela, remarcando la búsqueda de la transferencia de los aprendizajes y su adecuada aplicación en una diversidad de contextos. 

	
5. El equilibrio entre los métodos de gestión y la evaluación de los resultados, con el reconocimiento de que la calidad de los sistemas educativos depende no sólo de los recursos, con toda su importancia, sino de la evaluación y control de los resultados. 

	
6. Por último, el cambio de paradigma educativo, centrado no ya en el docente y la escuela, sino en el sujeto aprendiz. 



Lo que hemos señalado de la enseñanza en general se puede aplicar a las Matemáticas. La enseñanza de las matemáticas ha adolecido siempre de un enfoque práctico, aplicado. Parecía que buscaba ser lo más oscura e inaccesible posible. Hasta que en la sociedad no se instaló la necesidad de aprender inglés, las matemáticas eran la materia reina en cuanto a clases particulares o de repaso. Ahora tal vez ha sido desbancada en esta actividad por el idioma del imperio, pero sigue siendo la primera en cuanto a suspensos, en cuanto a creación de antipatías y fobias. Hasta los alumnos más brillantes, que eran capaces de incorporar los aspectos más teóricos, lógicos y abstractos, tenían serias dificultades cuando venían los ejercicios prácticos, cuando llegaban los problemas.

En esa tradición seguimos. Se aprenden conceptos matemáticos, pero no se sabe a qué cosas hay que aplicarlos. En los exámenes, los alumnos se defienden, más o menos, con la teoría. Sin embargo, luego no saben qué hacer con ella. Aprenden complicados y memorísticos cálculos, que luego desconocen qué situaciones prácticas pueden solucionar. Aprenden a resolver ecuaciones enrevesadas, difíciles, para después no ser capaces de identificar incógnitas en una situación problemática real dada.

Siempre se ha identificado la matemática como una materia hecha para listos. Siempre ha sido una útil vara de medir inteligencias. Y, por supuesto, siempre ha enseñado su cara más desabrida, su aspecto más inexpugnable, a los sujetos de menor capacidad, a los más lentos, a los menos dotados. Era lógico: si a los más capaces ya les costaba mucho trabajo dominarlas, y cuando lo hacían era de modo incompleto y parcial, cuánto más no ocurriría esto mismo con los alumnos más retrasados.

Y, sin embargo, las matemáticas son un elemento clave en el desarrollo intelectual del género humano. Hasta las personas que no han visitado una escuela han sido capaces de desarrollar herramientas de cálculo necesarias para la vida. Hoy ya se sabe que los seres humanos venimos al mundo, por emplear la metáfora de los ordenadores, dotados con un programa matemático de serie. La competencia matemática es una competencia desarrollada, como lo es el lenguaje. Es algo que, pese a que se piense lo contrario, se le da bien al ser humano. Venimos con una buena dotación matemática de nacimiento, pero el desarrollo de la misma va a depender del enfoque y de la metodología que se emplee. Porque la matemática no es el lenguaje oral. En la familia se habla permanentemente, el niño se inmiscuye en lo que se hace y vive las situaciones. Los padres o los hermanos mayores no enseñan a hablar a los pequeños, les hablan, y los niños aprenden. Pero esto no se hace con las matemáticas, que salvo escasas rutinas o destrezas muy básicas, sólo se abordan con sistematicidad en la escuela.

El actual movimiento hacia la adquisición de competencias básicas puede ser la ocasión que origine un replanteamiento de la didáctica de las matemáticas. Y, como consecuencia, tome ésta un giro orientado más al desarrollo del sujeto, más práctico y cercano al niño, que tenga más en cuenta sus propias experiencias y que, por ello, se convierta en una de las grandes palancas de la educación intelectual.

La actual legislación (2)  define la competencia básica matemática como la habilidad para utilizar y relacionar los números, sus operaciones básicas, los símbolos y las formas de expresión y razonamiento matemático, tanto para producir e interpretar distintos tipos de información, como para ampliar el conocimiento sobre aspectos cuantitativos y espaciales de la realidad, y para resolver problemas relacionados con la vida cotidiana y con el mundo laboral. El desarrollo de la competencia matemática al final de la educación obligatoria conlleva utilizar espontáneamente, en los ámbitos personal y social, los elementos y razonamientos matemáticos para interpretar y producir información, para resolver problemas provenientes de situaciones cotidianas y para tomar decisiones. El cálculo, como la lectura y la escritura, son competencias clave, indispensables para "Asegurar que todos los ciudadanos alcancen el dominio de la lectura, la escritura y el cálculo es una condición indispensable para garantizar un aprendizaje de calidad. Son la clave para todas las capacidades de aprendizaje posterior, así como para las posibilidades de empleo" (3) .

En efecto, las matemáticas son un poderoso lenguaje universal que se constituye en la principal herramienta para poder abstraer, generalizar y sintetizar. Es el lenguaje que utiliza la tecnología y la ciencia, y la herramienta que posibilita el desarrollo de las nuevas tecnologías, que están en la base del progreso y permiten el cambio social y alcanzar mejores niveles de vida para todos. A través de la matemática se consigue el desarrollo de la mente, del razonamiento lógico y crítico, que son la base que nos permite abordar y solucionar problemas cada vez más difíciles. En este sentido, las matemáticas son, en sí, una competencia básica, no sólo para los saberes que tradicionalmente se han agrupado bajo la etiqueta de "ciencias", sino que también son requeridas para el ejercicio de disciplinas humanísticas o catalogadas como de "letras". Derecho, Lingüística, Historia, Medicina... no son hoy pensables, ni admiten un competente desempeño, si no se posee una importante base matemática.

Estamos, pues, ante un nuevo reto, ante un nuevo horizonte. La enseñanza de la matemática está urgida de renovación, de cambio de paradigma, de seguir un camino distinto. No puede ser que la primera dificultad que tienen los alumnos con la matemática venga del método con que se la hace llegar. No puede ser que algo que en sí no es especialmente difícil, se oscurezca y se dificulte su progresión por el sistema de enseñanza que se siga.

¿Cómo se debería orientar? ¿Cuáles serían los principios en los que se debe asentar la nueva orientación, especialmente, como es el caso que nos ocupa, en la Educación Primaria? Contestamos a ello en el siguiente apartado.

2.  LOS PRINCIPIOS DEL PROCESO DE ENSEÑANZA-APRENDIZAJE DE LAS MATEMÁTICAS, O CÓMO PREVENIR LAS DIFICULTADES

Se han establecido, por parte de la investigación psicológica, bastantes evidencias sobre cómo aprende el niño los conceptos matemáticos. Hay también una amplísima aportación de hallazgos, efectuados por la investigación en didáctica de las matemáticas. Por último, la realización de buenas prácticas escolares, en las líneas apuntadas, ratifican los grandes principios en los que se debe basar el proceso de enseñanza-aprendizaje de la matemática escolar. Sin ánimo de ser excesivamente prolijo, tales principios se pueden concretar en ocho.

2.1  Principio de igualdad

O presupuesto básico. No existe un "gen" matemático que sea poseído por algunos alumnos y no por otros. Ni siquiera se ha localizado el gen que predisponga al aprendizaje. No hay personas "negadas" para la matemática, y ante las cuáles cualquier esfuerzo que se lleve a cabo para que las aprendan es inútil. Lo que señalan las investigaciones es lo contrario. El ser humano viene, de nacimiento, muy bien dotado para el aprendizaje matemático. Es capaz de desarrollar notables destrezas, inclusive en ausencia de instrucción. Es cierto que, como en todos los demás campos, hay unos sujetos que aprenden con más facilidad que otros. Pero con las ayudas necesarias, todos los alumnos pueden alcanzar una competencia matemática aceptable. Si un alumno con un nivel de desarrollo adecuado no aprende matemáticas, hay que pensar más en el empleo de una mala metodología, que en problemas de aprendizaje que se puedan achacar al sujeto. No hay malos alumnos para las matemáticas; lo que hay son métodos de aprendizaje matemático inadecuados para los alumnos.

Como señala el NCTM (4) , alcanzar el principio de igualdad no es sólo algo que es perfectamente posible, sino que a la vez se constituye en uno de los retos a los que tiene que responder la escuela. No podemos proclamar la igualdad y seguir instalados en la situación que impide llevarla a cabo. Tratar de superarla y ofrecer un panorama de aprendizaje para todos supone aumentar las expectativas de lo que el alumnado es capaz de hacer, emplear métodos eficaces de apoyo para los alumnos menos dotados (y no repetirles lo mismo que no supieron hacer, pero más despacio y estando el docente más pendiente de él). Por último, emplear los recursos adecuados, que no tienen por qué ser ni caros ni sofisticados.

En resumen: cambiar las expectativas respecto a las dificultades matemáticas y a lo que todos los alumnos son capaces de aprender; ofrecer más y variados métodos; dispensar tratamientos diferenciados en función de las capacidades y estilo de aprendizaje que tengan los sujetos; utilizar de manera más amplia los muchos recursos y materiales que hoy se ponen a la disposición del docente y del alumnado. De este modo es como puede cambiar el panorama, hasta ahora bastante negro, del aprendizaje de los conceptos matemáticos.

2.2.  Principio de la experiencia

La matemática es una materia muy abstracta, y los niños y niñas de la escuela primaria deben aprender una base conceptual bastante considerable cuando su pensamiento se encuentra en la fase de las operaciones concretas. ¿Cómo se salva este escollo? Sólo hay dos caminos: o se fuerza a que se aprenda todo de forma verbalista, abusando del uso de la memoria de significantes, sin que se le dé sentido a lo aprendido y obteniendo escasa utilidad de ello, o se proporcionan ricas experiencias directas con manejo de objetos y con realización e interiorización de acciones. El lenguaje verbal no puede sustituir a la experiencia en casi nada, pero menos todavía en el campo de la matemática.

El alumno entenderá que cuanto más grande sea el denominador más pequeña será la fracción cuando de la misma hoja de papel tenga que hacer cada vez más trozos. El alumno entenderá que "ganar", "añadir", "más", etc., no siempre implica sumar cuando pase por la experiencia, que se puede preparar en el aula, de tener 8 objetos, el maestro u otro niño le añaden 4 más sin que él lo sepa, y ante los 12 objetos tenga que determinar el número exacto que se han añadido. Pero esto lo construye el niño cuando lo experimenta él personalmente. No vale siquiera que lo vea hacer a otro, de la misma manera que no se aprende a nadar por el hecho de ver a un compañero o a un profesor nadando estupendamente.

El diario transcurrir de la vida no ofrece a los niños tantas oportunidades de ejercitación de sus conocimientos matemáticos como sí lo hace con el lenguaje. El niño habla permanentemente, en su casa, con sus amigos, en la escuela. Ve y escucha la televisión, y por esta vía encuentra nuevos modelos y nuevos estímulos. Sin embargo, nada de eso ocurre con las matemáticas. Por ello, la escuela debe proporcionar ricas experiencias, con el fin de que niños y niñas puedan construir el saber matemático sobre lo que ya conocen, sobre lo que ya tiene explicación, sobre lo que tiene sentido. De este modo, las experiencias del alumnado se trabajan con una doble vía. Por una parte, sirven de base a la construcción de los conocimientos nuevos, estableciendo de este modo una vía ascendente o vertical, que se sirve de aprendizajes procedimentales. Por otra, lo que ha aprendido sirve para ensanchar sus conocimientos y estructurar sus experiencias, convirtiéndose así, este camino de vuelta, en una vía descendente. Es necesario el empleo de ambas vías para conseguir unos aprendizajes de calidad.

2.3.  Principio del empleo de referentes

Recuerdo el caso de un alumno de 4º de Primaria, de familia humilde, al que le gustaba mucho acompañar a sus padres y echarles una mano en los mercadillos en los que se ganaban la vida. Era una persona completamente negada para los cálculos que tenía que realizar con números y signos. Por contra, era el más listo de la clase cuando esos cálculos se hacían con euros. Era más rápido y contestaba con mayor exactitud que cualquiera de sus compañeros.

El alumno de Primaria no puede construir los conceptos matemáticos sobre signos que no hagan referencia a datos, hechos y acciones de la vida diaria y del ámbito de sus experiencias vitales. Puede memorizarlos, repetirlos, aplicarlos en muy limitados contextos, pero no llega a más. El caso que hemos narrado en el párrafo anterior no es insólito. Se ha comprobado en muchas ocasiones que personas sin ninguna formación matemática son capaces de realizar cálculos complicados, gracias a que emplean para ello referentes concretos (por ejemplo, el dinero, el número de animales, el peso de las mercancías y sus equivalencias, etc.). Cuando estas personas han recibido instrucción convencional y han debido manejar signos, no han sido capaces de realizar esos cálculos o resolver esos problemas que sí podían llevar a cabo cuando empleaban referentes concretos. El principio del empleo de referentes no es más que la continuidad, en la práctica y en los ejercicios de asentamiento de nociones y conceptos, del principio anterior de la experiencia.

2.4.  Principio de la transparencia

El principio de la transparencia posee más de una vertiente, o se puede considerar desde más de un punto de vista. Por un lado, hace referencia a que en el aprendizaje de los contenidos matemáticos no se deben ocultar los pasos y procesos con los que se construyen los mismos. Por otro, que los materiales y recursos simbólicos que se empleen han de reflejar, o hacer transparente de la forma más fiel posible, la realidad que toman como referencia.

Para poner ejemplos concretos del primer caso se debería enseñar el algoritmo clásico de la división escribiendo los restos parciales. O, por ejemplo, en el caso de la multiplicación, se deben utilizar algoritmos expandidos mejor que sintéticos, tal y como se muestra en la tabla que sigue:
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La mayor parte de las dificultades matemáticas que tienen los niños vienen de lo elaborados e intrincados que son los modelos a través de los cuales han de conseguir su aprendizaje. Los formatos habituales de las cuatro operaciones que se emplean en las aulas son los culpables de la mayoría de las dificultades que tienen los niños, incluida la que parece su incapacidad innata para resolver problemas. Son algoritmos opacos, complejos, que para nada reflejan lo que en la realidad se hace con los objetos.

En el segundo caso se hace referencia, por ejemplo, a que no se vea conveniente la utilización de la regleta naranja (de las regletas Cuisenaire) para ejemplificar la decena, sino que es más transparente el empleo de diez palillos sujetos con una gomita. De este modo, hay no sólo equivalencia entre la decena representada y la real, sino también reversibilidad, o posibilidad de volver a la situación inicial. No estamos con esto descalificando un material muy contrastado y muy útil en momentos posteriores, pero sí señalamos que, a veces, el empleo a destiempo de material muy sofisticado puede entorpecer más que favorecer la adquisición de los contenidos matemáticos.

La trampa que suele funcionar es que la capacidad de aprendizaje de los alumnos se valora al revés. En lugar de apreciar como muy meritorio y difícil que un alumno sea capaz de aprender de una forma tan complicada como normalmente se le ofrece, se juzga que eso es lo normal, y que los sujetos que no sean capaces de hacerlo de la manera más difícil posible son los que fallan, los incapaces, los que no están a la altura requerida.

2.5.  Principio de la comprensión

Los alumnos son capaces de entender la matemática, de elaborar, a partir de sus conocimientos previos y sus experiencias, nuevos conceptos. Este aspecto ha quedado ya suficientemente establecido por los hallazgos de las investigaciones de psicólogos, pedagogos y especialistas en las materias. Precisamente, la dimensión comprensiva es ineludible para adquirir competencia matemática.

El lenguaje verbal juega a veces malas pasadas, y nos hace creer que el alumno ha comprendido unas nociones o ha adquirido unos conceptos porque es capaz de repetir el relato que a él le explicaron, o porque dice las palabras que designan los conceptos. Pero detrás de ello no hay mucho más. Comprender es el paso ineludible para saber cuándo tienen que utilizar lo que saben, y la base más fuerte para poder construir conocimientos posteriores. La comprensión aligera mucho la memoria, y evita el olvido. En caso de que esto se produzca, la recuperación de lo olvidado es mucho más rápida y efectiva.

2.6.  Principio del convencionalismo

Este principio se ocupa del aspecto arbitrario que tiene la matemática y que permite optar por la alternativa que mejor posibilite resolver o solucionar el ejercicio o problema planteado. Un ejemplo de ello es capacitar al alumnado para que establezca unidades arbitrarias en función de lo que se le requiera. Así, en un ejercicio de medidas de longitud se puede establecer, ante una misma magnitud, la unidad que sea más conveniente: 2834 m, o 28,34 hm, o 28340 dm. Del mismo modo, 3/10 se pueden tomar como 30/100, o como 0,3 o como un porcentaje del 30%, etc. También podríamos haber denominado este principio como el de la flexibilidad.

2.7.  Principio de la construcción de modelos formales

El uso de modelos formales permite la extensión de lo aprendido en un campo a otros campos distintos: aritmética a geometría, numeración a sistemas de medida o a álgebra, etc. Son muchos los contenidos matemáticos que responden a unos mismos modelos formales, y gracias a ellos se refuerza la lógica y se emplea menos memoria. La comprensión del sistema de numeración decimal hará muy sencillo el tránsito a los sistemas de medida. El modelo de multiplicación cartesiana facilitará los cálculos de superficie, etc. Un polinomio ordenado en x (4x³ + 2x² + 7x + 3) lo entenderá mejor el alumnado cuando haya aprendido bien la numeración y sepa que el número 4273 es en realidad 4000 + 200 + 70 + 3, es decir, (4 x 1000) + (2 x 100) + (7 x 10) + (3), o sea, (4 x 10³) + (2 x 10²) + (7 x 10) + (3). Basta sustituir 10 por x para tener el polinomio. El conocimiento de este modelo facilita enormemente los cálculos algebraicos, por ejemplo, las divisiones del tipo: 4x³ + 2x² + 7x + 3 : 3x + 5.

2.8.  Principio del desglosamiento de los modelos formales

La matemática es una gran fuente proveedora de modelos formales, no sólo para su propio ámbito, sino también para las demás ciencias. Ir conquistando modelos formales cada vez más robustos, y que sean capaces de soportar conceptos cada vez más complejos, es uno de los resultados que se deben perseguir en la enseñanza. Sin embargo, en los momentos iniciales debemos ser muy cuidadosos, porque a veces nos encontramos con conceptos y nociones que, en apariencia diversa, son soportados por un mismo modelo, sin que el alumno haya sido capaz de pasar por el proceso de abstracción que ha llevado a esa situación.

Un ejemplo muy escolar es la resta o sustracción. De acuerdo con el modelo que expresamos en capítulos posteriores, el algoritmo de esta operación soporta y da solución hasta a trece situaciones diferentes. La sustracción "13 - 7" sigue siendo imperturbablemente la misma, se sigue realizando de la misma manera, se trate de una sola cantidad a la que se le detraiga otra (tengo trece y gasto siete), haya dos cantidades que se comparen o se quieran igualar (tengo trece y tú siete, ¿cuántas más tengo?, ¿cuántas te faltan para tener las que tengo yo?, etc.), o completemos o rellenemos el espacio existente entre una cantidad y otra mayor que conozcamos (tengo siete, y necesito tener trece, ¿cuántas tengo que conseguir?). ¿No estamos diciendo ahora lo contrario de lo que afirmábamos en el principio anterior? No, si entendemos bien lo que se quiere decir. Es deseable que se llegue a ese modelo formal después de haber manejado otros más sencillos y que tienen que ver más con las manipulaciones que requieren los problemas. No es lo mismo quitar de una cantidad hasta llegar a otra, que ir añadiendo a una cantidad hasta que alcance otra mayor (o al revés), o que comparar dos cantidades. En el primer caso, hay una sola cantidad, de la que resto un número de elementos dados. En el segundo caso, hay una cantidad a la que le tengo que añadir. Y en el último caso no hay una cantidad, sino dos, y además no tengo que quitar ni añadir nada. Cuando el alumnado conoce bien los pasos intermedios, los comprende y domina, la simplificación que supone adoptar un modelo común que subsuma y resuma los que le han servido de transición es un paso adelante y la llegada a un nivel de elaboración conceptual superior al que se poseía con anterioridad.
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La iniciación al número 



1.  INTRODUCCIÓN

La iniciación sistemática de los alumnos en el mundo de los números se lleva a cabo en las aulas de Educación Infantil por el maestro o maestra correspondiente, y es una tarea que no suele deparar segregación de niños para que tengan un tratamiento más detenido con el profesor de apoyo o de Educación Especial. Parece como si empezar a conocer y trabajar con los primeros números fuera una tarea fácil y sin ningún tipo de complicación. Es como si las dificultades surgieran después, con las agrupaciones que dan lugar a las decenas, con las cuentas o con los problemas.

Y no es así. La fuente nutricia de muchas dificultades está en la concepción y en la senda de iniciación que se ha seguido. Por ello, en este capítulo comenzaremos recordando algunos aspectos fundamentales que conciernen al propio concepto de número. A partir de aquí, pondremos de manifiesto las "trampas ocultas" o efectos no deseados que producen ciertos métodos y procedimientos de iniciación al sentido del número. Tras estas manifestaciones no deseadas, pasaremos a los planteamientos positivos: ¿Cómo hacerlo de otra manera? ¿Cómo corregimos ese mal o incompleto aprendizaje y restablecemos en el alumno un correcto acercamiento al concepto y al sentido del número? Posteriormente, el capítulo se centrará en los problemas y escollos que tiene el actual sistema de representación de los números.

2.  EL NÚMERO

Es tan difícil explicar lo que es el número como explicar lo que es el tiempo. Es de esas cosas que, como decía San Agustín de este último, si nadie me las pregunta las sé, pero no tanto si me las preguntan.

María Moliner dedica a la palabra "número" uno de los artículos más extensos de su diccionario, y señala como primera acepción: "Accidente de las cosas por el cual puede haber o considerarse de ellas una sola o cualquiera de los conjuntos que resultan de añadir a una otra y otra y otra, indefinidamente" (1) . El número es lo que nos permite establecer correspondencia elemento a elemento, uno a uno, entre conjuntos que tienen... el mismo número.

Para establecer el número de elementos de un conjunto hay que contarlos. El último de los elementos contados establece el cardinal. El conteo es una actividad fundamental para la construcción del concepto de número. Las características que presenta son de capital importancia para esta construcción.

Para Piaget, el número es el resultado de la coordinación de dos tipos de relaciones: la de orden y la de inclusión jerárquica. La primera implica la capacidad de poseer un criterio que permita ordenar conjuntos de distinto cardinal. La segunda, que cualquier número incluye a todos los que están por debajo de él.

Gelman y Gallistel (2)  señalan los principios básicos del conteo y, por tanto, de una de las acciones claves de que se disponen para iniciar a construir el concepto de número. Son:

1. Principio de correspondencia uno a uno

Contar es, entre otras cosas, adjudicar un número de los que forman la cadena numérica a cada uno de los elementos que forman el conjunto. Tal aspecto no se puede llevar a cabo hasta que no se domine la cadena numérica y haya una adecuada etiquetación y compactación de los nombres de los números. Se trata de adjudicar un nombre a un elemento, no de que se vayan señalando objetos mientras se recitan los números, sin que haya mayor relación entre una actividad y otra. El adecuado cumplimiento de este principio también implica en el sujeto "contador" la clara percepción de qué objetos se han contado ya y cuáles son los que se han quedado sin contar.

Esto último no es tan sencillo, sobre todo cuando los objetos a contar se presenten abigarrados y en desorden. Ello va a exigir un determinado plan de organización, lo que supone que en actividades de mero conteo tenemos también diferentes niveles de dificultad.

2. Principio del orden estable

O contar siempre de la misma manera, adjudicando las mismas etiquetas numéricas a los elementos que les corresponda. Siempre que se cuenta se le adjudica al primer elemento la etiqueta "uno", al segundo la etiqueta "dos", etc. No es posible ni alterar el orden ni introducir variantes para las etiquetas o, todavía menos, inventarlas libremente.

3. Principio de cardinalidad

No es más que la aplicación o puesta en práctica de la relación de inclusión jerárquica. El último elemento contado tiene el número de orden que le corresponde, pero además es el que establece el número total de piezas que tiene el conjunto, su cardinal.

4. Principio de abstracción

Por el cual la asignación de las etiquetas de los números a los elementos de un conjunto es completamente independiente de las características que presenten estos elementos. Da igual que se trate de un conjunto de elefantes o de pulgas. El orden de cada elemento, así como el cardinal, se aplican con independencia de la enorme diversidad de conjuntos que se pueden contar.

5. Principio de irrelevancia del orden

Naturalmente, hablamos de la irrelevancia del orden con el que abordemos el conteo de los objetos. Un conjunto no tiene más o menos porque se empiece por uno o se termine por otro. El cardinal no depende de por dónde se empieza o por dónde se continúa, sino de que se cuente una vez, y una sola vez, cada pieza o elemento.

3.  LAS PRÁCTICAS DOCENTES EN LA ACTUAL INICIACIÓN DEL ALUMNO EN EL NÚMERO. LOS PROBLEMAS DERIVADOS

De la observación detallada de las prácticas escolares de las maestras y maestros de educación infantil, y del estudio de las memorias de los alumnos de las Facultades de Ciencias de la Educación que realizan las prácticas con los maestros de este nivel, se pueden delinear las principales características que tienen los métodos y procedimientos que emplean para la iniciación del alumno de 3, 4 y 5 años en el mundo del número. A nuestro juicio, son las que siguen (el orden de enumeración no presupone el de importancia):

1. Los números son, y sólo son, su representación. El sistema de iniciación pone de manifiesto que el maestro entiende que el número es la palabra (dos, cuatro, ocho) o el grafo (2, 4, 6, 9), o ambas cosas. El trabajo más sistemático que se desarrolla en la clase se refleja en esto. El núcleo de todos los ejercicios atiende precisamente a esta circunstancia: que aprendan la palabra y su grafía. Lo demás es más anecdótico, como de relleno. Los despliegues de recursos son para aprender el vocabulario (canciones, refranes, juegos) y para escribir los signos (tipo de lápiz, tamaño de los grafos, sentido y dirección del trazo, colores que se deben emplear, etc.).

Los ejercicios, las recomendaciones, las advertencias, no van en la línea de descubrir que la esencia del número dos, por ejemplo, es la correspondencia uno a uno que se puede establecer entre cualesquiera conjuntos de dos elementos, con indiferencia de cuáles sean los soportes o características externas de esos conjuntos. Como decía Bertrand Russell, el número es lo que caracteriza a ciertos conjuntos, precisamente a aquellos que tienen ese número. Los niños deben trabajar este establecimiento de equivalencias para explorar e iniciarse en el número. No es mayor el cardinal de un conjunto de dos elefantes que el cardinal de un conjunto de dos pulgas o de dos hormigas. La iniciación al sentido del número debe apuntar a esto: el número es lo que permite establecer esta correspondencia exacta uno a uno, haciendo abstracción de las características externas de los elementos de los conjuntos que sometemos al proceso de numerar. El cardinal de un conjunto de tres pulgas, por ello, es mayor que el de dos elefantes o el de dos gigantes enormes. Las primeras tareas de iniciación deben ir en esta línea, y no en la de darla por supuesto, centrando todo el esfuerzo didáctico en asociar un signo arbitrario a una apenas intuida sombra de noción de número, como corrientemente se hace.

2. En la iniciación numérica se emplea un número muy limitado de contextos numéricos. El niño de educación infantil vive inmerso en un mundo numérico. Vive en una casa que tiene un número (y que su madre le hace aprender por si se pierde), en un piso que guarda un orden, expresado en números, con respecto al más bajo y al más alto. Si vive en una ciudad grande (que es la situación mayoritaria de los niños españoles) monta en unos determinados autobuses urbanos que, según el número que ostenten, lo llevan a unos sitios u otros. El niño, sus hermanos, sus amigos, sus primos, cumplen años, y son números los que expresan sus jalones de avance en la vida. Van de viaje y saben que hay mucha o poca distancia, oyen hablar de número de kilómetros, etc. Algunos se saben el número de teléfono de sus abuelos o primos, y los marcan en el aparato. Es decir, el niño vive la aparición del número en muy diversos contextos. El número no sólo sirve para contar o para cardinar (contextos exclusivos en la clase), sino para ordenar, nombrar, medir, etc. La casa número 8 de una calle no es el doble de grande que la casa número 4. Esto es generalizable al número de autobús o al número que aparece en el dorsal de la camiseta de un futbolista.

Los números no sólo se aplican a elementos separados, sino a magnitudes continuas: la carretera o algo tan continuo y evanescente como la vida (los años que se cumplen). Evidentemente, no se trata de que en la iniciación se trabajen exhaustivamente todos los contextos. Esto sería imposible, pero sí se deben clarificar ciertos aspectos. En muchas ocasiones, las dificultades que tiene un niño a la hora de trabajar los números vienen de exigencias en determinados contextos, cuando la representación mental que tiene de los mismos está en contextos distintos. Por ejemplo, suele ser muy frecuente que la iniciación de los niños en educación infantil la hagan manejando un material continuo, como son las Regletas de Cuisenaire, y al mismo tiempo el enfoque general del trabajo responda a un planeamiento basado en materiales separados.

3. No se suele establecer distinción entre la aplicación de la cadena numérica y la cardinación. En los ejercicios que se proponen a los alumnos no se distingue entre la pura aplicación de la cadena numérica a una sucesión de objetos a contar, y la capacidad de establecer el cardinal de un conjunto de elementos, que coincide, precisamente, con el número que le corresponde al último elemento contado. Es decir, se actúa como si esta distinción fuera totalmente evidente para el alumno o, para ser más precisos, como si este aspecto pasara desapercibido para los maestros.

Contar y cardinar no es lo mismo. Rogelio o Sara pueden hacer el número 23 a la hora de adjudicar a cada alumno de la clase un número. Pero si Rogelio o Sara son los últimos, ese 23 ya no es lo mismo, ya no tiene la misma naturaleza y significado que los restantes números adjudicados a los alumnos anteriores: es, además del número que le corresponde a Sara, el que expresa el número total de alumnos que tiene la clase.

Tal vez hacer explícitas estas distinciones con alumnos aventajados o normales pueda ser un ejercicio de obviedad. Pero dudamos mucho de que sea así con alumnos más retrasados. Como no nos cansamos de repetir, el alumno con dificultades no es que no aprenda por las dificultades que tenga el contenido a incorporar, sino porque se pretende que lo aprenda al mismo ritmo, con semejante intensidad y con idéntico gradiente de dificultad con que se enfrenta a la tarea un alumno más dotado que él.

4. El material que se emplea en el aprendizaje no se estructura adecuadamente. Salvo en un muy escaso número de ejercicios, los objetos que van a servir de modelo o ejemplo a los alumnos se presentan siempre de una misma manera: objetos separados, carentes de estructura, ordenación interna, pautas reconocibles, etc. Por ejemplo, no aparecen ejercicios en que objetos reales agrupados y desagrupados sirvan de modelo de los distintos números: tres cerezas unidas y una suelta, una bolsa de cuatro chicles y dos sueltos, etc. Las excepciones a que hacíamos referencia utilizan materiales continuos, siendo éste en todos los casos las regletas Cuisenaire. La regleta blanca hace la vez de material separado.
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Figura 1.

Esta cuestión (las formas diversas de presentar la cantidad) pasa desapercibida, cuando tiene una tremenda importancia a la hora de explicar muchos de los problemas que tienen los niños con la numeración: casi nunca hay coincidencia entre la forma de presentarse la cantidad y la expresión escrita de la misma. Uno de los aspectos más matemáticos es romper la rigidez que puede hacer imaginar un signo numérico. El 6 representa a conjuntos de cardinal seis, pero uno puede aparecer como 4 y 2, otro como 1, 1, 1, 1, 1, 1, otro como los dedos de la mano, en un grupo de 5 y otro suelto, etc. Y todos ellos se representan con el mismo nombre y con el mismo trazo.

5. No se establecen relaciones entre los diversos números. En el proceso de iniciación del niño al número no se obtienen números por agregación de otros menores, ni se descubre cuántos números más pequeños hay anidados dentro de uno mayor, ni se somete a los alumnos a ejercicios que pongan en conexión y relación a unos números con otros. La única conexión fuerte que aparece es la de las cantidades expresadas tópicamente con su correspondiente signo gráfico. Se enfoca de manera que no se procura que el alumno ponga un nombre (oral o escrito) a una realidad muy bien conocida, sino que se ponga el nombre como sea a un aspecto muy superficial de esa cantidad.

Por ejemplo, se comienza a trabajar el cuatro presentando un conjunto de cuatro elementos que pueden ser cualesquiera, recién dispuestos para este número. Se presenta sin observar una configuración que haga intuir su relación con el tres y que permita suponer cómo va a ser el número que le siga.

6. La mayor parte de las actividades se desarrollan en soporte papel, esto es, en educación infantil, a través de fichas. Es descorazonador contemplar cómo los libros de texto (las fichas en educación infantil) se han apoderado de la escuela. No se quiere decir que en las planificaciones de los maestros no haya referencias a que manipulen, trabajen, con objetos de la vida corriente, etc. Pero esto está dicho como para rellenar, como para que "suene bien". Cuando las actividades propuestas van en serio, aparecen sistematizadas y se centran en el núcleo de la cuestión, "empiezan en serio", entonces siempre se desemboca en fichas o actividades de lápiz y papel.

Esto es muy preocupante, puesto que se sustituye una experiencia temprana por su simbolización y su representación. Lo más grave es que en estos estadios ni siquiera se ha constituido esa experiencia temprana. En el aula los niños no cuentan, ni comparan, ni predicen, ni estiman, ni calculan. Todo tiene que versar sobre dibujos pequeños para que quepan en un folio apaisado A4. El hermanamiento trabajo serio-trabajo sobre el papel es un claro indicador del grado extremo de tiranía que el material impreso de las editoriales ha impuesto al maestro. Hoy se pueden contemplar fichas de música y de educación física para niñitos de 3 y 4 años.

7. Los dibujos que se proponen a los niños como modelo de los distintos números suelen ser ambiguos y conducen a la confusión. Si ya es un problema que todos los ejercicios que quieren llevar a los niños al meollo del concepto de número se viertan en papel, no lo es menor el que los dibujos que representan la realidad ofrecen bastante confusión a la hora de que la niña o el niño los utilicen para sus procesos de abstracción. Por ejemplo: para el uno se pone una cabeza de niño, con sus ojos, boca, nariz, etc., pero también aparece la nariz y/o la boca como modelo del número uno; para el dos, los dos ojos solos. En unos casos, aparece la mano, naturalmente con todos sus dedos, como modelo para el número uno. En otro lugar la misma mano hace de modelo del número cinco. Las mesas y las sillas corren la misma suerte que las manos, valen igual para el uno que para el cuatro. También algunos camiones y coches disfrutan de este privilegio que tanta confusión crea en el alumno. Los perros, gatos, conejos, pueden valer para el uno, el dos (orejas, sobre todo el conejo) y el cuatro. En ocasiones, aparecen repetidos muchos soles, que uno no sabe de qué extraña galaxia han sido extraídos, etc. Véanse algunos ejemplos de lo dicho en la Figura 2.
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Figura 2.

8. Se emplea muy poco el material didáctico específico para el entrenamiento del niño en el sentido del número. El único material que se emplea de vez en cuando, además del papel y lápiz y de los modelos que se usan para introducir los números, son las regletas, los números en color de Cuisenaire. No hay encajables, dominós, cartas, fichas, tableros, ábacos, etc. Evidentemente, tampoco material audiovisual interactivo, o cosa que se le parezca. Y no es porque tales materiales no estén en la clase y en cierta abundancia. Pero el no conocer bien su utilización, el poder controlar la clase de una forma más efectiva haciendo que todos los niños hagan la misma tarea al mismo tiempo, etc., inclinan al final al uso del lápiz y el papel.

4.  ALTERNATIVAS PARA UN MEJOR ACERCAMIENTO DEL ALUMNO AL SENTIDO Y CONCEPTO DEL NÚMERO. TRATAMIENTO CORRECTIVO

La secuencia de aprendizaje de los primeros números consta de los siguientes pasos:


	
1. Búsqueda de conjuntos equivalentes. 

	
2. Establecimiento de un patrón físico. 

	
3. Ordenamiento de patrones. 

	
4. Diversidad de apariencias en patrones. 

	
5. Aplicación de la cadena numérica. 



Iremos viendo con detalle cada uno de los pasos.

4.1.  Búsqueda de conjuntos equivalentes

Es decir, buscar conjuntos que tengan el mismo número de elementos. Se trata de que se descubra su componente numérico, es decir, aquello que los hace coordinables elemento a elemento, con independencia de la disposición de los elementos o del aspecto externo de los mismos.

Hay tres tipos de ejercicios para desarrollar este momento: emparejamiento de conjuntos equivalentes, búsqueda de conjuntos equivalentes a uno dado y creación de un conjunto y búsqueda de su equivalente.

Emparejamiento de conjuntos equivalentes. A los niños se les entrega, dispuestos en recipientes o en superficies al uso y en dos partes claramente diferenciadas, conjuntos que, a cada lado, tengan su homólogo. Por ejemplo, en un lado hay tres garbanzos, dos chapas y cuatro canicas. En el otro lado hay dos lentejas, tres cuentas y cuatro dados o pequeños cubos de madera. El niño tiene que hermanar los conjuntos que sean equivalentes.

Al principio, el niño se dejará llevar por las apariencias, y establecerá que son conjuntos iguales aquellos cuyos elementos más se parezcan. Por ello, es bueno guiar los primeros ejercicios y enseñarles a establecer la correspondencia uno a uno, y cómo para que dos conjuntos sean iguales no debe quedar desparejado ningún elemento.

En la fase final de este ejercicio se debe conseguir que el alumno establezca la equivalencia entre conjuntos formados por elementos de la misma naturaleza: por ejemplo, todos los conjuntos son de judías, o de canicas, o de tapones, etc. La razón de ello estriba en que el niño debe llegar a reconocer que el único criterio que diferencia a los conjuntos de dos o de tres elementos, por ejemplo, respecto a los restantes, es precisamente el número.

Búsqueda de conjuntos equivalentes a uno dado. Al alumno se le proporciona un conjunto y bastante material separado. Él debe formar, con el material separado que se le da, un conjunto que sea equivalente al que se le ha proporcionado. El niño deberá repetir el ejercicio hasta que sea capaz de realizarlo correctamente y sin ningún titubeo.

Creación de un conjunto y búsqueda de su equivalente. La diferencia con respecto a los anteriores ejercicios radica en que ahora es el alumno el que crea el referente, esto es, el conjunto que tiene que servir de patrón respecto al que se busca como equivalente. Cualquier material separado es válido. Se le indica al niño que coja al azar un puñado de cosas de la bolsa o saco de objetos. A continuación, se le dice que debe sacar otra vez los mismos que los extraídos con anterioridad. Es normal que el maestro tenga que ayudar a los niños a realizar los primeros ejercicios, hasta que éstos entiendan con exactitud lo que se les pide que hagan.

4.2.  Establecimiento de un patrón físico

En la búsqueda del patrón físico que represente a cualesquiera conjuntos de un número determinado, es bueno seguir una secuencia de abstracción que termine en la forma abstracta que tiene que servir para cualquier conjunto o cantidad. En este sentido, se debe producir un enlazamiento natural entre el último ejercicio del apartado anterior y el primero de éste.

Establecimiento de referentes físicos comunes con significado. Si en el último ejercicio el alumno creaba en primer lugar un conjunto y luego creaba otro equivalente, en el ejercicio actual se trata de que el alumno sustituya su creación por cualquier conjunto externo real con significado, por ejemplo, las alas de un pájaro, los dedos de la mano, las patas de una silla, la puerta que hay en la clase, etc. El niño ha de construir conjuntos con los mismos elementos que la realidad bien conocida le presenta como modelo. Cuando no se tenga un modelo sencillo y accesible para algún número dígito, se puede sustituir por el correspondiente número de dedos. Así, el niño crea conjuntos que tienen los mismos elementos que:


	 (1) el número de puertas de la clase; 

	 (2) las alas de un pájaro; 

	 (3) las ventanas del aula (en su caso); 

	 (4) las patitas de un perro; 

	 (5) los dedos de una mano; 

	 (6) los dedos de una mano y uno más; etc. 



Este ejercicio se supera cuando el niño es capaz de construir estos conjuntos sin necesidad de tener a la vista el referente, esto es, cuando el referente está interiorizado y actúa desde dentro. El alumno dispone acertadamente de un conjunto de cuatro elementos sin necesidad de contemplar el modelo físico que le sirve de pauta.

En este punto, debemos advertir la enorme diferencia que se da entre la interiorización de los patrones correspondientes a los números pequeños (hasta 5), y de los patrones correspondientes a los números grandes.

Establecimiento de referentes físicos comunes sin significado (abstractos).Hablamos de referentes físicos comunes sin significado por cuanto se trata de crear un patrón físico que sirva de referencia a cualesquiera conjuntos y no esté sujeto o atado a una realidad concreta. Un sistema muy sencillo (Figura 3) es el de una cuerda que contiene tantas cuentas o bolas como el número de elementos que el conjunto que representa.

Hablamos aquí de referentes físicos comunes sin significado, porque las bolas o cuentas no se representan a sí mismas o, al menos, no sólo a sí mismas. Las cuentas o bolas son la excusa para recordar el número de elementos de que debe constar el conjunto a construir o, dado el mismo, a establecer sus equivalentes. Por ello, las bolas o cuentas pueden para el niño representar botones, tapones, dedos, patas de mesa, ojales, etc.

En un primer momento, el alumno establece el conjunto equivalente entre el conjunto conocido (por ejemplo, las patas de la mesa) y el conjunto formado por bolas ensartadas. Establecida esta unión con los diversos conjuntos, se van sustituyendo los conjuntos con referentes de significado (las patas de la mesa, en el ejemplo que seguimos), por los que no los tienen (el conjunto de cuatro bolas ensartadas).

En un segundo momento se repiten todos los ejercicios de equivalencias, pero utilizando siempre como referencia la cuerda con cuentas, el patrón común. Así, los niños crearán conjuntos equivalentes a los dados y, sobre conjuntos presentes en el aula, buscarán su equivalente en los conjuntos patrones. Un ejemplo: la profesora forma un grupo de cuatro niños; otro alumno tiene los conjuntos-cuerdas o conjuntos patrones. De entre todos los conjuntos-patrones, elegirá aquel que tenga los mismos elementos que el conjunto formado por niños.
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Figura 3.

4.3.  Ordenamiento de patrones

Para subir hasta este escalón el niño debe ser capaz de realizar sin ningún tipo de error todos los ejercicios anteriores. En este nivel se comienza por establecer equivalencias entre conjuntos-patrones, se continua estableciendo dentro de los no equivalentes los "vecinos" o aquellos conjuntos que sólo se separan del anterior en un sólo elemento. Buscando "vecinos de vecinos", se terminan construyendo las primeras sucesiones de números.

Equivalencias entre conjuntos-patrones. A los niños se les entregan abundantes conjuntos-patrones, iguales y desiguales entre sí. El alumno debe establecer claramente cuáles son iguales y cuáles desiguales. Esto, en principio, no tiene que suponer ninguna dificultad si se ha recorrido todo el camino trazado con anterioridad. Pero sí se les debe hacer hincapié en que adviertan cómo los conjuntos desiguales pueden serlo por muy pocos elementos o por muchos. Esto permitirá introducir el siguiente ejercicio.

Búsqueda de conjuntos-patrones vecinos. En esta serie de ejercicios se busca que el alumno identifique los conjuntos patrones vecinos a uno dado. Han de entender por "vecino", aquel conjunto que tenga un elemento más o un elemento menos. La mecánica de los ejercicios es sencilla.

Unos primeros ejercicios parten de conjuntos-patrones que se les proporcionan a los niños. Éstos buscan a sus vecinos, tanto "los del piso de arriba" o del "tejado" (uno más), como los del "piso de abajo" o del "suelo" (uno menos).

Se ha de aprovechar este tipo de ejercicios para que los alumnos se inicien en el sentido del cero. ¿Cuál es el vecino de abajo del conjunto-patrón uno? La cuerda que no tiene ninguna cuenta. ¿Cuál es el vecino de arriba de la cuerda que no tiene ninguna cuenta? El conjunto-patrón con una cuenta. Más adelante se tratará el caso particular del cero, pero en este tipo de ejercicios se deben aprovechar todas las posibilidades para que los niños se vayan adentrando en este concepto tan complejo.

Encadenamiento de patrones vecinos. Por la importancia que tiene, este ejercicio se debe desarrollar de la forma más apoyada o andamiada posible. Los primeros ejercicios pueden presentar el siguiente desarrollo:


	
• Se entrega al niño un conjunto-patrón determinado (por ejemplo, el correspondiente al número tres). 

	
• Se le dice que ponga en el lado izquierdo de este conjunto-patrón a su vecino de abajo, y en el lado derecho a su vecino de arriba. 

	
• Ahora el alumno se sitúa en el vecino de abajo. Tiene que poner todos los "vecinos de abajo" posibles. Sólo podrá poner el uno y la cuerda vacía de cuentas. 

	
• A continuación, el alumno tiene que poner el "vecino de arriba" al que ya había puesto como tal. Este ejercicio se le hace repetir tantas veces como alto sea el número al que se quiere llegar. Nuestro consejo es que se llegue, aunque no sea en un primer momento, hasta el diez. ¿Por qué? Por el referente de los dedos de las manos. 



El alumno debe llegar a ordenarlos prescindiendo del apoyo de los vecinos. Si el niño entiende lo que hace, esto se observará a los pocos ejercicios. Para trabajar la ordenación sin este apoyo, recomendamos actividades del siguiente tenor y con la progresión que aquí se sigue:


	
* El alumno parte de dos conjuntos (por ejemplo, 3 y 4) que debe ordenar. 

	
* Al alumno se le dan, para que vaya colocando en su lugar, los conjuntos 2, 5, 1 y 6 (en este orden). 

	
* Sin que se dé cuenta, quitamos un extremo de la distribución (por ejemplo, el 6). Se lo damos, para que lo coloque en su sitio. Hacemos lo mismo con el 1. 

	
* Ahora quitamos uno de los patrones interiores (por ejemplo, el 4). Reordenamos los conjuntos existentes para que no quede un hueco que dé pistas o recuerde al niño dónde debe ubicarlo. Le entregamos al alumno el conjunto-patrón cuatro para que lo ubique en su lugar correcto. Esto habrá que repetirlo con todos los conjuntos-patrones interiores (2, 3, 4 y 5). 

	
* Conseguido lo anterior, se repite el ejercicio, pero se hacen desaparecer dos conjuntos-patrones. El alumno debe saber reintegrarlos a su lugar. 

	
* Superados los ejercicios anteriores, al alumno se le dan tres conjuntos-patrones correlativos, para que los ordene (por ejemplo, 2, 3 y 4; o 1, 2 y 3; o 4, 5 y 6). 

	
* Superado lo anterior, se repite el ejercicio con cuatro conjuntos patrones, etc. 



4.4.  Diversidad de apariencias en patrones

Hasta ahora, el conjunto-patrón ha ofrecido una disposición fija, si bien con las oscilaciones lógicas derivadas de la naturaleza de los materiales que se empleen. Si se ha seguido la indicación de que se trate de una cuerda con cuentas, la disposición puede variar en tanto en cuanto la cuerda es flexible o tenga mayor o menor longitud, o las cuentas se pueden juntar o estar separadas por nudos, etc. Pero lo que queremos resaltar aquí es que se debe procurar que no haya un único patrón para los números, sino que estos sean múltiples. Con ello cumplimos dos cuestiones importantes. Por un lado, ayudamos a que se cumpla el principio de abstracción, del que ya hemos hablado. Del otro, iniciamos a los niños en el conteo rápido, en la subitización (decir de súbito el cardinal del conjunto).

Los propios juegos infantiles nos pueden proporcionar patrones para los primeros números. Uno muy clásico son los dados, que ofrecen patrones muy reconocibles para los seis primeros números. Las cartas de la baraja son también muy familiares. Ofrecen patrones hasta el siete (o hasta el diez), distintos de los de los dados, pero a su vez distintos entre sí. Es lo que ocurre entre, por una parte, oros y copas, y por la otra, espadas y bastos: nótese la disposición del dos, tres, cuatro, seis y siete.
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Figura 4.

En el caso de los números mayores, como el nueve, las diferencias se marcan entre los oros y las copas, y permiten visualizar el nueve como 5+4, 4+4+1, y 3+3+3.
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Figuras 5 y 6.

Las manos son otro patrón al que se debe recurrir con mucha frecuencia. Permiten recorrer los números hasta el diez, contemplar el cero (no hay ningún dedo extendido), visualizar los complementarios a cinco y a diez, etc.

Los diversos modelos de decicubos suponen la abstracción y esquematización del modelo de las manos. Permiten posibilidades y variantes diversas, como se muestra en la Figura 7.
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Figura 7.

4.5.  Aplicación de la cadena numérica

Es el último paso. A cada elemento del conjunto se le hace corresponder el nombre de un número. El último nombre es el que indica el total de elementos que se han contado.

Pero, ¡ojo! Que no diga el niño el nombre tan deprisa, que no le dé tiempo a cambiar el objeto que señala. Y a la inversa, que no lo diga tan despacio que le dé tiempo a señalar a dos o tres objetos mientras pronuncia el mismo número.

Una vez que esto se realice con corrección, el alumno ha recorrido un largo trecho: ha pasado de la representación de los cardinales de cualesquiera conjuntos desde los modelos físicos hasta los modelos abstracto-verbales. Supone un gran logro poder representar por una simple sucesión de fonemas cualquier numerosidad que ofrezca la realidad y que se necesite cardinar.

5.  LAS DIFICULTADES EN LA REPRESENTACIÓN GRÁFICA DEL NÚMERO. TRATAMIENTO CORRECTIVO

Sin entrar en el detalle de la iniciación en el trazo de los números, por entender que esta cuestión está bastante tratada en los libros de texto y en las fichas de trabajo, sí queremos hacer un recorrido más minucioso por el camino que lleva desde la identificación del cardinal de un conjunto cualquiera, hasta su representación gráfica.

En esencia, se trata de recorrer aquí algunas de las etapas que se enunciaron en el apartado anterior. Pueden reducirse a cuatro: el dibujo del conjunto, su representación simbólica, la representación símbolo-signo, y, por último, la representación por los signos, que son los grafos que representan a los números. La primera etapa se cumple cuando el alumno reconoce conjuntos representados con clara referencia a su naturaleza (un dibujo que representa tres naranjas, o diversos objetos). El alumno los reconoce y es capaz de contarlos, es decir, de hacer con ellos lo mismo que haría si fueran objetos reales. Normalmente, es por aquí por donde comienzan las fichas de trabajo los niños más pequeños, obviando todo el trabajo que se ha señalado en el apartado anterior. Otra forma de cumplir esta etapa es que los niños, a través de dibujos muy sencillos, representen ellos también conjuntos de muy fácil dibujo.

La segunda etapa es la que se refiere a la representación simbólica. Es bueno, a estos efectos, hacer una distinción, sólo con referencia a lo que vamos a decir a continuación, entre símbolo y signo. Aquí vamos a entender por símbolo aquella representación que guarda una clara relación de significado con lo representado. El símbolo de un picadero puede ser el dibujo de un caballo, mientras que el símbolo de un restaurante puede ser un cuchillo y un tenedor cruzados. Los signos del picadero y del restaurante son precisamente estas palabras, estén expresadas de forma oral o escrita. Son representaciones arbitrarias, en las que una comunidad de hablantes ha convenido en darles ese significado, mientras que para otras comunidades de hablantes tal sucesión de sonidos, o su representación, nada significan. ¿Qué tienen en común palabras como "caballo" (castellano) o "Pferde" (alemán), que evocan en la mente la misma realidad? Nada: que la comunidad lingüística se ha puesto de acuerdo en atribuir a esa cadena de sonidos ese significado concreto.
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Figura 8.

La representación simbólica de los números tiene que ver con la representación gráfica de los conjuntos-patrones, aunque sin estar sometida a la rigidez de sus disposiciones. La figura 8 muestra, en esencia, lo que se quiere decir. Aparece la representación simbólica del 5 y del 7. Evidentemente, guardan con cualquier conjunto equivalente una relación de coordinabilidad, pero no son el conjunto que se cuenta. Son, también, un paso más en el proceso de abstracción y representan, para los números, como los dibujos de cualquier animal respecto a los animales conocidos por el niño. En definitiva, se trata de trazos o dibujos que permiten reconstruir la numerosidad y, por tanto, establecer o comparar el cardinal respecto al conjunto que representan.

La tercera etapa liga los símbolos con los signos. Aparecen los grafos de los números, pero con "incrustaciones", con recordatorios. Esta etapa se sitúa en un momento intermedio entre la anterior y la aparición del grafo del número sin ninguna referencia a la cantidad que representa. Entendemos que se trata de un buen sistema de ayuda para el alumno con dificultades de aprendizaje, mientras que para el alumno sin estas dificultades se puede considerar como una etapa suprimible.

La cuarta etapa contempla la representación gráfica de los números a través de sus signos, sin ningún tipo de referencia a la numerosidad o a la cardinalidad del conjunto que representan. Cierra el proceso por el que el niño comienza su alfabetización en el mundo nada fácil, pero apasionante, de los números.

La figura 9 muestra la evolución sobre la representación gráfica de un conjunto de 4 elementos.
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Figura 9.

En resumen, se trata de seguir aquí un proceso de abstracción más andamiado, apoyado y explícito, que el seguido habitualmente y que a tantas disfunciones da lugar.
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