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Introduzione


La conoscenza del mondo fisico ha inizio nel primissimo periodo della vita di una persona. I bambini imparano velocemente che un oggetto, se lanciato, ha una traiettoria incurvata verso il basso, senza lontanamente essere a conoscenza dell’accelerazione di gravità. Il gioco, che spesso ha come risultato la distruzione dei giocattoli porta i piccoli a verificare la prima legge della Scienza dei Materiali, cioè che nessun materiale è in grado di sopportare una sollecitazione (in questo caso meccanica) indefinitamente grande. Chi avrà poi modo di proseguire questi studi scoprirà che questa legge non vale solo per il comportamento meccanico, ma anche termico, elettronico, ottico, ecc. 


Tutti noi abbiamo accumulato nel periodo ludico della nostra vita una conoscenza empirico-intuitiva del mondo che ci circonda, sufficiente a garantirci l’incolumità quando ci confrontiamo con esso: ecco quindi che essere colpiti da un solido può essere più doloroso che essere colpiti da un liquido, che non tutti i solidi fanno male allo stesso modo, un turacciolo di sughero è meno doloroso di un sasso, ecc. Lo studio sistematico della fisica rappresenta quindi un approfondimento ed una migliore organizzazione delle conoscenze intuitive. L’approfondimento implica un aumento delle conoscenze, l’organizzazione delle quali diventa oltremodo necessaria: qui interviene il ruolo fondamentale della matematica. L’organizzazione dei dati sperimentali in formule permette di memorizzare efficacemente un gran numero di dati e di combinarli con altri, favorendo quindi la comprensione e la successiva applicazione dei fenomeni fisici1. 


Alla domanda: “che cos’è un solido?” chiunque può dare una risposta sufficientemente corretta. Un fisico dello stato solido2 invece potrebbe rispondere: “Un solido è un cristallo ben ordinato composto da atomi, dello stesso elemento o di elementi diversi”:
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Figura 1. Rappresentazione di un solido.






salvo poi ricredersi prontamente perché questa definizione “dimentica” un sacco di cose, ad esempio:




	la soft-matter (termine inglese preferibile alla traduzione italiana usata nella nota a piè pagina);


	i polimeri;


	le etero-strutture;


	i materiali amorfi.





Come spesso avviene, non è facile dare una definizione univoca e condivisa di una branca della scienza, semplicemente perché i confini tra le diverse discipline tendono ad essere sempre meno netti: la fisica dello stato solido sconfina nella termodinamica, nell’ottica, nell’elettronica, nell’ingegneria, nella chimica, nella biologia e da tutte queste discipline viene “invasa”. Vale quindi la pena dare una definizione “storica”, evidenziando i momenti salienti in cui lo studio dei solidi ha contribuito a grandi avanzamenti delle conoscenze e della tecnologia umane. Si noti ad esempio come i periodi storici più antichi vengano catalogati utilizzando dei precisi materiali: abbiamo quindi l’Età della Pietra, l’Età del Bronzo, l’Età del Ferro… Si noti, per contro, come l’Età del Ferro non sia affatto un periodo remoto, tanto che si propaga fino alla prima metà del XX secolo, quando viene soppiantata dall’Età del Silicio. Possiamo quindi concludere che questa classificazione non vale solo per le ere più antiche ma è ancora utilizzabile per i giorni nostri.


La materia ha sempre influenzato la cultura, la filosofia e la religione dell’uomo: molte antiche culture (hindu Tattva, buddista Mahabhuta, giapponese Godai, tibetana Bön, greca Aristotelica) danno una rappresentazione del mondo fisico come di un quadrilatero ai cui vertici stanno i quattro “elementi” principali, aria, acqua, fuoco e terra e il vuoto o l’etere o il paradiso o il cielo al centro. Ma anche dal punto di vista pratico, gli uomini impararono ben presto che le proprietà dei vari metalli erano differenti: le spade in bronzo surclassavano quelle in rame, ma erano ben poca cosa rispetto a quelle in ferro. E non solo, la metallurgia dei tempi antichi fu in grado di produrre un acciaio ancora oggi oggetto di studi, il cosiddetto wootz steel3, tanto che Quinto Curzio Rufo nella sua opera De Rebus Gestis Alexandri Magni riporta che Alessandro Magno lasciò l’India con un certo quantitativo di un metallo straordinario con cui erano fatte le armi dei soldati di quelle terre.


Con un ardito salto di diversi secoli, assistiamo agli sforzi per modificare le proprietà dei metalli: un esempio su tutti, la Pietra Filosofale, una non ben definita entità in grado di trasformare i metalli in oro.


Ma fu nel XVIII secolo che scienziati come Euler, Gauss, Laplace, Fourier, Navier, Cauchy, Poisson ecc. iniziarono a studiare le proprietà meccaniche dei materiali, senza però essere a conoscenza della struttura atomica. Si parla in questo caso della Fisica del continuum. L’esempio più nitido dell’efficacia di questo approccio sta nella legge di Hooke (Ut tensio, sic vis):


F=-k x,


che descrive in modo egregio le proprietà elastiche dei solidi, ma senza preoccuparsi della loro origine microscopica, tanto che tutta la teoria classica dell’elasticità si è in seguito sviluppata senza chiamare in causa la visione atomistica della materia.


Una situazione analoga la rileviamo nelle proprietà ottiche della materia. La legge di Snell:
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permise grandi avanzamenti nel campo dell’ottica (si pensi alle lenti e agli strumenti astronomici e per la navigazione), ma trascurando l’aspetto atomistico gli scienziati dell’epoca non furono in grado di trovare una relazione tra le proprietà ottiche e la struttura atomica ed elettronica dei materiali.


Similarmente, soltanto con la legge di Fourier:
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dove Qx è il flusso di calore lungo x, kth è la conducibilità termica e dT/dx è il gradiente di temperatura lungo la direzione x, e senza un approccio atomistico non siamo in grado di spiegare il diverso comportamento termico dei materiali.


Un ultimo esempio, non in ordine d’importanza, ma soltanto cronologico, sono le teorie della conduzione elettrica, che dobbiamo a G. Ohm e G. Kirchhoff. Si vedrà, nel seguito del testo, che in questo caso, non soltanto una visione atomistica, ma addirittura quantistica è necessaria per spiegare i comportamenti sperimentali.


A dire il vero, la visione atomistica non era completamente trascurata dalla scienza del XVIII e XIX secolo: era stata utilizzata da R.-J. Haüy per la prima descrizione scientifica della struttura cristallina, e tale approccio era stato utilizzato da C.S. Weiss, che introdusse gli assi cristallografici e da A. Bravais che scoprì i 14 tipi di reticoli primitivi. La visione corpuscolare della materia che risale addirittura a Leucippo (prima metà del V secolo a.C.) e Democrito (V-IV secolo a.C.): 




	era alla base della Congettura di Keplero (Strena seu de nive sexangula -Sul fiocco di neve a sei angoli), che stabilisce che l’impacchettamento migliore di particelle sferiche in un volume finito è di circa il 74% e si ha per una disposizione su esagoni4;


	era stata utilizzata da Newton e Boyle per spiegare il comportamento termodinamico dei gas, 





ma fu trascurata dalla Fisica del XVIII e XIX (in gran parte) secolo semplicemente perché considerata inutile. “Che ce ne facciamo degli atomi?” era la domanda ricorrente, visto che le teorie del continuum erano in grado di spiegare efficacemente molti (ma non tutti!) effetti ottici, meccanici e termici della materia. 


Non era certo così sul fronte della chimica: Dalton aveva ipotizzato che la composizione di un composto fosse dovuta alla presenza di atomi diversi, e così la sua legge delle pressioni parziali ipotizza l’esistenza di atomi. La legge della conservazione della massa, la legge delle proporzioni definite e quella delle proporzioni multiple sono dirette conseguenze di una struttura corpuscolare della materia. Il tutto culminò con la Tavola degli Elementi di Mendeleev (1834-1907), da cui deriva la moderna Tavola Periodica degli Elementi.


Ma per assistere ad una totale conversione della fisica ad una visione corpuscolare ed atomistica, dobbiamo attendere la grande rivoluzione che avvenne a cavallo del XIX e XX secolo, con l’introduzione della teoria quantistica. Lo spettro di emissione di un corpo nero non poteva essere descritto dalla teoria classica: calcoli basati su scambi di energia con valori non quantizzati davano come risultato una emissione via via spostata verso la regione ultravioletta dello spettro (catastrofe ultravioletta). Fu M. Planck (1858-1947) a riprodurre efficacemente i comportamenti sperimentali, ipotizzando scambi di energia quantizzati tra le onde elettromagnetiche e la superficie interna della cavità di corpo nero. Questi quanti di energia vennero chiamati fotoni con una energia proporzionale alla frequenza della corrispondente onda elettromagnetica:


E = hν


con h= 6.626 10-34 J·s, detta appunto, Costante di Planck. Questo portò a reinterpretare molti fenomeni fisici (soprattutto quelli non ben compresi) mediante il nuovo paradigma della quantizzazione delle grandezze fisiche (energia, impulso, momento angolare) e del dualismo onda-particella. Esempi notissimi sono quelli dell’effetto fotolettrico o dell’instabilità dell’atomo come sistema planetario classico (il ben noto atomo di Rutherford).


In altri casi, il passaggio dalla visione classica a quella quantistica avvenne gradualmente: modelli elettronici come quello di Drude rimangono essenzialmente classici, anche se prendono atto dell’esistenza di particelle cariche relativamente libere all’interno dei solidi. Ma fu con l’introduzione della statistica di Fermi-Dirac, in sostituzione di quella classica di Boltzmann, che molti dei comportamenti collettivi degli elettroni nei solidi, come ad esempio il loro contributo alla capacità termica molare, trovarono una spiegazione. 


Questo avvenne includendo la statistica di Fermi Dirac nel modello quantistico ad elettroni liberi, che risolve l’equazione di Schrödinger in una buca di potenziale macroscopica dal fondo piatto (che simboleggia il solido senza il potenziale periodico dovuto agli ioni), e che permette di ricavare una espressione per la densità degli stati elettronica.  Il minor contributo elettronico alla capacità termica molare discende come ovvia conseguenza del fatto che solo una frazione di tutti gli elettroni del solido possono effettuare transizioni verso stati energetici non occupati, come il principio di Pauli prevede per gli elettroni, che sono particelle a spin semi-intero.


Con la scoperta dei Raggi X ed il loro impiego negli studi cristallografici, principalmente da parte di M. von Laue, W.H. Bragg, W.L. Bragg e P.P. Ewald, ci si chiese quale potesse essere l’effetto della periodicità del reticolo sulle proprietà elettroniche ed ottiche dei materiali. Il ragionamento è semplice: se, come dimostrato da Bragg, il reticolo di un solido è un grado di produrre interferenza dei raggi X, allora sarà in grado di farlo anche per le onde che, in virtù del dualismo onda-particella, descrivono la probabilità di avere elettroni nel solido, perché anche in questo caso le lunghezze d’onda sono confrontabili con i passi reticolari. Questo significa che le onde stesse associate agli elettroni liberi del cristallo possono, per particolari valori di energia ed impulso, dare origine ad interferenze costruttive e distruttive, con la conseguente formazione di onde stazionarie. L’energia di queste onde stazionarie non è soltanto cinetica, infatti, la particella associata non può essere considerata libera: si avranno degenerazioni e la presenza di stati energetici proibiti: il cosiddetto gap di energia.


Il lavoro di F. Bloch portò all’enunciazione del teorema che porta il suo nome e che afferma che le funzioni d’onda degli elettroni liberi descrivono bene la situazione reale solo quando vengono moltiplicate per un termine “correttivo” che contiene al proprio interno le informazioni sulla periodicità del reticolo. 
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Figura 2. Degenerazione al limite della cella elementare nello spazio degli impulsi. In rosso la relazione Energia-Impulso per gli elettroni liberi, in blu quella corretta considerando la periodicità del reticolo mediante il Teorema di Bloch. Il limite della cella elementare è a π/a, dove a è il passo reticolare. I due rami della curva blu quando si discosta dalla rossa indicano la degenerazione in energia dovuta a funzioni d’onda stazionarie. Eg è il gap di energia.






Le conseguenze di questa intuizione sono affascinanti: il gap di energia discende naturalmente dai calcoli, così come il contributo del reticolo per la conservazione dell’impulso nelle transizioni energetiche e diventa inoltre possibile compattare i dati di impulso ed energia di tutti gli elettroni del cristallo in una sola cella elementare, esattamente come i dati reticolari di un cristallo sono contenuti in una sola cella unitaria e ripetuti su tutte le altre. A questo punto la strada era aperta per il calcolo delle bande energetiche dei cristalli e per la loro ingegnerizzazione. Nel caso dei semiconduttori, l’esistenza di due tipi di portatori di carica (gli elettroni e le lacune) e possibilità di modificare artificialmente le loro concentrazioni offriva infinite possibilità di applicazioni. Con l’invenzione del transistor nel 1947 da parte di J. Bardeen, W. Brattain e W. Shockley aveva ufficialmente inizio l’Età del Silicio.


L’Età dl Silicio è caratterizzata da un andamento esponenziale che da più di mezzo secolo procede con costante regolarità. Questa è chiamata Legge di Moore e ci dice che il numero di elementi attivi (e delle corrispondenti operazioni logiche) in una ben definita area di materiale raddoppia ogni circa 18 mesi. Per contro i costi di produzione per unità di area non seguono questo andamento e questo ci spiega come il prezzo di un personal computer è rimasto all’incirca invariato dalla loro comparsa sul mercato (circa un milione di lire, per un IBM XT di inizio anni ’80, contro i 500 € di un computer di fascia media di oggi), nonostante un aumento, esponenziale appunto, delle prestazioni.


Ma con il raggiungimento di questo straordinario livello tecnologico da parte dell’industria Microelettronica, probabilmente la maggior concentrazione di conoscenze mai verificatasi nella storia dell’uomo, il cammino della fisica dello stato solido non si è certo concluso.


Uno dei problemi più affascinanti, cioè includere effetti a molti corpi in sistemi come quelli nei solidi in cui, per semplicità le particelle sono state inizialmente considerate indipendenti, senza cioè una mutua interazione, è tuttora aperto. Inoltre gli scienziati lavorano su nuovi materiali che possano in futuro sostituire il Silicio, che ha comunque alcuni punti deboli: uno è l’impossibilità di emettere luce, quindi i diversi dispositivi si devono accontentare di comunicare mediante connessioni elettriche, con un incredibile groviglio di conduttori ed isolanti in un circuito integrato, che limita parecchio la sua velocità di elaborazione. Un altro è la necessità di spostare cariche dentro o fuori un dato volume di materiale per modificare le locazioni di memoria, compiendo quindi del lavoro. 


Per quest’ultima ragione l’interesse verso i fenomeni magnetici nella materia è aumentato considerevolmente negli ultimi anni. Lo studio del magnetismo non ha avuto lo sviluppo esplosivo della fisica dei semiconduttori, dovuto all’elaborazione di una teoria generale. Nel caso del magnetismo, invece, i fenomeni sono più complessi e molta ricerca è stata compiuta con il metodo che gli anglosassoni chiamano trial and error o attraverso l’elaborazione di modelli che hanno un campo di validità più ristretto di una teoria. Questo però non significa che non siano stati compiuti progressi importanti negli ultimi anni. Il momento magnetico medio per atomo di una lega SrCo o NdFeB è più di un ordine di grandezza più elevato di quello dei magneti studiati ad inizio del XX secolo (le ferriti). Sono stati scoperti fenomeni come il ferrimagnetismo, l’antiferromagnetismo (L. Néel, premio Nobel, 1970) e la magnetoresistenza gigante (A. Fert e P. Grünberg, premi Nobel 2007), grazie alla quale abbiamo visto sparire i dischi di memoria di massa ottici dai nostri computer per vedere d’incanto ricomparire gli hard disk magnetici. Fenomeni ancor più esotici come lo spin transfer torque o l’interazione Dzyaloshinskii-Morya sono alla base di recentissimi sviluppi elettronici che influenzeranno il nostro stile di vita negli anni a venire. Ciò nonostante, una trattazione sistematica ed onnicomprensiva dei fenomeni magnetici nella materia a partire dalle equazioni fondamentali della meccanica quantistica è ancora di là da venire.


La possibilità di integrare le funzionalità magnetiche e semiconduttive in un unico materiale, potendo quindi memorizzare ed elaborare l’informazione in un’unica porzione di spazio ed evitando dispendiosi movimenti di cariche lungo connessioni in rame rappresenta una sfida entusiasmante dei giorni nostri.


In ultimo, la superconduttività, una storia lunga poco più di un secolo, che ha origine nel 1911 con la scoperta delle correnti persistenti nel Hg a temperature intorno ai 4 K da parte di H.K. Onnes, premio Nobel nel 1913, un fenomeno che fu solo spiegato nel 1957 da J. Bardeen5, L. Cooper e J.R. Schrieffer, premi Nobel nel 1972. La superconduttività è un settore molto attivo nella fisica dello stato solido, sia per la scoperta di tipi sempre nuovi di superconduttori che possono operare anche a temperature che si avvicinano a quella ambientale, aprendo la strada ad importanti innovazioni tecnologiche, sia per il fatto che la teoria BCS (iniziali dei loro scopritori, v. sopra) non riesce a spiegare tutti i comportamenti dei vari materiali. Quindi, un settore estremamente vivo e promettente.


Questo, è in sintesi, il lungo viaggio che questo testo propone al suo lettore, partendo da conoscenze di base di fisica classica e quantistica, fino ad arrivare ai più recenti sviluppi della conoscenza e della tecnologia.


Il testo si rivolge soprattutto a studenti che si avvicinano per la prima volta a questa disciplina e ha lo scopo di accompagnarli all’interno di un mondo vastissimo e complesso, stimolando la curiosità ed evitando turbamenti e frustrazioni dovute all’impatto con una matematica a volte molto invadente. Purtroppo, senza matematica non si può fare fisica, ma solo conoscenza empirica. D’altro canto, la matematica non deve diventare il focus dell’attenzione dello studente, con il rischio che si convinca di avere capito un fenomeno perché ne ha capito la trattazione matematica: lo scopo, qui, è capire “quello che succede”. Per raggiungere lo scopo il vostro autore, non potendo evitare di presentare i procedimenti matematici, li spiega in grande dettaglio, dando nulla per scontato e portando spesso esempi di valutazioni di grandezze fisiche per stimolare nello studente la percezione dell’entità dei vari fenomeni. Per ultimo, riporta esempi tratti dalla vita reale che possono “mimare” i fenomeni fisici sotto indagine. L’intento, mal celato, è quello di affiancare una comprensione intuitiva a quella formale. Con la speranza che lo sforzo venga apprezzato, auguro una buona lettura.


Torino 25 agosto 2020




1. La grande diatriba tra il sistema Tolemaico e quello Copernicano fu risolta soltanto dopo che, grazie ad osservazioni sempre più precise, ci si rese conto che il secondo descriveva meglio i dati sperimentali. Ai tempi della pubblicazione del libro di Copernico, la descrizione delle posizioni degli astri, misurate ad occhio nudo, era equivalente per i due sistemi.


2. Attualmente, la definizione più accettata è fisico della materia condensata, che include anche sistemi liquidi o materia condensata soffice (ad esempio la superfluidità che è correlata alla superconducibilità, o la materia vivente, ecc.). Ma in questo testo noi rimaniamo nel campo della fisica dello stato solido.


3. https://en.wikipedia.org/wiki/Wootz_steel.


4.  La Congettura di Keplero, è diventata il teorema di Keplero-Hales nel 2014, anno della sua dimostrazione formale.


5. Esattamente lo stesso scienziato che ha partecipato all’invenzione del Transistor. J.B ha vinto due premi Nobel per la Fisica.












Capitolo 1


Elementi di cristallografia


1.1.  Solidi cristallini e solidi amorfi


Un solido è costituito di atomi, che in prima approssimazione consideriamo immobili, trascurando cioè le vibrazioni e saldamente legati attraverso legami chimici. Possiamo immaginare questi legami come sicuramente più forti di quelli di un liquido di un gas. Semplificando consideriamo un solo tipo di atomi, una situazione che incontriamo nei metalli e rappresentiamo gli atomi come delle sfere che si toccano: questa rappresentazione non è del tutto fedele perché dà l’impressione che la materia sia per lo più piena, mentre è vero l’esatto contrario, ci permette però di schematizzare il legame chimico attraverso l’artificio del contatto tra le nostre sferette.




[image: image]

Figura 1.1. Rappresentazione schematica di un solido cristallino (sin.) e amorfo (ds., dove il distanziamento degli atomi è esagerato per chiarezza).






Senza ricorrere a dimostrazioni matematiche piuttosto complesse, è abbastanza evidente come il solido cristallino sia più denso di quello amorfo, nel senso che nello stesso volume è contenuto un numero maggiore di atomi. In altre parole gli atomi sono meno legati tra loro nel solido amorfo: se schematizziamo il legame tra gli atomi come una molla, possiamo supporre come queste siano tutte in equilibrio nel caso cristallino, mentre saranno mediamente allungate rispetto alla lunghezza di equilibrio nel caso amorfo. Le molle allungate conterranno una maggiore quantità di energia elastica, quindi l’energia totale del sistema amorfo sarà maggiore di quella del sistema cristallino. Quest’ultimo, infatti, minimizza la sua energia interna, mentre l’altro no, e per raggiungere una condizione di equilibrio ricorre ad un trucco molto comune in natura, che è quello di aggiungere un po’ di entropia. Il nostro buonsenso ci dice che il sistema amorfo è più disordinato e quindi contiene più entropia, una conclusione corretta, ma si vedrà in seguito come ciò avrà importanti conseguenze su molte delle proprietà del solido amorfo.


Il ragionamento può essere esteso a composti di atomi diversi, ad esempio un ossido. L’ossido di Silicio, si trova in natura sia in forma cristallina che amorfa. Sempre ricorrendo alla rappresentazione bidimensionale possiamo avere la figura 1.2.
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Figura 1.2. Rappresentazione di Ossido di Si cristallino (Quarzo) e amorfo (vetro).






Nuovamente, la struttura amorfa si dimostra più “aperta” di quella cristallina, quindi offre più spazio per incorporare altri tipi di atomi. Nel caso in oggetto, ad esempio, Na, K, Ca, B. Questo materiale “sporco” è il vetro usato nelle finestre, la cui utilità è ovvia, sicuramente più utilizzato dall’umanità del cristallo di rocca perfettamente (o quasi) cristallino.


Nella vita reale si tende a utilizzare la parola cristallo per definire un oggetto dalle superfici lucidate e squadrate, separate da spigoli vivi: questa tendenza deriva dal fatto che le gemme preziose (che sono veri cristalli) vengono generalmente tagliate in questo modo per esaltarne la lucentezza e l’aspetto estetico. Ma non vi è alcuna relazione tra una lavorazione macroscopica ed una proprietà microscopica di un solido, tanto che alcuni oggetti (generalmente soprammobili) vengono chiamati cristalli ma in effetti la loro composizione è il vetro amorfo. Quindi se vogliamo capire se un solido è cristallino oppure no dobbiamo forzatamente fare indagini di tipo microscopico. Osservando la figura 1.1 scopriamo altre proprietà importanti del solido cristallino:




	la periodicità: basta infatti conoscere la disposizione degli atomi in un piccolo volume per poter prevedere la struttura di tutto il solido, cosa che non succede nell’amorfo;


	la precisa disposizione degli atomi: la funzione probabilità di trovare un atomo in una ben precisa posizione sarà una delta di Dirac nel caso cristallino, mentre assomiglierà più ad una gaussiana nel caso amorfo.





Naturalmente qui ci stiamo riferendo ad un solido idealmente cristallino e ad uno idealmente amorfo. Possiamo immaginare che esistano innumerevoli casi intermedi, ma in fisica è una consuetudine fare questo tipo di semplificazioni. Il concetto di periodicità implica quello di simmetria: un solido cristallino avrà sicuramente una simmetria traslazionale: se dovessimo indicare un punto di origine, potremmo trovarne un gran numero tutti equivalenti tra loro, l’importante che siano a distanze di multipli di x0, y0 e z0, tre segmenti primitivi lungo le tre direzioni dello spazio. Ma vi può anche essere una simmetria di rotazione (ad es. ruotare di 60° l’immagine di sinistra della figura 1.1 non modifica il risultato), una speculare e anche una simmetria centrale, nel senso che è possibile identificare un centro di inversione da cui si dipartono sia un vettore [image: image]  che uno –[image: image] che raggiungono punti del tutto equivalenti del solido. In altre parole, le strutture cristalline possono essere determinate matematicamente. La procedura è la seguente: innanzitutto, consideriamo una costruzione puramente matematica, un reticolo di punti, per brevità il reticolo. In esso sono disposti punti matematici in modo che abbiano almeno una simmetria di traslazione. Il reticolo è un oggetto matematico e quindi non è un cristallo, perché quest’ultimo è un oggetto fisico, composto da atomi. Si ottiene dal reticolo assegnando un blocco predefinito, la cosiddetta base, a ciascun punto della griglia. La base può essere un singolo atomo, ma anche gruppi o molecole di centinaia di atomi. Questo ci permette di scrivere la prima legge della Cristallografia:








	Cristallo = Reticolo + Base


	(1.1)









Tutto ciò può apparire banale, ma spesso si tende a dimenticare la differenza tra cristallo e reticolo. Ad esempio, se dobbiamo calcolare la densità di atomi su un piano del cristallo (che spiegheremo tra breve), assimilare il cristallo al reticolo può condurre ad errori grossolani, se la base non è monoatomica. La figura successiva ci mostra come si possono confondere due cristalli, uno con base monoatomica ed uno con base biatomica.




[image: image]

Figura 1.3. Due reticoli diversi con base diversa possono dare l’impressione di una stessa struttura cristallina.






Sembrerebbe non vi sia una grande differenza tra i due cristalli in figura: in effetti la stessa struttura si può ottenere sempre utilizzando il primo reticolo e alternando un atomo rosso ad uno blu nel secondo caso. Purtroppo però, così facendo si otterrebbe una costante reticolare errata: il secondo reticolo ha una costante reticolare maggiore del primo. Notiamo anche che la scelta della base biatomica non è univoca: questo già ci indica come le cose possano diventare difficili quando si considerano cristalli con basi piuttosto complicate.


Nella maggior parte dei casi succede che le strutture cristalline complicate lo sono per via della base: i reticoli in genere sono semplici. Al fine di favorire la comprensione di questo concetto, suggerisco di risolvere l’esercizio 1 a fine capitolo.


Ogni reticolo tridimensionale è formato da parallelepipedi i cui lati sono tre vettori elementari: [image: image], [image: image], [image: image]. Nella pratica, questi tendono ad essere chiamati anche vettori di base, ma la cosa può provocare confusione perché non hanno nulla a che fare con la base come descritta sopra, anzi sono elementi costitutivi del reticolo. Vi è inoltre una certa inclinazione a confonderli con i versori della geometria, ma la differenza qui è che i nostri vettori elementari non hanno lunghezza unitaria in senso stretto. Identificano però un parallelepipedo unitario, cioè il “mattone” di dimensioni minime necessario per costruire l’intero reticolo. Ne consegue che una qualsiasi traslazione [image: image] sul reticolo in grado di cadere in un punto equivalente al punto di partenza sarà data da:








	[image: image]


	(1.2)









dove n, m, p sono numeri interi (0, ±1, ±2, ecc.) e [image: image] viene detto Vettore di Traslazione o Vettore del Reticolo.


1.2. Cella Unitaria e Reticoli di Bravais


I vettori di base [image: image], [image: image], [image: image] sono per definizione anche vettori di traslazione della griglia considerata (n=m=p=1); il parallelepipedo da loro definito è detto cella unitaria o cella elementare del reticolo, abbreviato UC.


Data una UC è ovviamente possibile descrivere qualsiasi tipo di griglia, ma non vale l’inverso: infatti un dato reticolo può sempre essere descritto con più di una UC. Questo concetto viene elucidato in figura 1.4.






[image: image]

Figura 1.4. Tre possibili diverse UC in un reticolo bidimensionale.






Qualcosa di assolutamente analogo si trova in tre dimensioni, è soltanto più difficile da rappresentare. Abbiamo a questo punto bisogno di un criterio per scegliere una cella unitaria definita. La soluzione più semplice è considerare la UC con il volume più piccolo e chiamarla cella unitaria primitiva.


Il volume V di una cella unitaria è dato dal prodotto misto dei vettori di base:








	[image: image]


	(1.3)









come ci insegna il calcolo vettoriale.


Trovare la cella unitaria primitiva per un dato reticolo non è di grande interesse, stiamo comunque parlando di unità matematiche, ma abbiamo una necessità più impellente, cioè trovare una metodologia per generare tutti i reticoli possibili. Si tratta in pratica di fare una classificazione, così come è stata fatta per il mondo vegetale o animale


In questo senso conviene partire dalle operazioni di simmetria accennate in precedenza.




	Traslazione: per definizione, questa lascia invariato il reticolo: essa si trasforma in se stessa quando si applica l’operazione di simmetria. Tutti i reticoli hanno una simmetria di traslazione.


	
Riflessioni sui piani (che contengono 2 vettori di base): si tratta di una simmetria speculare che non tutti i reticoli presentano.


	Inversioni rispetto ad un centro di inversione da cui si dipartono sia un vettore [image: image] che uno –[image: image] che raggiungono punti del tutto equivalenti del solido.


	Rotazione intorno ad un vettore elementare: sono ammessi 1, 2, 3, 4 e 6 assi di rotazione conteggiabili, cioè rotazioni intorno a 360°, 180°, 120°, 90° e 60° e naturalmente i loro multipli interi. Tutti i reticoli hanno almeno una simmetria di rotazione.





Non ci sono 5 o 7 assi di rotazione per i reticoli (ma ci possono essere per la base). Questo concetto si può facilmente comprendere pensando che è impossibile coprire completamente il piano con pentagoni o ettagoni equilateri.


In realtà nel 1984 è stato trovato un materiale che si è comportato in molti esperimenti come un cristallo con una simmetria pentagonale. Poiché non può essere un vero cristallo, è stato scelto il termine “quasicristallo”1.


Ordinando tutte le possibili (e non necessariamente primitive) UC secondo una simmetria via via decrescente si ottengono esattamente 14 tipi di reticolo, i cosiddetti reticoli di Bravais, che contemplano tutti i casi che si verificano nella realtà.


Il motivo per cui esistono esattamente 14 reticoli di Bravais, e perché sono quelli indicati nella tabella sottostante, può essere dedotto solo da considerazioni non del tutto banali della teoria dei gruppi, ma non entreremo in ulteriori dettagli in questa sede. I 14 reticoli di Bravais possono essere ulteriormente raggruppati in 7 sistemi cristallini che si differenziano soltanto per la lunghezza dei vettori elementari e per gli angoli tra di loro.


Il lettore attento avrà notato che siamo disinvoltamente passati dai reticoli, cioè oggetti matematici, ai sistemi cristallini, cioè oggetti reali. In effetti, abbiamo commesso un errore formale, che (purtroppo) è esattamente quello che si fa nella pratica! 


Tabella 1.1. Classificazione dei 14 reticoli di Bravais (nel caso del reticolo esagonale, le linee continue non rappresentano gli spigoli in vista, ma la UC).






















	Moduli dei vettori elementari


	Angoli


	

	

	










	

a1=a2=a3




	

α=β=γ
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Cubico primitivo
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Cubico corpo centrato
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Cubico facce centrate









	

a1=a2≠a3




	

α=β=γ
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Tetragonale primitivo
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Tetragonale corpo centrato




	






	

a1=a2≠a3


di solito a3=c, a1, a2 definiscono il livello base




	

α=β=90°


γ=120°
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Esagonale




	

	






	

a1=a2=a3




	

α=β=γ≠90°
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Romboedrico o trigonale




	

	






	

a1≠a2≠a3




	

α=β=γ=90°
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Ortorombico primitivo
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Ortorombico corpo centrato
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Ortorombico basi centrate
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Ortorombico facce centrate









	

a1≠a2≠a3




	

α=β=90°


γ≠90°
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Monoclino primitivo
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Monoclino basi centrate









	

a1≠a2≠a3




	

α≠β≠γ≠90°
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Triclino




	

	









Il lettore attento avrà notato alcuni tipi di reticolo “mancanti”, ad esempio il reticolo tetragonale a facce centrate. Quest’ultimo può essere descritto da un reticolo a corpo centrato con una cella unitaria grande la metà. Immaginando l’operazione inversa, il reticolo a corpo centrato si ottiene da quello a facce centrate, ruotando l’asse a1,2 di 45° intorno all’asse a3 e riducendo la sua lunghezza dividendolo per √2. Si lascia al lettore la semplice dimostrazione del perché questa operazione non può essere fatta con i reticoli cubici. 


È dimostrato che con questi 14 reticoli tutti i cristalli possono essere rappresentati posizionando la base del rispettivo atomo su ogni punto della griglia.


Il vantaggio dei reticoli di Bravais è che mostrano immediatamente la massima simmetria possibile. Lo svantaggio è che non sono sempre celle unitarie primitive. Ma questo è un problema solo in rari casi. 


Il reticolo di Bravais cubico centrato sulla faccia, abbreviato fcc (face centered cubic) è la base di molti dei cristalli ottenuti scegliendo un atomo dell’elemento in questione come base monoatomica. L’alta simmetria del reticolo cubico è immediatamente evidente.


Se si scegliesse la corrispondente cella primitiva unitaria, che naturalmente deve possedere la stessa base nel cristallo, sarebbe come mostrata in figura 1.5.




[image: image]

Figura 1.5. La cella primitiva unitaria del reticolo cubico fcc non è quella indicata dalle linee blu che descrivono il tipo di reticolo, ma quella mostrata dalle linee rosse.






La situazione è ancor più facilmente intuibile nel caso bidimensionale. Osservando la figura di destra, notiamo che le linee blu “racchiudono” 2 punti del reticolo (o atomi, in caso di base monoatomica), un punto centrale e 1/4 di punto ad ognuno dei 4 vertici della faccia quadrata. Le linee rosse “racchiudono” un solo punto del reticolo. Questo è un buon criterio per identificare la UC primitiva. Si lascia al lettore il compito di verificare la validità del criterio anche al caso tridimensionale. 


1.3. Direzioni e piani reticolari


A questo punto abbiamo necessità di una notazione che ci permetta di descrivere in modo univoco determinate direzioni o piani in qualsiasi reticolo, cioè una formulazione matematica in grado di sintetizzare affermazioni tipo “lungo la diagonale della superficie” o “lungo lo spigolo del cubo”. Il sistema più conveniente è quello detto dei cosiddetti indici di Miller, che appare immediatamente ovvio, ma che è anche molto utile per i calcoli.


La definizione è data dai 4 punti enunciati qui di seguito.


Una direzione in un reticolo è indicata da tre numeri interi, dove:




	l’origine della UC viene posizionata lungo la direzione desiderata;


	un vettore nella direzione desiderata è espresso nelle componenti intere più piccole possibili dei vettori di base;


	i numeri negativi che si incontrano sono rappresentati da un tratto orizzontale sopra il numero, più frequentemente, con il carattere meno (“-”) o l’apice (“ ' ”));


	la terzina di numeri UVW ottenuta viene messa tra parentesi quadre [UVW] se si tratta di una direzione specifica, e tra parentesi angolari <UVW> se si intendono tutte le direzioni cristallograficamente equivalenti.





La figura 1.6 esemplifica il tutto.






[image: image]

Figura 1.6. Direzioni cristallografiche in 2 dimensioni (sinistra)2 e 3 dimensioni (destra).






Ciò che è equivalente dal punto di vista cristallografico dipende dal tipo di reticolo! Nel reticolo cubico, tutte le possibili permutazioni (compresa la negazione) degli indici sono sempre equivalenti; ma già nel reticolo esagonale questo non è più vero.


D’altra parte, soprattutto nel reticolo esagonale, le direzioni che hanno indici di Miller diversi sono cristallograficamente equivalenti (figura 1.7). Le direzioni che si trovano nel piano di base, che puntano agli angoli dell’esagono equilatero che si appoggi su tale piano, hanno indici come [110], [100], [010], cioè gli indici di Miller non sono permutazioni di una direzione generale come <100>. 


Pertanto, per il reticolo esagonale (che è molto importante nella pratica) è stato introdotto un tipo speciale di indici di Miller, che mostra direttamente le simmetrie esistenti: semplicemente si aggiunge ai vettori di base [image: image], [image: image] e [image: image] un altro (di per sé ridondante) “vettore di base”, che viene definito come [image: image]= - ([image: image]+[image: image]) (quindi [image: image] matematicamente non è un vettore di base, poiché non è linearmente indipendente).


Dalle direzioni sopra elencate [1,1,2’,0], [2,1’,1’,0], [1’,2,1’,0], la simmetria negli indici diventa visibile. 






[image: image]

Figura 1.7. a) Reticolo esagonale in 3D con il nuovo sistema di indici. b) Relazione tra gli indici di Miller del sistema tradizionale (in blu) e quelli del sistema esagonale (in arancione). Il passaggio dalle terzine UVW alle quartine uvtw è riportato in alto a destra della 1.7b. Se il calcolo produce valori frazionari per u, v e t, per convenzione si normalizza ai numeri interi di modulo minimo. Es. per <UVW>=<110> otteniamo <uvtw>=<1/3,1/3,-2/3,0>, che diventa <1,1,-2,0>.






La definizione dei piani reticolari è molto simile a quella delle direzioni cristallografiche, con qualche differenza, che è bene tenere a mente per evitare confusioni. A prima vista si potrebbe pensare di usare la terzina di numeri (possibilmente ridotta ai minimi numeri interi), che è l’intersezione di un piano con i vettori di base del reticolo, in sostanza operando come per le direzioni.


Purtroppo non sempre c’è un’intersezione: il lato del cubo di un reticolo cubico interseca sempre e solo uno dei vettori di base, mentre è parallelo (o contiene) gli altri. Per questo motivo, ma anche per altri vantaggi che vedremo più avanti, si sceglie una definizione che inizialmente appare poco intuitiva:




	un piano in una griglia è indicizzato da tre numeri interi. Per fare questo non si colloca l’origine della UC nel livello da indicizzare, ma in un livello vicino;


	
si determina l’intersezione del piano con i vettori di base (se non è disponibile alcuna intersezione, ciò corrisponde a “∞”);


	invece della terzina di numeri ottenuta, si rappresenta quella dei loro reciproci, in modo da rendere interi le frazioni risultanti: ∞ (nessuna intersezione) diventa così 0, mentre dalle intersezioni 1/2, 1/3, 1 si ottiene 2, 3, 1, ecc.;


	si rappresentano i numeri negativi con un tratto orizzontale sopra il numero (oppure, meno frequentemente che per le direzioni, un segno “-”);


	si mette la terzina di numeri hkl tra parentesi tonde (hkl) se si tratta di un piano specifico, e tra parentesi graffe {hkl} se si intendono tutti i piani cristallograficamente equivalenti con gli stessi indici.







[image: image]

Figura 1.8. Principali piani nei reticoli cubici.






Naturalmente, tutti i piani che vengono tracciati nella stessa UC avranno la stessa indicizzazione, però qualsiasi terna di indici non si riferisce ad un piano specifico, ma ad una famiglia di piani, che attraversano tutte le altre celle e tutti paralleli tra di loro. Quindi, nel nostro cristallo avremo un numero elevatissimo di piani {101} paralleli al piano (101) in figura 1.8. Osserviamo inoltre che il vettore (di colore azzurro) che indica la direzione [101] è perpendicolare al piano (101). Questo avviene sempre, quindi la definizione (apparentemente complessa) per definire i piani reticolari ha il vantaggio di definire nello stesso modo i piani reticolari ed i vettori ad essi perpendicolari, Questo ci permetterà tra breve di realizzare un reticolo, cosiddetto reciproco, costituito da vettori perpendicolari ai piani reticolari, contenente tutte le informazioni del reticolo reale. Per ora ci limitiamo ad applicare questo criterio alla formulazione di Miller dei reticoli esagonali, da cui evinciamo che in questo caso avremo 4 indici sia per le direzioni cristallografiche che per i piani reticolari.


Va detto che, nonostante il tentativo di rendere le cose le più intuitive possibili, sia il principiante che l’esperto possono commettere alcuni errori. Il più comune consiste nel confondere il piano reticolare (un’entità matematica, quindi di spessore infinitesimo) con il piano cristallografico, che differisce dal primo per la presenza della base. Già con una base biatomica, ad es. nel caso del diamante, almeno uno dei due atomi della base non si troverebbe sul piano reticolare! Quindi, per ora ci basti sapere che il piano cristallino ha uno spessore.


Un altro errore molto comune può essere descritto riferendoci ad esempio all’immagine centrale della figura 1.8. Il piano disegnato è stato indicizzato come (001) perché interseca il vettore [image: image] ad una distanza pari allo spessore di una UC. Consideriamo adesso il piano che interseca lo stesso vettore [image: image] alla distanza di mezza UC: la nomenclatura ci suggerisce gli indici (002). È molto comune commettere il seguente errore: considerare i piani {001} come quelli che sono sulla faccia della UC e {002} quelli che invece sono a metà strada tra due facce parallele. In realtà, i piani {001} sono anche piani {002} ma non è vero il viceversa.


Occorre inoltre fare attenzione alle permutazioni degli indici: se nel reticolo cubico possiamo attenderci di ritrovare la stessa situazione per permutazioni di indici (il piano [100] equivale allo [010] e allo [001]) lo stesso non vale per altri reticoli non cubici, come abbiamo visto ad esempio per il reticolo esagonale.


Infine, grande attenzione (e molta pratica!) è necessaria quando si passa dai piani reticolari a quelli cristallini. Il SiC, un semiconduttore molto usato nell’elettronica di potenza, ha un reticolo cubico nel caso degli atomi di Si, ma esagonale per quelli di C: quindi, tagliare un cristallo lungo un piano cristallino [111] o [[image: image][image: image][image: image][image: image]] fa molta differenza, perché in un caso avremo una superficie di atomi di Si, nell’altro, di atomi di C!


Abbiamo visto come nei reticoli cubici le direzioni e i piani cristallografici equivalenti hanno sempre la stessa serie di indici Miller e la direzione [hkl] è sempre perpendicolare3 al piano (hkl). Un’altra conseguenza (semplice nei reticoli cubici, un po’ meno in quelli non cubici) è che, mediante il Teorema di Pitagora generalizzato a 3 dimensioni possiamo sempre calcolare la distanza tra due piani adiacenti:
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	(1.4)









dove a è la costante reticolare.


Quasi la totalità degli elementi della Tavola Periodica sono in grado di solidificare in strutture cristalline, di questi il 95% lo fanno utilizzando tre reticoli: il cubico fcc, il cubico bcc (body centred cubic) e l’esagonale hcp (hexagonal close packed). 


Nel reticolo fcc con basi monoatomiche vale a dire un atomo ai vertici ed uno al centro delle facce, cristallizzano: Al, Ni, Cu, Cu, Pd, Ag, Pt, Au e tutti i gas nobili. Con base biatomica, un atomo alla posizione (0,0,0) sul vertice del cubo e l’altro a (1/4, 1/4, 1/4) cristallizzano Si, Ge, C (come diamante) e Sn. 


Data la sua importanza, a questo tipo di cristallo è stato dato un nome proprio: si chiama “struttura del diamante”. Molti semiconduttori composti, come GaAs, InP, o InSb cristallizzano in questa struttura. Circa il 30% di tutti gli elementi cristallizzano in un reticolo fcc.


Dato che finora non abbiamo trattato la “struttura del diamante”, diamo una breve occhiata a questo cristallo. Se si disegnano le connessioni tra gli atomi (in figura 1.9 in rosso), è possibile riconoscere immediatamente la simmetria tipica dei legami orbitali ibridizzati sp3.


Nel reticolo bcc con un atomo nella base, che troviamo agli angoli e al centro del cubo, cristallizzano K, Rb, Cs, V, Nb, Ta, Cr, Cr, Mo e W. Circa il 30% di tutti gli elementi cristallizzano in un reticolo bcc.


Il reticolo esagonale di Bravais viene spesso abbreviato come hcp in quanto questa disposizione origina l’impacchettamento di sfere (di uguali dimensioni) più denso, non c’è cioè la possibilità di confezionare più sfere in un volume di dimensioni finite. Questo si ottiene combinando un reticolo esagonale di Bravais con una base di (almeno) due atomi dello stesso tipo. Il primo atomo si trova a (0,0,0), il secondo a (1/2, 1/4, 1/2), cioè a metà dell’asse c e al centro di un triangolo di base. Quindi non parliamo di reticolo esagonale con massimo impacchettamento, bensì di un cristallo esagonale con massimo impacchettamento! Circa il 35% di tutti gli elementi cristallizzano in un cristallo hcp, tra questi per esempio il Mg, Re, Co, Zn, Cd, C (come grafite), ma anche per esempio N a bassa temperatura. I due piani contrassegnati con A costituiscono il noto reticolo esagonale di Bravais con il piano di base esagonale e l’asse verticale in direzione c. Gli atomi aggiuntivi della base 2 del cristallo hcp formano il piano contrassegnato con B. La loro disposizione è identica a quella di un piano di base A, sono spostati solo lateralmente. Il semplice esercizio 2 a fine capitolo permette di prendere confidenza con questa struttura.
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Figura 1.9. Reticolo cubico facce centrate con base biatomica.






Notiamo che è sempre più difficile (linguisticamente) mantenere una chiara distinzione tra reticolo e cristallo, e non ci sorprendono più le occasionali confusioni.


A seconda dell’elemento, si sceglie sempre la struttura cristallina che meglio si adatta alle condizioni di legame, cioè la struttura cristallina che provoca la maggiore riduzione di energia. Tuttavia, molti elementi sono presenti in diverse strutture cristalline, ad esempio il carbonio, che, come sappiamo, è solitamente presente come grafite (reticolo esagonale) e solo raramente come diamante (reticolo fcc). Ad una data pressione e temperatura, tuttavia, solo un reticolo può essere stabile, cioè energeticamente più favorevole. Il diamante in realtà non è stabile a temperatura ambiente e pressione normale, ma solo metastabile; fortunatamente, però, la trasformazione in grafite stabile a temperatura ambiente richiede un tempo quasi infinito.
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Figura 1.10. Reticolo esagonale (“punti” blu) e reticolo esagonale a più alto impacchettamento (“atomi” blu e rossi).






Ma questo non è sempre il caso di altri elementi, o in generale, di qualsiasi tipo di cristallo. A certe temperature e pressioni, avviene una trasformazione spontanea in un altro reticolo che è stabile a queste variabili di stato e non solo metastabile.


Il ferro (Fe), il metallo più importante nella nostra tecnologia, solidifica al di sotto del punto di fusione di 1538 °C in un reticolo bcc, ma al di sotto di 1394 °C si trasforma in un reticolo fcc. Sotto i 912 °C ritorna alla struttura reticolare bcc, pur con una UC leggermente più piccola di quella del Fe bcc ad alte temperature. 


Questo ci può apparire incomprensibile se applichiamo tout court il ragionamento secondo cui solo un tipo di reticolo può avere la minima energia possibile a determinati potenziali di legame. In realtà la minimizzazione dell’energia libera di un sistema termodinamico non avviene in maniera così semplice, come vedremo in seguito.


Utilizzando come esempio i semplici reticoli appena visti, possiamo quindi definire o mostrare alcune importanti relazioni generali: 




	il numero di coordinazione CN indica il numero degli atomi primi vicini;


	la relazione tra le costanti del reticolo e i diametri dell’atomo (o ione) dipenderà dalla direzione reticolare in cui vi è contatto tra gli atomi, quindi è data dalla geometria del reticolo;


	in una UC primitiva del reticolo di Bravais avremo sempre un punto del reticolo;


	la densità di riempimento PD (packing density) è quindi il rapporto tra il volume degli atomi (supposti di forma sferica) contenuti nella UC ed il suo volume. Un modo alternativo e “microscopico” di calcolare la densità.





Tabella 1.2. Sommario delle principali caratteristiche dei più comuni reticoli.
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Cubico corpo centrato
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Cubico facce centrate
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Esagonale hcp


(atomi blu e rossi)









	

Vettori della base




	

a=b=c


raggio atomico r:
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raggio atomico r:
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a=b, c=1.633a
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Atomi per UC




	

8 x 1/8 +1=2




	

8 x 1/8 + 6 x 1/2 =4




	

8 x 1/8 +1=2









	

Per base monoatomica









	PD
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	0.744












1.4. Reticoli di Bravais e massimo impacchettamento


La descrizione di un cristallo con reticolo di Bravais e base dovrebbe già essere sufficientemente assimilata dal lettore il quale avrà probabilmente già la sensazione che questo formalismo è più complicato del necessario per i semplici cristalli. C’è da chiedersi se non sia più facile costruire un dato cristallo con un metodo bottom up, cioè direttamente unendo atomi o molecole nei piani, piuttosto che usare la regola “reticolo + base”.


In pratica, pensiamo di disporre di un “kit di costruzione di cristalli”. I blocchi di costruzione sono ad esempio semplici sfere che rappresentano gli atomi che non hanno direttamente legami tra di loro, oppure sfere con dei “bracci” che simboleggiano dei legami, o addirittura intere molecole con le loro geometrie di legame nel caso di un cristallo complesso.


Consideriamo quindi i due cristalli più semplici che si possono ottenere “giocando con le sfere”. L’idea è quella di formare un cristallo impacchettando il maggior numero possibile di sfere in un dato volume. Questo non è un problema interessante solo per i cristalli, come ben sa qualsiasi frutticultore, ma che l’umanità ha studiato in dettaglio5 quando si è trattato di caricare più palle possibile di cannone sui ponti delle navi (tanto per non smentirsi..).


Cominciamo prima di tutto impacchettando le nostre palle il più densamente possibile su un piano in due dimensioni. Otteniamo un cristallo bidimensionale come mostrato in figura 1.11 a). Chiameremo questo strato A.


Lo strato B può essere sistemato negli avvallamenti tra una sfera e l’altra dello strato A. La metà degli avvallamenti viene occupata da nuove sfere, mentre l’altra metà rimane “libera” (si intravede lo sfondo bianco del foglio). Osservando la figura 1.11 b) si nota che non vi è alcuna differenza nella scelta di una metà degli avvallamenti piuttosto che l’altra. La differenza invece appare evidente quando si tratta di posizionare il terzo strato di sfere, in figura 1.11 c) vediamo le due scelte, la prima, simboleggiata dalla sfera gialla che occupa gli avvallamenti mai usati fino ad ora, la seconda, che invece allinea la sfera verde con la sfera azzurra di partenza. Quest’ultima è quindi una sequenza ABABAB, mentre la sfera gialla dà origine ad una sequenza ABCABC. Il lettore avrà intuito che allineare il terzo strato al primo porterà ad un impacchettamento hcp (si confronti con la figura 1.10), mentre nel caso ABC si otterrà un impacchettamento cubico fcc. È inoltre intuibile che la PD sarà la stessa per entrambi gli impacchettamenti, circa il 74%, e per questo motivo nella tabella 1.3 il calcolo della PD per la struttura hcp, in vero non molto intuitivo, è stato omesso.
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Figura 1.11. In a) un primo strato di sfere con impacchettamento esagonale, in b) un secondo strato: la scelta degli avvallamenti in cui posizionarle è indifferente, in c) possono essere fatte 2 scelte diverse, dando origine a due tipi di strutture cristalline






È chiaro che questa “tecnica di costruzione del cristallo” può essere utilizzata per creare non solo le strutture semplici a noi ormai familiari. Potremmo infatti introdurre modifiche all’interno di una struttura semplice, come ad esempio inserire x volte, una sequenza ABAB... e dopo inserire una sequenza con un piano C:


ABAB...(x volte) ... ABABCAB ... (x volte) ... ABCAB ...


Questo non è solo un gioco. L’importante composto SiC (carburo di silicio) ha purtroppo molte varianti con le più strane sequenze d’impilamento! Questo viene generalmente definito polimorfismo; nel caso in cui le varie morfologie differiscano solo in una dimensione (come abbiamo fatto qui) si parla anche di politipismo. Nulla ci vieta (con la fantasia tutto è possibile!) di impilare arbitrariamente, basta assicurarsi che non ci sia una sequenza di impilamento tipo, ad es. AA ma se si rompe la simmetria traslazionale non otterremmo più un vero cristallo.


Abbiamo quindi visto come il nostro gioco con le sfere produce in modo molto semplice il reticolo esagonale di Bravais con due atomi alla base, il reticolo cubico di Bravais a faccia centrata con un atomo alla base, ma anche reticoli più complicati. 


1.5. La Legge di Bragg 


Un classico esperimento didattico nella scuola secondaria superiore è quello della vaschetta ondoscopica. Vengono generate onde piane sulla superficie di un liquido (che son ben visualizzate dallo studente perché in due dimensioni). Ad ogni fenditura si formano onde circolari, eccitate dall’onda piana incidente. In prima approssimazione, solo pochissima energia dovrebbe perdersi nel cambio del tipo di onda. Il contrasto di luminosità avvertibile ad occhio dagli studenti tra le creste e le valli dell’onda sembrerebbe confermare che l’ampiezza delle onde non diminuisce in modo sostanzioso nel passaggio da piane a circolari.
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Figura 1.12. Schema dell’esperimento di Bragg: le onde piane (fronti d’onda rossi) attraversano il cristallo, dando origine ad onde piane sferiche (fronti d’onda verdi) quando incontrano gli atomi. L’interferenza di quest’ultime dà origine ad onde uscenti in precise direzioni (fronti d’onda viola). La distanza tra i piani atomici dhkl determina le interferenze, così come descritto nel riquadro in basso a sinistra: dato l’angolo di incidenza θ rispetto alla superficie, l’interferenza costruttiva si ha quando un multiplo intero di lunghezze d’onda nλ è contenuto esattamente nella differenza di cammino dei due raggi (tratto rosa), cioè nλ=2dhklsen(θ).






Quindi possiamo estendere il ragionamento e pensare che qualcosa del genere accada quando un’onda piana di tipo elettromagnetico o associata a particelle (elettroni) interagisca con un atomo e dia origine ad un’onda in questo caso sferica perché siamo in tre dimensioni. Siccome in un solido gli atomi sono posizionati lungo un reticolo regolare, il parallelo con la vaschetta ondoscopica ci torna utile una seconda volta. Infatti, esattamente come in quel caso, le onde sferiche diffratte dai singoli atomi possono dare origine ad interferenze, come quando vi sono più fenditure nella nostra vaschetta. L’unica avvertenza che dobbiamo avere è che la lunghezza d’onda dell’onda piana incidente sia confrontabile con la spaziatura degli atomi, esattamente come succede con le fenditure della vaschetta ondoscopica. Nel caso di un cristallo, sia gli elettroni, che i raggi X di determinata energia possono andare bene.


Le onde sferiche emesse dagli atomi si amplificano a vicenda attraverso interferenze costruttive in determinate direzioni, mentre in altre direzioni si annullano. Tutto sempre come nella vaschetta, solo che ora siamo in tre dimensioni.


Sperimentalmente si osserva che i fasci secondari (ad esempio elettroni che escono dal cristallo) compaiono solo in alcune direzioni, come se esistessero delle riflessioni privilegiate. Queste riflessioni che si trovano nelle direzioni dei massimi di diffrazione sono anche chiamate riflessioni di Bragg6. 


L’equazione, che si trova spesso nei testi di fisica fondamentale, è molto semplice e qui la sua derivazione viene data in figura 1.12. La relazione è:








	nλ=2dhklsen(θ)


	(1.5)









ed è straordinariamente potente, perché mette in relazione gli angoli a cui i le riflessioni di Bragg sono osservate con la distanza tra i piani atomici e la lunghezza d’onda della radiazione. Prima di tutto, è evidente che non ci sono soluzioni per nλ > 2·dhkl: per lunghezze d’onda maggiori di 2 volte la costante del reticolo non esiste semplicemente alcuna possibilità di interferenza costruttiva nei cristalli. Con opportuni esperimenti di diffrazione possiamo determinare il tipo di reticolo di Bravais e la sua costante reticolare: abbiamo quindi trovato lo strumento universale di analisi strutturale. Potrebbe apparire a prima vista che la confusione sia molta, perché sembra difficile poter distinguere i vari ordini di interferenza. In realtà questo si riesce a fare, considerando che le intensità delle riflessioni tendono a decrescere con l’ordine di interferenza e l’angolo della riflessione varia in modo più marcato per gli ordini superiori ruotando il campione, mentre la cosa più complessa è tenere conto del fatto che l’esperimento viene condotto su un cristallo reale, con atomi al posto di pure entità matematiche (i punti del reticolo) su cui la (1.5) si basa: questi atomi possono dare origine ad effetti che, sovrapponendosi possono complicare l’interpretazione dei risultati. Per questo nel prosieguo si discuterà la determinazione del cosiddetto “fattore di struttura”.


Per ora ci basti ricordare la potente relazione (1.5) così da poterci dedicare ad una nuova formulazione della stessa, ancor più potente ed elegante, che ci porterà alla definizione del reticolo reciproco. La (1.5) è un’equazione scalare in cui viene usata la lunghezza d’onda scalare invece del vettore d’onda. Un’equazione vettoriale sarebbe automaticamente molto più generale e potente, per cui vogliamo riscrivere la legge di Bragg usando i vettori d’onda. Per fare ciò, riguardiamo la figura 1.12: abbiamo un’onda incidente, completamente caratterizzata dal suo vettore d’onda [image: image] (e da una certa ampiezza, per ora poco interessante) e un’onda diffratta con vettore d’onda [image: image]′. Poiché consideriamo solo lo scattering elastico, di fatto trascuriamo gli scambi di energia, la relazione diventa:
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	(1.6)









dove [image: image] è un vettore inizialmente indefinito, ma che “in qualche modo” deve contenere informazioni sul reticolo, perché è questo che ha modificato l’onda. Poiché i vettori d’onda non sono definiti nello spazio “normale”, ma nello “spazio degli stati”, anche [image: image] deve essere un vettore in questo spazio. Se possiamo dimostrare che un vettore [image: image] può sempre essere definito in modo tale che la condizione scalare di Bragg sia soddisfatta per un dato reticolo in tutti i casi, abbiamo trovato la formulazione vettoriale che comprende quella scalare della (1.5). Il calcolo è semplice: basta riscrivere l’equazione vettoriale (1.6) nelle componenti (aiutandoci con la figura 1.13) per vedere immediatamente come viene determinato [image: image]. Prendiamo il caso bidimensionale perché la componente lungo y sul piano dei vettori [image: image] e [image: image]′ si comporta esattamente come quella lungo x:
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	(1.7)









dove k’z=-kz=ksen(θ) e Gz può venire esplicitato utilizzando la (1.5) per l’ordine n=1 come:
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	(1.8)









dove si è utilizzata la definizione del modulo del vettore d’onda, k=2ℼ/λ.
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Figura 1.13. Rappresentazione grafica della legge di Bragg in forma vettoriale.






In parole povere questo significa che un vettore d’onda arbitrario [image: image] viene diffratto dal gruppo di piani {hkl} e la differenza tra vettore dell’onda incidente e il vettore dell’onda riflessa ci dà un vettore [image: image]hkl che simboleggia il gruppo di piani {hkl}. In questo modo [image: image]hkl ha due semplici proprietà, che lo determinano in modo univoco.




	
[image: image]hkl è perpendicolare al gruppo di piani {hkl}.


	[[image: image]hkl] è proporzionale al reciproco della distanza dei piani del reticolo, cioè:
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	(1.9)









Quindi, l’informazione contenuta in un grandissimo gruppo di piani reticolari, vale a dire la loro orientazione e la loro distanza viene trasferita e “compressa” in un unico vettore. Si presti attenzione al fattore 2π nella (1.9): si tratta di un fattore di normalizzazione, che normalmente si incontra quando si passa da una grandezza alla sua coniugata mediante la trasformata di Fourier: senza scendere in dettagli possiamo dire che con l’introduzione di [image: image]hkl abbiamo, in maniera molto semplice, fatto la trasformata di Fourier del reticolo reale.


1.6. Il reticolo reciproco 


Questo nuovo reticolo, composto dai vari vettori [image: image] (i vettori reciproci) viene chiamato reticolo reciproco. L’unità di misura in questo spazio sarà [G] = m-1. Poiché tutti i piani di un reticolo reale sono definiti in modo univoco da tre vettori di base, anche nel reticolo reciproco tre vettori di base saranno sufficienti a rappresentare tutti i vettori [image: image]. Siccome il reticolo reciproco si ottiene a partire da quello spaziale, anche il contrario è vero, quindi sono completamente equivalenti cioè contengono esattamente le stesse informazioni. Il lettore potrebbe considerare questa una inutile complicazione, tuttavia, per tutti i fenomeni che hanno a che fare con le onde nei cristalli, è molto più utile il reticolo reciproco, perché la matematica è molto più semplice (addirittura in certi casi può essere fatta solo nel reticolo reciproco). 


In figura 1.14 vengono rappresentati diversi piani reticolari di un reticolo spaziale (bidimensionale): i colori differenti aiutano a distinguerli. Su un piano appartenente ad un gruppo caratterizzato dai suoi indici di Miller (hk), viene costruito e disegnato il vettore del reticolo reciproco, perpendicolare al piano. La lunghezza del primo vettore (ad esempio il G01) è arbitraria, ma tutti gli altri dovranno seguire la regola della lunghezza inversamente proporzionale alla spaziatura tra i piani: in questo modo otteniamo un insieme di vettori che generalmente chiamiamo Gij. Ora trasliamo tutti i Gij di modo che abbiano la stessa origine.


Il reticolo a fianco è quello che si ottiene da questa traslazione: è il reticolo reciproco, costruito mettendo insieme tutti i Gij, o meglio, tutti quelli con indice di modulo più basso: basta notare infatti che i vettori G02 e G-12 non danno alcuna informazione aggiuntiva per poter disegnare la griglia. Quindi i vettori più importanti del reticolo reciproco sono quelli con indici -1,0 e 1.


Se [image: image], [image: image] e [image: image] sono i vettori primitivi di traslazione del reticolo cristallino (= reticolo spaziale), allora i vettori primitivi di traslazione [image: image]1, [image: image]2, [image: image]3 del reticolo reciproco possono essere determinati secondo la seguente regola:
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Figura 1.14. La costruzione del reticolo reciproco (a destra) a partire dal reticolo spaziale (a sinistra). L’origine dei vettori G indica l’origine del reticolo reciproco, (00).
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	(1.10)









dove V è dato dalla (1.3) ed è il volume della cella elementare nello spazio. In tutte e tre le versioni della (1.10) gli indici dei vettori reali sono complementari a quelli dei vettori reciproci, ma siccome il prodotto vettoriale è anti-commutativo, va posta attenzione al fatto che gli indici dei vettori a “scorrono” da destra a sinistra secondo un ordine ciclico: 123123…


Ora, per analogia con la (1.2) possiamo definire un qualsiasi vettore [image: image] come:
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	(1.11)









dove h,k,l non sono semplici interi come nella (1.2), ma gli indici di Miller dei corrispondenti piani del reticolo spaziale. In accordo con la convenzione presa precedentemente utilizzeremo le parentesi tonde (hkl) per indicare specifici vettori di reticolo reciproco e le parentesi graffe {hkl} per tutti i vettori di reticolo reciproco cristallografici equivalenti. In seguito ometteremo anche i pedici “h,k,l” per brevità. Inoltre, dobbiamo essere consapevoli che una base unitaria (ad esempio in cm) nel reticolo reale non dà origine ad una base unitaria in quello reciproco (in cm-1), ma sarà unitaria in unità di 2π cm-1.


Altre due relazioni degne di nota sono qui di seguito riportate:
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	(1.12)









dove δij è il delta di Kronecker (δij=1 i=j, δij=0 se i≠j);
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	(1.13)









con [image: image]  vettore di traslazione dato dalla (1.2). Vale la pena di richiamare a questo punto anche la seguente relazione, che consegue direttamente dalla (1.13), e che sarà utile in seguito:
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	(1.14)









Un’ultima caratteristica, in realtà la caratteristica principale da cui discende tutto il resto è la seguente: il reticolo reciproco è la trasformata di Fourier del reticolo spaziale. Ciò significa semplicemente che qualsiasi funzione periodica nel cristallo (non solo il reticolo, ad esempio la densità degli elettroni ρ(r) = ρ(r + T)) può essere sviluppata secondo le “frequenze nello spazio reciproco” Ghkl. Abbiamo visto come costruire a mano un reticolo reciproco come rappresentazione del reticolo spaziale al cristallo e abbiamo già detto che il reticolo reciproco e il reticolo spaziale sono equivalenti: l’uno può essere ottenuto dall’altro. Però, se si può fare un cristallo con i reticoli spaziali, mettendo per esempio un atomo su ogni punto del reticolo, non ha alcun senso mettere atomi su un reticolo reciproco: il cristallo risultante è un cristallo qualsiasi, ma non ha nulla a che fare con il cristallo spaziale di partenza. Invece, su ogni punto di reticolo reciproco va messa la corrispondente componente di Fourier della proprietà cristallina considerata. Ad esempio, un “atomo” è sufficientemente ben definito dalla densità locale degli elettroni ρ(r), quindi, utilizzando la (1.15) siamo in grado di ottenere le componenti nG di Fourier della densità di carica ρ(r) da sistemare nei punti del reticolo reciproco G:
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	(1.15)









dove l’integrale è inteso su tutto il volume7. In questo modo tutte le informazioni “fisiche” e non soltanto cristallografiche vengono trasferite al reticolo reciproco. Ma tutto questo vale solo per le proprietà periodiche. Per le proprietà non periodiche di un reticolo, ad esempio per i suoi difetti, il reticolo reciproco è del tutto inutile.


1.7. La costruzione di Ewald e la cella di Wigner Seitz


La prima applicazione del reticolo reciproco è la cosiddetta costruzione di Ewald della diffrazione. Si tratta di un’implementazione geometrica di grande semplicità della condizione vettoriale di Bragg. Sia dato un vettore d’onda k e un reticolo reciproco; entrambi hanno un orientamento relativo fisso. Il vettore d’onda sappiamo che anche se non è definito nello spazio reale determina comunque la direzione dell’onda nello spazio.


Ci chiediamo quale dell’infinito numero di piani del reticolo reale soddisfa la condizione di Bragg. Per fare ciò, ci limitiamo a disegnare il reticolo reciproco nell’esatto orientamento rispetto al vettore d’onda facendo in modo che la punta del vettore d’onda cada nell’origine (scelta da noi) della griglia reciproca. Poi si disegna un cerchio con il centro nel punto di partenza di k e con raggio |k|. In tre dimensioni, naturalmente, il cerchio diventa una sfera, la cosiddetta sfera di Ewald. Come mostrato in figura i punti del reticolo reciproco che sono intersecati dal cerchio (o la sfera) di Ewald soddisfano la condizione di Bragg, perché ivi vale la somma vettoriale data dalla (1.6). Siccome ogni punto del reticolo reciproco rappresenta un insieme di piani nel reticolo spaziale, allora i piani connessi a quello specifico punto daranno origine a riflessioni di Bragg.
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Figura 1.15. La costruzione di Ewald permette di trovare graficamente i piani reticolari che soddisfano l’equazione di Bragg in forma vettoriale.
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Figura 1.16. Il perimetro della cella di Wigner Seitz (in rosso) viene ottenuto unendo gli assi mediani (linee tratteggiate) delle connessioni tra un punto del reticolo e i suoi primi vicini (linee continue).






La cella di Wigner Seitz invece non è una diretta applicazione del reticolo reciproco, ma una definizione alternativa della UC primitiva, quindi si può utilizzare anche nel reticolo reale. La metodologia di Wigner Seitz viene utilizzata prevalentemente per la costruzione della UC primitiva del reticolo reciproco: questa prende il nome di prima zona di Brillouin. La cella di Wigner Seitz viene definita in maniera molto semplice connettendo un punto del reticolo con i primi vicini e tracciando gli assi mediani di queste connessioni. Gli assi mediani definiscono così il perimetro della cella: a differenza della costruzione classica, il punto del reticolo si situa nel centro del volume della cella, invece di essere distribuito ai vertici o sulle facce.


1.8. Il fattore di struttura


La relazione vettoriale di Bragg (1.6) abbiamo visto che ci indica solo la posizione dei riflessi, ma non la loro intensità: se abbiamo un cristallo, un’onda incidente e uno schermo da qualche parte, la relazione di Bragg ci permette di calcolare dove cadranno le onde diffratte sul nostro schermo, ma non avremo informazioni sulla intensità dei vari fasci. Questo è logico: un reticolo matematico non influenza un’onda reale, sono gli atomi della base a farlo. È in linea di principio anche possibile avere una intensità del riflesso nulla, nonostante questo sia permesso dalla condizione di Bragg.


Le intensità di riflesso sono determinate dal cosiddetto fattore di struttura. Il fattore di struttura dipende a sua volta dal tipo e dalla distribuzione degli atomi nella cella elementare, cioè sulla base. Per calcolarlo dobbiamo considerare l’interazione con gli atomi del cristallo di un’onda piana con vettore d’onda [image: image] incidente su un piccolo elemento di volume dV. Le due ipotesi semplificative sono le stesse alla base della (1.6) cioè che l’onda diffratta sia ancora un’onda piana, descritta dal vettore [image: image]′ e che l’energia delle onde non cambi.


Se scriviamo l’onda incidente Win con ampiezza unitaria, per semplicità, ipotizziamo che l’effetto dell’interazione con l’elemento di volume infinitesimo possa essere fattorizzato8:
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	(1.16)









con F′loc(r) l’ampiezza di diffusione da parte del volume infinitesimo. Quindi ne consegue che:
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	(1.17)









con A=∫F′loc(r)dV. Del termine di dispersione locale F′loc(r) sappiamo ben poco, ma possiamo ipotizzare che fornisca all’onda diffratta due contributi, uno in ampiezza ed uno in fase: nel primo caso supponiamo che l’interazione degli atomi con onde di elettroni o raggi X sia proporzionale alla densità elettronica ρ(r) in dV, nel secondo ipotizziamo la presenza di un termine di sfasamento exp[iϕ(r)]. In sostanza:
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	(1.18)
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Figura 1.17. Schema della geometria dello scattering.






Ora ci serve conoscere la ρ (r) e lo sfasamento exp[iϕ(r)] in funzione della posizione, e per far questo ci aiutiamo con la figura 1.17.


L’immagine chiarisce che lo sfasamento è dato dalla somma delle lunghezze a= r·sen(α)

 e b=r·sen(β). Lo sfasamento φa può facilmente venire ottenuto calcolando il numero di lunghezze d’onda contenute in a e normalizzando per 2ℼ (e analogamente per b). Tenendo anche conto che il rapporto 2ℼ/λ ci dà il modulo del vettore d’onda e che questo è lo stesso per [image: image] e [image: image]′, come stabilisce la (1.6):
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	(1.19)









dove si è utilizzato il fatto che gli angoli con i vettori d’onda sono sfasati di ℼ/2 da α e β. Siamo anche tornati alla notazione vettoriale per evidenziare il prodotto scalare. Ne consegue:
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	(1.20)









Non ci resta ora che calcolare l’ampiezza di dispersione locale:
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	(1.21)









e quella integrata su tutto il volume:
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	(1.22)









ottenendo, con una certa soddisfazione, che l’ampiezza di dispersione nient’altro è che la trasformata di Fourier della densità elettronica, calcolata nello spazio dei vettori [image: image] e [image: image]′. Ora, i vettori [image: image] e [image: image]′ non avranno tutti i valori possibili, perché questi verranno selezionati dalla legge di Bragg vettoriale (o, se il lettore preferisce, dalla costruzione di Ewald). Quindi possiamo finalmente scrivere:
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	(1.23)









che rappresenta una notevole semplificazione, perché adesso il calcolo va soltanto più fatto utilizzando un numero finito di vettori del reticolo reciproco. Senza la (1.6) infatti avremmo dovuto trattare il materiale come un amorfo. Ora aggiungiamo un pedice a F e chiamandolo FG ricordiamo che il suo calcolo viene fatto solo sui vettori del reticolo reciproco e calcoliamo l’intensità dei fasci diffratti come:
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	(1.24)









Adeguandoci alle definizioni di ampiezza ed intensità delle onde, chiamiamo FG ampiezza di struttura. L’integrazione nella (1.23) si suppone condotta su tutto il volume del solido, ma la lecita domanda è se ciò è effettivamente necessario: di fatto l’informazione viene fornita da una sola UC e tutte le altre non fanno che ripeterla. Quindi il calcolo può essere condotto, con ulteriore semplificazione, su di una sola UC ed eventualmente il risultato può venire moltiplicato per il numero di UC se è necessario valutare il contributo di tutto il volume del solido in esame.
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