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C(8-3) a) x<020<—=x b) 0<x&—x<0
¢) x<0e0<—=x d) 0<xe—=x<0

Dim.

Ovvia conseguenza di T(8-2), C(8-2) e C(2-1)

T(8-3) a) zeRAx<y=>x—z<y-z
b) zeRAx<y=>x—z<y—z
Dim.
a) Supponiamo che zeRAx<y
Da cui, per T(2-3) e T(7-5)a), segue: X, y, ze RAXxH—z)<y+(—z)
Da cui, per D(3-1), segue: x—z<y—z
b) Supponiamo che zeRAx<y
Da cui, per T(7-1)a), segue: X, y, zeRAx<yAx#y
Da cui, per la a), T(3-5)b) e T(7-20)c)ELcap2, segue: Xx—z<y—zAX—z#y—Z
Da cui, per T(7-1)a), segue: x—z<y—z

T(8-4) a) zeRAx<y=z—y<z—x
b) ze RAx<y=>z-y<z—x
Dim.
a) Supponiamo che zeRAx<y
Da cui, per T(8-2), segue: X, y, ze RA—y<—x
Da cui, per T(7-5)b), segue: z+(—y)<zH—x)
Da cui, per D(3-1), segue: z—y<z—x
b) Supponiamo che zeRAx<y
Da cui, per T(7-1)a), segue: X, y, ze RAX<yAx#y
Da cui, per la a), T(3-6)b) e T(2-20)c)ELcap2, segue: z—y<z—xAz—X#z—y
Da cui, poiché z—y#z—x, per T(7-1)a) segue: z—y<z—x

C(8-4) a) ze RAXx<0=>z<z—x b) zeRAO<x=z—x<z
¢) zeRAx<0=z<z—x d) ze RAO<x=>z—x<z

Dim.

Ovvia conseguenza di T(8-4), T(3-2)a)

T(8-5) a) x, y, ze RAx+z<y+z=>x<y

b) X, y, zERAx+z<y+z=>x<y
Dim.
a) Supponiamo che x, y, ze RAx+z<y+z
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Da cui, per T(7-1)a), segue: x—y<0

< Supponiamo che x, ye RAx—y<0

Da cui, per T(7-1)a), segue: x—y<OAx—y#0
Da cui, per T(8-1)a), C(3-1), segue: x<yAx#y
Da cui, per T(7-1)a), segue: x<y

b) Analoga alla a) applicando T(8-1)b)

T(8-2) x, yeR=>(x<yo-y<—x)
Dim.
a) = Supponiamo che x, ye RAx<y
Da cui, per T(2-3) e T(7-5)a), segue:
X, ¥,~X, =¥, 0 RAO=x+(—x) <y+H(—x)A—y+y=0
Da cui, per T(7-1)d).f), C(1-1)a), E(1-1)c), segue:
X, ¥, =X, —"y€RA 0<yH—x)A (—y+y)+H(—x)=0+(—x)=—x
Da cui, per A7), T(7-5)b), Al), segue:
X, Y ERAy=y+0S—y HyHx)=(-yHy)+(0)=x
Da cui, per T(7-1)d).f), segue: —y<—x
<« Supponiamo che x, yeRA—y<—x
Da cui, per T(2-3) e T(7-5)a), segue:
X, ¥, =X, —"yeRA-y+x<—x+x=0A0=y+(—y)
Da cui, per T(7-1)d).f), E(1-1)c), C(1-1)a), Al), segue:
X, ¥, X, "y€RA—y+x<O0A x=0+x=(y+H(—y) ) x=yH—y+x)
Da cui, per T(7-5)b), A7), segue: x=y+(—y+x)<y+0=y, onde x<y

C(8-2) x, yeR=>(x<yeo—y<—x)

Dim.

= Supponiamo che x, ye RAx<y

Da cui, per T(7-1)a), segue: X, ye RAX<yAx#y

Da cui, per T(8-2), E(2-1)c), segue: —y<—xA—y#—x
Da cui, per T(7-1)a), segue: —y<—x

< Supponiamo che x, ye RA—y<—x

Da cui, per T(7-1)a), segue: X, ye RA—y<—xA—y#—x
Da cui, per T(8-2), E(2-1)c), segue: Xx<yAx#y

Da cui, per T(7-1)a), segue: x<y
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T(8-8) a) x, yeR=>[x<y=3z(ze RAO<zAx+2=Y)]
b) x, ye R=>[x<y=3z(ze RAO<zAX+2z=y)]
Dim.
a) = Supponiamo che x, ye RAx<y
Da cui, per T(3-1), T(8-1)b), segue: y—xeRAO<y—xAX+(y—x)=y
Da cui, per T(2-2)ELcap3, segue: 3z(ze RAO<zAx+z=y)
< Supponiamo che x, yeRAIz(zeRAO<zAx+z=y)
Da cui, per RS, segue: x, ye RAbeRAO<bAx+b=y
Da cui, per T(3-3), segue: x, yeRAO<b=y—x, onde x, yeRAO<y—x
Da cui, per T(8-1)b), segue: x<y
b) Analoga alla a) applicando C(8-1)b)

E(8-1) a) x, ye RAX<y+x=0<y b) x, ye RAx<y+x=0<y
¢) X, yeR=>(0<x<y=0<y—x<y) d) X, ye R=>(0<x<y=0<y—x<y)
e) xeR=>(0<x<10<1-x<1) f xeR=(0<x<10<1-=x<1)

Dim.

a) Supponiamo che x, yeRAXx<y+x

Da cui, per T(3-2)b), T(8-3)a), E(3-1)b), segue: 0=x—x<(y+x)—x=y, onde 0<y

b) Analoga alla a) applicando T(8-3)b)

¢) = Supponiamo che x, yeRAO<x<y

Da cui, per T(7-1)d), segue: 0<x<y<y

Da cui, per C(8-5)a), segue: 0<y—x<y

<« Supponiamo che x, ye RAO<y—x<y, cio¢ x, yeRAO<Sy—xAy—x<y

Da cui, per E(3-1)a), T(7-5)a), T(8-1)b), segue:

X, yeRAy=(y—X)+x<y+x=x+yAx<y, onde X, ye RAy<x+yAx<y

Da cui, per la a) e RD, segue: 0<xAx<y, cio¢ 0<x<y

d) Analoga alla ¢) applicando C(8-5)b), T(7-5)c), C(8-1)b) e la b)

e), f) Ovvia conseguenza delle ¢), d) rispettivamente

9 Conseguenze degli assiomi dell’ordine ITI

T(9-1) a) 0<xA0<y=0<xy b) 0<xAy<0=xy<0
¢) x<OA0<y=xy<0 d) x<0Ay<0=0<xy

Dim.

a) Ovvia conseguenza di A12)

b) Supponiamo che 0<xAy<0
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Da cui, per E(3-1)b), T(8-3)a), segue: x=(x+z)—z<(y+z)-z=y, onde x<y
b) Analoga alla a) applicando T(8-3)b)

C(8-5) a) 0<x<y<z=0<y—x<z
b) 0<x<y<z=0<y—x<z
Dim.
a) Supponiamo che 0<x<y<z
Da cui, per T(8-1)b), T(8-3)a), C(8-4)b), segue: 0<y—x<z—x<z
b) Supponiamo che 0<x<y<z
Da cui, per C(8-1)b), T(8-3)a), C(8-4)d), segue: 0<y—x<z—x<z

C(8-6) a) x<yAZSW=z—y<w—X
b) x<yAZ<w=z—y<w—x
¢) X<YAZSWSz—y<w—X
d) x<yAz<w=z—y<w—X
Dim.
a) Supponiamo che x<yAz<w
Da cui, per T(8-4)a), T(8-3)a), segue: z—y<z—x<w—X, onde z—y<w—x
b) Supponiamo che x<yAz<w
Da cui, per T(8-4)a), T(8-3)b), segue: z—y<z—x<w—x
Da cui, per T(7-1)i), segue: z—y<w—x
¢), d) Analoghe alla b)

T(8-6) a) ze RAX<yAy+z=x=z<0
b) ze RAX<yAy+z=x=>z<0
Dim.
a) Supponiamo che ze RAx<yAy+z=x
Da cui, per T(3-3), T(8-1)a), segue: z=x—y<0
b) Supponiamo che ze RAx<yAy+z=x
Da cui, per T(3-3), C(8-1)a), segue: z=x—y<0

T(8-7) a) ze RAX<yAx+z=y=0<z
b) ze RAX<yAx+z=y=0<z
Dim.
a) Supponiamo che ze RAx<yAx+z=y
Da cui, per T(8-1)b), T(3-3), segue: 0<y—x=z
b) Supponiamo che zeRAx<yAx+z=y
Da cui, per C(8-1)b), T(3-3), segue: 0<y—x=z
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Da cui, per A7), T(7-5)b), segue: xe RAXx=x+0<x+y
Da cui, per T(7-1)d).f) segue: x<x+y

b) Analoga alla a)

d) Supponiamo che xeRAy<0

Da cui, per T(7-5)d), A7) segue: xeRAx+y<x+0=x
Da cui, per T(7-1)d),]), segue: x+y<x

¢) Analoga alla d)

T(7-6) a) XSYAZSWSX+2<y+W
b) Xx<yAZ<WX+Zy+W
Dim.
a) Supponiamo che x<yAz<w
Da cui, per T(2-6)e)TIcap7, segue: X, y, z, weRAx<yAz<w
Da cui, per T(7-5)a),b), segue: x+z<y+z<y+w
Da cui, per T(7-1)f), segue: x+z<y+w
b) Supponiamo che x<yAz<w
Da cui, per T(2-6)e)TIcap7, T(7-1)a), segue: X, y, z, we RAX<yAz<w
Da cui, per T(7-5)c),b) segue: x+z<y+z<y+w
Da cui, per T(7-1)1), segue: x+z<y+w

C(7-2) a) 0<XxAO<y=0<x+y b) x<0Ay<0=x+y<0
¢) 0<XAO<y=0<x+y d) x<0Ay<0=x+y<0
Dim.
a) Supponiamo che 0<xA0<y
Da cui, per A6) e A7) e RD, T(7-6)a), segue: 0 RAO=0+0<x-+y
Da cui, per T(7-1)d).f), segue: 0<x+y
b) Analoga alla a)
d) Supponiamo che x<0Ay<0
Da cui, per A6), T(7-6)b), A7) e RD, segue: 0 RAx+y<0+0=0
Da cui, per T(7-1)d),]), segue: x+y<0
¢) Analoga alla d)

T(7-7) a) XSYAZKWSX+2<y+W
b) X<yAZSW=x+z<y+W
Dim.
a) Supponiamo che x<yAz<w
Da cui, per T(7-5)a),d) segue: x+z<y+z<y+w
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Da cui, per T(7-1)d) e RD, T(7-1)c), segue: 0 RAO<0A0+0

Da cui, per T(3-5)ELcap2, segue: 0 RAOSOA— (0eRA0<0)

Da cui, per T(7-8)a),c), segue: 0eR; A0gR ", onde Ix(xeRjAxgR™)
Proviamo che Rj SR

Ovvia conseguenza di T(7-8)a)

b) Analoga alla a)

T(7-10) a) R; UR =R b R;UR =R ¢)RjUR"=R
d)R;NR;={0} e R;NR =0 HRyNR" =0

Dim.

Ovvia

8 Conseguenze degli assiomi dell’ordine IT

T(8-1) a) x, yeR=>(x<ye=x—y<0)
b) x, ye R=>(x<y=0<y—x)
Dim.
a) = Supponiamo che x, yeRAx<y
Da cui, per T(2-3) e T(7-5)a), segue: X, yeRAx+(—y)<y+(—y)=0
Da cui, per D(3-1), T(7-1)d), segue: x—y<y+(—y)<0, onde x—y<0
<« Supponiamo che x, ye RAx—y<0
Da cui, per E(3-1)a), T(7-5)a), E(1-1)c), segue: x, ye RAx=(x—y)+y<0+y=y
Da cui, per T(7-1)d), segue: x<(x~y)+y<0+y<y, onde x<y
b) = Supponiamo che x, ye RAx<y
Da cui, per T(2-3), T(7-5)a), segue: 0=x+(—x)<y+(—x), onde, per D(3-1), 0<y—x
<« Supponiamo che x, yeRAO<y—x
Da cui, per A7), T(7-5)a), E(3-1)a), segue: x=0+x<(y—x)+x=y, onde x<y

C(8-1) a) x, yeR=>(x<yex—y<0)
b) x, ye R=>(x<y=0<y—x)
Dim.
a) = Supponiamo che x, yeRAx<y
Da cui, per T(7-1)a), segue: X<yAx#y
Da cui, per T(8-1)a), C(3-1), segue: x—y<OAx—y#0
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Da cui, per T(7-1)i), segue: x+z<y+w
b) Analoga alla a)

C(7-3) a) 0<XAO<y=0<x+y b) x<0Ay<0=>x+y<0
¢) 0<XAO<Sy=0<x+y d) x<0Ay<0=x+y<0

Dim.

Ovvia conseguenza di T(7-7) e RD, A7) e RD

E(7-1) a) 0<xA0<y=(x+y=0x=0Ay=0)
b) 0<XAO<Sy=>(x+y<z=>x<zAy<z)
Dim.
a) = Supponiamo che 0<XAO<yAx+y=0
Da cui, poiché x, yeR, per C(7-1)a), A3), segue:
0<XAOSYAXSxX+Y=0Ay<y+x=x+y=0
Da cui 0<xAX<0A0<yAy<0
Da cui, per T(7-1)e), segue: x=0Ay=0
<« Supponiamo che 0<xAO<yAx=0Ay=0
Da cui, poiché x, y, 0eR, per T(1-1)a) e A7), segue: x+y=0+0=0
b) Supponiamo che 0<xAOSyAx+y<z
Da cui, per C(7-1)a), segue: X<X+yA y<x+yA x+y<z
Da cui, per T(7-1)i), segue: x<zAy<z

D(7-2) a) Rj = {x|xeRAO<x} b) R; = {x]xe RAx<0}
¢) R* = {x|xeRAO<x} d) R™ = {x|xeRAx<0}

T(7-8) a) xeR; © xe RAO<x b) xeR|; © xeRAx<0

¢) xeR" © xeRAO<x d) xeR™ © xeRAx<0
Dim.
Ovvia

T(7-9) a) R* cR; AR SR
b R"cR; AR CR
Dim.
a) Proviamo che R* c R
Poiché per T(7-8)c) e T(7-1)a) e T(7-8)a) R* € Ry, in base a T(3-3)Tlcapl,
basta provare che 3x(xeRjAxgR™)
A tale scopo, per A6) si ha: 0eRA0=0
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Da cui, per T(6-7), T(6-10), segue: +=( %)" .
4

b) Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, poiché 10, per la a), T(6-2)c), segue: % =%=x
X
¢) Supponiamo che x, y, z, we KAy#0Az#0AW#0

Da cui, per T(6-1), C(6-2), T(6-10), segue: %, & eKAE #0/\(%)" =W

y Z
Da cui, per E(1-1)b), segue: %, k2 eK/\%#O/\%(%)" =§ »
X
Da cui, per D(6-1), segue: %:% %
w

E(6-1) a) Se x, y, zeKAz#0, allora
Dxy=F =T
b) x, yeKax#0= XY =1-2

¢) X, ye KAx#0Ax#y= ﬁ =1Ll
X

Dim.

a)1) Supponiamo che X, y, ze KAz#0

Da cui, per T(5-3), segue: X,y,z,z "' eKAz#0

Da cui, per K2), segue: X, y, xy, ze KAz#0Ax(yz ! )=(xy)z !
Da cui, per D(6-1), segue: x% =%

a)2) Supponiamo che X, y, ze KAz#0

Da cui, per T(5-3) e K4), segue: x,y,z,z~' eKAz#0Az ! y=yz !
Da cui, per K2), E(1-1)b), K2, segue:

X, y, Xy, zeKAz#0A (xz ! )y=x(z * y)=x(yz 7 )=(xy)z !
Da cui, per D(6-1), segue: X y= %
b) Supponiamo che x, ye KAx#0, onde, per T(6-1), X, y, %, % eKAx#0
Da cui, per T(6-8)b), T(6-2)a) e T(3-5)a), segue: ¥ =%7Y:17%
¢) Supponiamo che x, ye KAx#0Ax#y

Da cui, per T(3-1), C(3-1), segue: X, y, x—ye KAx#0Ax#yAx—y#0
Da cui, per T(6-1), C(6-2), per la b), segue:
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Da cui, per T(5-3), segue x,y,y !, 1eKAy#0Al=yy "=y 'y
Da cui, per K8), E(1-1)b), K2), segue:

X, y, xye KAy#0A x=x1=x(yy ™ )=(xy)y * A x=x1=x(y "' y)=(xy )y
Da cui, per D(6-1), segue: x=x—)¥/\x=§y, onde x=x—}¥ =§y

¢) Supponiamo che X, y, z, we KAz#0AwW#0
Da cui, per C(4-2), K4), segue:

X, Y, Z, W, yz, zwe KAz#£OAW#0Azw#0Azw=wWz
Da cui, per la a), T(6-5)c), segue:

X, Y, Z, XW, yz, zw e KAz#0AW#0Azw #0A L yZ _yZ

WZ T~ ZW

/\
Da cui, per T(6-1) e T(1-1)b), T(6-8)a), segue: % % Xw Y2 _XWiyz

d) Analoga alla ¢) applicando T(3-5)a) e T(6-8)b)

A
W

T(6-10) x, yeK/\x¢0/\y¢0=>(§)" =%
Dim.
Supponiamo che x, ye KAx#0Ay#0
Da cui, per T(5-3), segue: X,y, x ',y ' eKAx#0Ay#0Ay ' y=1
Da cui, per K2), C(1-1)b), E(1-1)d), segue:

X, ¥, X 1y T eKAx#0Ay#0AY 7 (yx T )=(y Ty)x T =l-x T =x "
Da cui, per K2), E(1-1)b), T(5-3), segue:

X, ye KAx#0Ay£0A (xy 7 )(yx ™ )=x(y ' (yx ' ))=xx ' =1

Da cui, per T(6-1), D(6-1), T(5-3), segue: %, % eKA %=l

Da cui, per T(5-5), segue: %:(%)"

C(6-6) ) x, yeKAx#0Ay#0= L =2

<

b) xeKAx#0=> % =x:
X

©) X, y, z, we KAy#0Az#0AW#0 =

AW
Z

=X
y

swl«w

Dim.
a) Supponiamo che x, ye KAx#0Ay#0

Da cui, per T(6-1), C(6-2), segue: X, y, X eKAx#0Ay#0A X %0

¥ ¥
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D(7-1) a) >=< "

b >=(s7),

T(7-3) = @& un ordine totale in R
Dim.
Ovvia conseguenza di T(8-4)TIcap7 e D(7-1)a)

T(7-4) a) x=yo y<x
b) x>yey<x
Dim.
a) Ovvia conseguenza di T(1-2)b)TIcap7, D(7-1)a)
b) Ovvia conseguenza di T(1-4)e)TIcap7, D(7-1)b)

T(7-5) a) zeRAx<y=x+z<y+z  b) ze RAX<y=>z+x<z+y
¢) zeRAx<y=x+z<y+z  d) ze RAX<y=z+x<z+y
Dim.
a) Ovvia conseguenza di Al1)
b) Supponiamo che zeRAx<y
Da cui, per T(2-6)e)Tlcap7, segue: X, y, zERAx<y
Da cui, per T(1-2)a), A3), per la a) e RD, segue:
z+X, y+2eRAzZ+x=x+2<y+2=2+y
Da cui, per T(7-1)d), segue: z+x<x+z<y+z<z+y
Da cui, per T(7-1)f), segue: z+x<z+y
¢) Supponiamo che ze RAx<y
Da cui, per T(2-6)e)TIcap7, T(7-1)a), segue: X, y, zeRAX<yAx#y
Da cui, per la a), per E(2-1)a)2), segue: X+z<y+zAX+z#y+2
Da cui, per T(7-1)a), segue: x+z<y+z
d) Supponiamo che zeRAx<y
Da cui, per T(2-6)e)Tlcap7, segue: X, y, zeRAx<y
Da cui, per T(1-2)a), A3), per la ¢), segue: z+X, y+z€ RAz+x=x+z<y+z=z+y
Da cui, per T(7-1)d), segue: z+x<x+z<y+z<z+y
Da cui, per T(7-1)i),1), segue: z+x<z+y

C(7-1) a) xe RAO<y=x<x+y b) xe RAy<0=x+y<x

¢) xeRAO<y=>x<x+y d) xeRAy<0=x+y<x
Dim.
a) Supponiamo che xeRA0<y
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X, X7y, —X;y e KAXx#0Ax—y#0A —X;y #0A —x;y :1*%

Da cui, per C(6-6)a), C(6-3)d), segue: x2y =ﬁ =ﬁ
X X

7 Conseguenze degli assiomi dell’ordine I

A partire da questo paragrafo, dato che < & un ordine totale in R e quindi, in base
aD(8-1)TIcap7 e T(2-4)Tlcap7, < & anche un ordine parziale e un preordinamento
in R, riporteremo parecchi risultati gia acquisiti nel capitolo 7 di Teoria degli
insiemi ammettendo tacitamente che < & un ordine totale o un ordine parziale
oppure un preordinamento in R.

T(7-1) a) x<yS X<yAx#y b) xeR=>(x<yex<yVx=y)

) XX d) xeRAX=y=>x<yAy<x

e) XSyAySx=x=y ) X<yAy<z=>x<z

8) X<y=y<£x h) x<yAy<z=x<z

1) XSYAY<zZ=>X<Z 1) x<yAy<z=>x<z

m) Xx<y=>y£x n) X<y=>y<4x

P) XSYAX=ZAy=w=z<w Q) X<yAX=ZAy=w=>z<W
Dim.

a), b) Ovvia conseguenza di T(2-5)a)c)TIcap7

¢), d), e) Ovvia conseguenza di T(2-6)a),c),H) TIcap7

1), g), h), p), @) Ovvia conseguenza di T(2-6)d),g).h),i),))TIcap7
i), 1), m), n) Ovvia conseguenza di T(2-7)a),b),c),d)TIcap7

T(7-2) a) x, yeR=>x<yvy<x b) x, ye RAX#y=x<yVy<x
¢) x, yeR=x=yvx<yvy<x d) x, yeRAx£y=y<x
e) x, yeRAx«y=y<x ) x, yeR=>x<yvy<x
2) X, yeR=>x<yvy<x

Dim.

a), b) Ovvia conseguenza di D(8-1)TIcap7, T(8-1)TIcap7

¢), d) Ovvia conseguenza di C(8-1)TIcap7, T(8-2)TIcap7

e), f), g) Ovvia conseguenza di T(8-3)TIcap7, C(8-2)b),a)TIcap7

Si ponga
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T(10-7) a) x, y, z, w e RAO<zw=(
b) X, y, z, we RAzZw<0=>(
) X, y, z, we RAO<zw=(

d) x, y, z, we RAzw<0=(
Dim.
b) = Supponiamo che X, y, z, we R/\zw<0/\% < %
Da cui, per T(7-1)a) e C(4-2), segue: X, y, z, we RAZw<OAz#0AW#0A % <
Da cui, per T(6-1) e T(8-1), segue X, y, 2, weRAZw<OAz#£0AW#0A X —

. XW—YyZ
Da cui, per C(6-5)d), segue: xw, yze RAZw<OA zwy <0

Da cui, per T(3-1) e C(10-2)d), segue: xw, yze RAO<xw—yz
Da cui, per T(8-1)b), segue: yz<xw
<« Supponiamo che X, y, z, we RAzZw<O0Ayz<xw
Da cui, per T(7-1)a) e C(4-2), T(8-1)b), segue:
X, ¥, z, we RAzZW<OAz#0AW#0A0<xw—yz
Da cui, per T(6-1), C(6-5)d) e T(10-2)c), segue: %, ¥ eRAX -3 =20 V2 <

Da cui, per T(8-1)a), segue: %< %

a) Analoga alla b)

¢) = Supponiamo che X, Yy, z, weR/\O<zwl\% < %

Da cui, per T(7-1)a) e C(4-2), segue: X, Y, z, We R/\0<zw/\z$0/\w$0/\% <%
Da cui, per T(6-1) e C(8-1), segue: X, Y, z, weR/\O<zw/\z$0/\w$0/\%*% <0

XW-yz

7w <0

Da cui, per C(6-5)d), segue: xw, yze RAO<zwA

Da cui, per C(10-1)a), segue: xw, yze RAxw—yz<0
Da cui, per C(8-1)a), segue: xw<yz
<« Supponiamo che X, y, z, weRAO<zwAxw<yz
Da cui, per T(7-1)a) e C(4-2), C(8-1)a), segue:

X, ¥, z, we RAO<zwAz#0AW#0Axw—yz<0

Da cui, per T(6-1), C(6-5)d) e T(10-3)c), segue: %, kit 22

x-Y_
ER/\Z w W

<0

B
w
Da cui, per C(8-1)a), segue: %< %

d) Analoga alla ¢)
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< Ovvia conseguenza di T(10-3)a),d)
b) Analoga alla a)

T(10-6) a) 0<x<y=y ' <x !

b) x<y<0=y ' <x
Dim.
a) Supponiamo che 0<x<y
Da cui, per T(7-1)a), T(10-1)a), segue: x, yeRAXx#0Ay#0A0<yAx<yAO<x !
Da cui, per T(5-3), C(9-4)a), segue: x !y~ eRAO<yAyy ' =l=xx ! <yx !
Dacui x 'y~ eRAOSyAyy ! <yx !, onde, per C(9-5)a), y ' <x !
b) Supponiamo che x<y<0
Da cui, per T(7-1)a), T(10-1)b) segue: x, yeRAx#0Ay#=0Ay<OAX<yAx ' <
Da cui, per T(5-3), C(9-4)c), segue: x|y~ eRAy<OAyx ! <xx ! =l=yy
Dacui x !y eRAy<OAyx ' <yy !, onde, per C(9-5)b), y ! <x !

C(10-3) a) 0<x<y=>0<§ <4 b) x<y<0=>§ <i<o

c)0<x<y=>0<§<1<% d) x<y<0=>0<%<1<§
Dim.
a) Supponiamo che 0<x<y
Da cui, per T(7-1)a), T(10-1)a), T(10-6)a), segue:
X, yeRAx#0Ay#0A0<y ! <x

=

Da cui, per T(5-3), T(6-7), segue: 0<y ' <x 1Ay~ =§/\ xl=

Da cui, per T(7-1)q), segue: 0<% = %
b) Analoga alla a) applicando T(10-1)b) e T(10-6)b)
d) Supponiamo che x<y<0
Da cui, per T(10-1)b), T(10-6)b), segue: x, ye RAX<OAy<OAx * <OAy ' <x !
Da cui, per T(7-1)a), C(9-1)d), C(9-4)d), T(5-3), segue:
X, yeRAX#0AY#0A 0<yx ! <yy ' =l=xx ! <xy !
Da cui, per T(7-1)d),1),i) e D(6-1), segue: 0<% <I< %
¢) Analoga alla d) applicando T(10-1)a), C(9-1)a) e C(9-4)b)
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Da cui, per T(6-1), T(10-1)c), segue: +eRAO<L
Da cui, per T(7-8)c), segue: % eR”
b) Supponiamo che 0<x<y
Da cui, per T(7-1)a), segue: X, ye RAx#0Ay#0A0<x<y
Da cui, per T(10-3)c), T(7-1)b), segue:
X, y, LeRAO< % AXEOAY#ONO<XA(X<yVX=Y)
Da cui
X, y, LeRAO< % AxEOAY#ONO<x<y V X, y, leRAO< % AxEOAY#OAY=x
Da cui, per T(6-1), C(10-3)a), C(6-3)d), segue:

Lalel 1 Lalol
ER/\O<y/\y< v heRno<dat=4

2 1 Ialelyl=l
Da cui. per T(4 lS)ELcapZ, seguer 4 eRAO< v A( y<xVy=x )
1.z
Da cui, per T(7-1)b), segue: 0<7 x
¢) Supponiamo che 1<x
Da cui, per C(9-7), segue: 0<I<
Da cui, per la b), segue: 0<% %:lsx

d) Supponiamo che 1<x

Da cui, per C(9-7), segue: x, 1eRAO<1I<x

Da cui, per C(10-3)c), T(6-2)c), segue: 0<% <I< %:x

e) Supponiamo che 0<x<yAO<z<w

Dacui X, y, z, we RAOKZAOSXAO<KWAX<yAZ<wW

Da cui, per C(9-1)a), T(9-5)b), segue: X, y, z, we RAO<zwAxz<yw
Da cui, per T(10-7)c), segue: X-< %
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C(10-9) a) x, ye RAO<zAxz<y=>x< %

b) x, yeRAO<zAy<xz= % <x
Dim.
a) Supponiamo che x, yeRAO<zAxz<y
Da cui, per C(9-7), A8), segue: X, y, 1, zeRA0<zAO<1Axz<y=y-1
Da cui, per C(9-1)a), T(7-1)d).), segue: x,y, 1, zeRA0O<z-1Axz<y-1
Da cui, per T(6-2)c), T(10-7)c), segue: xeRAx=% <%, onde x<¥
b) Analoga alla a)

T(10-8) a) ze RAX<yA0<z=>

X b) ze RAX<yA0<z=
¢) zeRAX<yAz<0= % <

X
z
d) ze RAX<yAz<0= § <
Dim.
a) Supponiamo che ze RAx<yA0<z
Da cui, per T(7-1)a) e T(10-1)a), segue: ze RAz#0Ax<yAO<z !
Da cui, per C(9-4)a), segue: zeRAz#0Axz ™! <yz !
Da cui, per D(6-1), segue % < %
b) Analoga alla a)
d) Supponiamo che zeRAx<yAz<0
Da cui, per T(7-1)a), T(10-1)b), segue: ze RAz#0Ax<yAz ~' <0
Da cui, per T(7-1)a) e T(9-2)d), segue: ze RAz#0Ayz ' <xz
Da cui, per D(6-1), segue: % <%
¢) Analoga alla d)

E(10-1) a) xeR*= L eR*
b) 0<x<y=0< § <4
o) Isx=0< L <1=x
d) 1<x=20< 4 <1<x
e) 0Sx<yN0<zsw=> & <¥
Dim
a) Supponiamo che xeR*
Da cui, per T(7-8)c), segue: xe RAO<x
Da cui, per T(7-1)a), segue: 1, xe RAX#0A0<x
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b) Supponiamo che 0<xAO<WAx<yAz<w
Da cui, per T(9-2)a), C(9-4)a), segue: xz<xw<yw, onde, per T(7-1)i), xz<yw
¢) Analoga alla b)

T(9-6) a) 0<x<yAz<w<0=zy<wx
b) 0<x<yAzsw<0=zy<wx
Dim.
a) Supponiamo che 0<x<yAz<w<0
Da cui, per T(9-2)c), C(9-4)b), segue: zy<zx<wx, onde zy<wx
b) Supponiamo che 0<x<yAz<w<0
Da cui, per C(9-4)d), T(9-2)a), segue: zy<zx<wx, onde zy<wx

T(9-7) xe RAVY(yeRAO<y=0<x<y)=>x=0
Dim.
Proviamo prima che
(*) xeRAVy(ye RAO<y=0<x<y)=x<0
A tale scopo, supponiamo per assurdo che
xeRAVy(ye RAO<y=0<x<y)Ax£0
Da cui, per T(7-2)d), segue: xeRAVy(ye RAO<y=0<x<y)A0<x
Da cui, per RD, T(7-1)c), segue: x<xAX<X, cioe¢ una contraddizione
Supponiamo ora che xe RAVy(ye RAO<y=0<x<y)
Da cui, per A6), C(9-7), segue: xeRA1e RAO<IAVyY(ye RAO<y=0<x<y)
Da cui, per la (*) e RD, per RD, segue: x<0AO<x
Da cui, per T(7-1)e), segue: x=0

10 Conseguenze degli assiomi dell’ordine IV

T(10-1) a) 0<x=0<x ! b) x<0=x ' <0
©) xeRAX#0=(0<x=0< L) d) xeRAx#0=(x<0s L <0)
Dim.
a) Supponiamo che 0<x
Da cui, per T(7-1)a), segue: xe RAO<SxAx#0
Da cui, per T(5-3), C(9-7), segue: x ' eRAO<SXA0<1=xx !
Da cui, per C(9-2)b), segue: 0<x !
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A tale scopo, supponiamo che x, ye RAOSxyA — (x<0Ay<0)
Da cui, per T(7-25)b)ELcapl, segue: x, ye RAOSxyA(x£0Vy<£0)
Da cui, per T(4-15)ELcap2 e T(7-2)d), segue:
X, yeRAO<xyAO<x V X, ye RAO<xyAO<y
Da cui, per A4) e T(7-1)d), segue:
yeRA0<xA0<xy V xe RAO<yAO<yx
Da cui, per T(7-1)a), C(9-3)b), segue: 0<xA0<y V 0<xA0<y, onde 0<xA0<y
< Ovvia conseguenza di T(9-1)d),a)
b) = Basta provare, in base a T(2-20)a)ELcap2 e T(7-9)ELcapl, che
X, YERAXY<0A— (x<O0A0<y)=0<xAy<0
A tale scopo, supponiamo che x, ye RAxy<0A — (x<0A0<y)
Da cui, per T(7-25)ELcapl, segue: x, yeRAXy<OA(x£0VO<y)
Da cui, per T(4-15)ELcap2 e T(7-2)d), segue:
X, yYERAxy<0A0<x V x, ye RAXy<0AYy<0
Da cui, per A4) e T(7-1)d), segue:
yeRA0<xAxy<0 V xeRAy<0Ayx<0
Da cui, per T(7-1)a), C(9-3)a),d), segue: 0<xAy<0 V 0<xAy<0, onde, 0<xAy<0
< Ovvia conseguenza di T(9-1)c),b)

C(9-9) a) x, yeR=(0<xyex<0Ay<0VO0<xA0<y)
b) x, ye R=(xy<0&x<0A0<y V0<xAy<0)

Dim.

a) = Supponiamo che x, ye RAO<xy

Da cui, per T(7-1)a), segue: x, ye RAOSxyAxy#0

Da cui, per C(4-2), T(9-4)a), segue: x#=0Ay#0A(X<O0Ay<0 V 0<xA0<y)

Da cui, per T(4-15)ELcap2, segue:

x#F0AYZOAXSOAY<O0 V x#0Ay#0AO<XAO<y

Da cui, per T(7-1)a), segue: x<OAy<OV0<xA0<y

< Ovvia conseguenza di C(9-1)d),a)

b) Analoga alla a) applicando T(9-4)b)

T(9-5) a) 0SXAOSWAXSYAZS W XzZ<yw
b) 0SXAO<KWAX<YAZSW=XZYyW
) 0<SXAOSWAXSYyAZ<W=XzZ<yw
Dim.
a) Supponiamo che 0<XAOSWAX<yAz<w
Da cui, per T(9-2)a),b), segue: xz<xw<yw, onde xz<yw
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Da cui, per T(7-1)a), T(10-1)a), segue: x, ye RAO<xAy#0A0<y !
Da cui, per C(9-1)a), segue: x, yeRAy#0A0<xy ™!
Da cui, per D(6-1), segue: 0<§

b)-d) Analoghe alla a)

C(10-2) a) xeR/\O<y/\§$0ﬂx$0 b) xe R/\0<y/\0$§=>0$x

c) xe R/\y<0/\0$§ﬂx$0 d) xe R/\y<0/\§$0=>0$x
Dim.
a) Supponiamo in base a T(2-20)c)ELcap2 che xe RAO<yAx£0
Da cui, per T(7-2)d), segue: 0<yAO<x
Da cui, per T(10-3)a), segue: 0<§, onde, per T(7-1)m), %ﬂ)

b)-d) Analoghe alla a)

T(10-4) a) x, ye RAy#0=(0< % S0<xA0<yVx<0Ay<0)

b) x, yeRAy#0=( % <00<xAy<0VX<0A0<y)
Dim.
a) = Supponiamo che x, yeRAy#0A0< §
Da cui, per A6) e T(7-2)b), segue: x, ye RAOS 2 A(0<yVvy<0)
Dacui x, ye RAOS X A0<y V x, yeRAOS 2 Ay<0
Da cui, per C(10-2)b),c) segue: 0<xA0<yVx<0Ay<0

< Ovvia conseguenza di T(10-2)a),d)
b) Analoga alla a)

T(10-5) a) x, ye RAy#0=(0< % S0<xN0<yVx<0AYy<0)

b) x, yeRAy#0=( % <00<xAy<O0VX<O0A0<y)
Dim.
a) = Supponiamo che x, yeRAy#0A0< %
Da cui, per A6) e T(7-2)b), segue: X, ye R/\0<%/\(0<yVy<0)
Da cui x, ye RAO< §A0<y V x, ye RAO< %/\y<0
Da cui, per C(10-1)b),c) segue: 0<xA0<yVx<O0Ay<O
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b) Analoga alla a) applicando C(9-2)c)

¢) = Ovvia conseguenza della a) e T(6-7)

<« Supponiamo che xe RAx#0A0< %

Da cui, per A6) e T(7-2)b), segue: xe RAx#0A0< %/\(x<0v0<x)
Da cui xe RAX#0A0< L Ax<0 v xe RAX#0A0< £ A0<x

Da cui, per la b), segue: xeRAx#0A0< %/\x -1<0 v O0<x

Da cui, per T(6-7), segue: 0<+aL<0vo<x

Da cui, per T(7-1)h).c), segue: 0<0A0<0 Vv 0<x, onde 0<x
d) Analoga alla ¢)

T(10-2) a) 0<xXA0<y=0< X b) x<0A0<y= £ <0
¢) 0<xAy<0= % <0 d) x<0Ay<0=0< %
Dim.
a) Supponiamo che 0<xA0<y
Da cui, per T(7-1)a), T(10-1)a), segue: x, ye RAO<xAy#0A0<y !
Da cui, per T(7-1)a) e T(9-1)a), segue: x, ye RAy#0A0<xy ~!
Da cui, per D(6-1), segue: 0S§
b)-d) Analoghe alla a)

C(10-1) a) xeR/\O<y/\§<0=>x<0 b) xe R/\0<y/\0<§$0<x
c) xe R/\y<0/\0<§ﬂx<0 d) xe R/\y<0/\§<0$0<x

Dim.

a) Supponiamo, in base a T(2-20)c)ELcap2, che xe RAO<yAx+0

Da cui, per T(7-2)e), segue: xe RAO<yAO<x

Da cui, per T(10-2)a), segue 0< %, onde, per T(7-1)n), % <0

b)-d) Analoghe alla a)

T(10-3) 2) 0<XA0<y=0< ¥ b) x<0A0<y= % <0
¢) 0<xAy<0= % <0 d) x<0Ay<0=0< %

Dim.
a) Supponiamo che 0<xA0<y
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Da cui, per T(1-2)b), T(9-1)a), T(4-4)b), segue: zx, zye RAO<z(y—x)=zy—zx
Da cui, per T(8-1)b), segue: zx<zy

b) Supponiamo che x<yA0<z

Da cui, per la a), segue: X, y, zeRAzx<zy

Da cui, per T(1-2)b), A4), segue: zx, zye RAxz=zx<zy=yz

Da cui, per T(7-1)d), segue: xz<zx<zy<yz, onde, per T(7-Df), xz<yz

¢) Supponiamo che x<yAz<0

Da cui, per T(8-1)a), segue: X, y, zeRAz<0Ax—y<0

Da cui, per T(1-2)b), T(9-1)d), T(4-4)b), segue: zx, zye RAO<z(x—y)=zx—zy
Da cui, per T(8-1)b), segue: zy<zx

d) Analoga alla b) applicando la ¢)

C(9-4) a) x<yAO<z=>xz<yz b) x<yAO<z=>zx<zy
¢) x<yAz<0=>yz<xz d) x<yAz<0=zy<zx
Dim.
a) Supponiamo che x<yA0<z
Da cui, per T(7-1)a), segue: X, y, zERAX<SyAx#yA0<zAz#0
Da cui, per T(9-2)b), T(5-1), segue: xz<yzAXz#yz
Da cui, per T(7-1)a), segue: xz<yz
b) Supponiamo che x<yA0<z
Da cui, per la a), segue: X, y, zeRAxz<yz
Da cui, per T(1-2)b), A4), segue: zx, zye RAzx=xz<yz=zy
Da cui, per T(7-1)d), segue: zx<xz<yz<zy
Da cui, per T(7-1)i),1), segue: zx<zy
¢) Analoga alla a)
d) Analoga alla b) applicando la ¢)

C(9-5) a) x, ye RAOSzAzx<zy=x<y b) x, ye RAzS0Azx<zy=y<x
¢) ze RAX<yAzy<zx=z<0 d) ze RAXSyAzx<zy=0<z

Dim.

a) Supponiamo, in base a T(2-20)c)ELcap2, che x, yeRAO<zAx<y

Da cui, per T(7-2)e), segue: X, y, ze RAO<zAy<x

Da cui, per T(9-2)a), segue: zy<zx, onde, per T(7-1)n), zx<zy

b)-d) Analoghe alla a)

C(9-6) a) x, yeRAO<zAZX<zy=x<y b) x, yeRAz<0Azx<zy=y<x
¢) ze RAX<yAzy<zx=z<0 d) ze RAX<yAzx<zy=0<z
Dim.
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Da cui, per C(8-3)a), segue: X, yeRAO<SXAO<—y

Da cui, per la a), T(4-2), segue: 0<x(—y)=—xy

Da cui, per C(8-3)a), segue: xy<0

¢) Analoga alla b)

d) Supponiamo che x<0Ay<0

Da cui, per C(8-3)a), segue: x, yeRAO<S—xA0<-y

Da cui, per la a), C(4-1), segue: 0<(—x)(—y)=xy, onde 0<xy

C(9-1) a) 0<xA0<y=0<xy b) 0<xAy<0=xy<0
¢) x<0N0<y=xy<0 d) x<0AYy<0=0<xy

Dim.

a) Supponiamo che 0<xA0<y

Da cui, per T(7-1)a), segue: X, ye RAOSXA0#XAO<yAO#y

Da cui, per T(9-1)a), C(4-2), segue: 0<xyAO#xy

Da cui, per T(7-1)a), segue: 0<xy

b)-d) Analoghe alla a)

C(9-2) a) ye RAO<xAxy<0=y<0 b) ye RAOSxA0<xy=0<y
¢) yeRAX<0A0<xy=y<0 d) yeRAx<0Axy<0=0<y

Dim.

a) Supponiamo, in base a T(2-20)c)ELcap2, che ye RAO<xAy<0

Da cui, per A6) e T(7-2)e), segue: 0<xA0<y

Da cui, per T(9-1)a), segue: 0<xy, onde, per T(7-1)n), xy<0

b)-d) Analoghe alla a)

C(9-3) a) ye RAO<xAxy<0=y<0 b) yeRAO<XAO<xy=0<y
¢) yeRAX<0A0<xy=y<0 d) yeRAx<0Axy<0=0<y

Dim.

a) Supponiamo, in base a T(2-20)c)ELcap2, che ye RAO<xAy<£0

Da cui, per A6) e T(7-2)d), segue: 0<xA0<y

Da cui, per C(9-1)a), segue: 0<xy, onde, per T(7-1)m), xy£0

b)-d) Analoghe alla a)

T(9-2) a) x<yAO<z=>zx<zy b) x<yA0<z=>xz<yz
¢) Xx<SyAz<0=zy<zx d) x<yAz<0=>yz<xz

Dim.

a) Supponiamo che x<yA0<z

Da cui, per T(8-1)b), segue: X, y, ze RAO<zAO<y—x
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a) Supponiamo, in base a T(2-20)c)ELcap2, che x, yeRAO<zAx<£y
Da cui, per T(7-2)d), segue: 0<zAy<x

Da cui, per C(9-4)b), segue: zy<zx, onde, per T(7-1)m), zxszy
b)-d) Analoghe alla a)

T(9-3) a) xeR=0<xx
b) xe RAX#0=0<xx
Dim.
a) Supponiamo che xeR
Da cui, per A6) e T(7-2)a), segue: x<OVO<x
Da cui, per T(7-5)ELcapl e R(2-1)ELcap2 e RD, segue: x<0Ax<0V 0<xA0<x
Da cui, per T(9-1)d),a), segue: 0<xxVO<xx, onde 0<xx
b) Supponiamo che xeRAx#0
Da cui, per A6) e T(7-2)b), segue: x<OVO<x
Da cui, per T(7-5)ELcapl e R(2-1)ELcap2 e RD, segue: x<0Ax<0V 0<xA0<x
Da cui, per C(9-1)d),a), segue: 0<xxV0<xx, onde 0<xx

C(9-7) 0<1

Dim.

Per A6) si ha: 1eRA1%0

Da cui, per T(9-3)b), per A8), segue: 1eRA0<1-1=1, onde 0<1

C(9-8) a) xe R=>x<x+1

b) xeR=>x-1<x
Dim.
a) Supponiamo che xeR
Da cui, per C(9-7), segue: xe RAO<1
Da cui, per C(7-1)c), segue: x<x+1
b) Supponiamo che xeR
Da cui, per C(9-7), segue: xe RAO<1
Da cui, per C(8-4)d), segue: x—1<x

T(9-4) a) x, yeR=(0<xye=x<0Ay<0V 0<xA0<y)
b) x, ye R=(xy<0ex<0A0<yV0<xAy<0)
Dim.
a) = Basta provare, in base a T(2-20)a)ELcap2 e T(7-9)ELcapl, che
X, yYERAD<xyA— (x<O0Ay<0)=0<xA0<y
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Pertanto tutti i risultati che vengono stabiliti in un campo K sono validi anche in R

Iniziamo con i seguenti teoremi.

T(1-1) Se K(+, -, 0, 1) & un campo, allora
a) X, ze KAX=yAz=w=X+z=y+W
b) x, ze KAx=yAz=w=>xz=yw
Dim.
a) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che x, ze KAx=yAz=w
Da cui, per T(1-3)TIcapl, T(2-2)TIcap2, T(1-1)Tlcap2, segue:
X, 2, ¥, weKA(X, 2)e KXKA(x, 2)=(y, w)
Da cui, poiché + ¢ un’operazione su K, per D(2-1)TIcap3 e T(1-2)TIcap3, segue:
X, 2, Y, We KA+(X, 2)=+(y, W)
Da cui, per D(2-3)Tlcap3, segue: x+z=y+w
b) Analoga alla a)

C(1-1) Se K(+, -, 0, 1) & un campo, allora
a) X, zeKAx=y=>x+z=y+z
b) x, ze KAx=y=xz=yz
Dim.
a) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che x, ze KAx=y
Da cui x, ze KAx=yAz=z
Da cui, per T(1-1)a), segue: X+z=y+z
b) Analoga alla a)

T(1-2) Se K(+, -, 0, 1) & un campo, allora
a) X, yeK=x+yeK
b) x, yeK=xyeK
Dim.
a) Ovvia conseguenza di T(2-9)TIcap3 essendo + un’operazione su K
b) Analoga alla a)

E(1-1) Se K(+, -, 0, 1) & un campo, allora
a) X, zeKAx=y=>z+x=z+y
b) x, ze KAx=y=zx=zy
¢) xeK=0+x=x
d) xeK=>1-x=x
Dim.
a) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che x, ze KAx=y
Dacui Xx,y, zeKAx=y
Da cui, per K3), C(1-1)a), segue: z+X=x+z=y+z=z+y
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Da cui, poiché ze KAz=z, per T(2-5), segue:
XCKAzZeXA—z=z, cioé¢ XCKA[z|x](xe XA-z=—x)
Da cui, per T(2-2)ELcap3, segue: XEKAIx(xe XA—2z=x)
Da cui, per T(2-8)b), segue: —ze{—x[xeX}
b)3) Ovvia conseguenza di C(4-1)TIcapl e della b)2)
¢)1) Ovvia conseguenza di D(2-2)c) e della a)1) avendosi {a}SK
¢)2) Ovvia conseguenza di D(2-2)c) e della a)2) avendosi {a} SKAae{a}
¢)3) Ovvia conseguenza di D(2-2)c) e della a)3) avendosi {a} SKA{a}#0®

E(2-1) a) Se x, y, zeK, allora
1) x+z=y+z&x=y
2) XAZFYH+ZEXFY
3) z4+X=z+ySXx=y
b) Se x, y, z, weK, allora
1) X4z=y+WAX#EYy=2FEW
2) X+Z=y+WAZFEWS X EY
3) X=yAZEWS XHZEY+W
4) XEYNZ=WSX+ZFEY+W
¢) X, yeK=(x#yo—x#-y)
Dim.
a)l) Ovvia conseguenza di T(2-1) e C(1-1)a)
a)2) Ovvia conseguenza della a)1) e R(2-11)ELcap2
a)3) = Supponiamo che X, y, ze KAz+x=z+y
Da cui, per K3), segue: X, y, ze KAx+z=z+x=z+y=y+z
Da cui, per T(2-1), segue: x=y
< Ovvia conseguenza di E(1-1)a)
b)1) Basta provare, in base a T(7-9)ELcapl e T(2-20)c)ELcap2 che
X, Y, Z, W€ KAx+z=y+WAz=w=x=y
A tale scopo, supponiamo che: X, y, z, weKAx+z=y+wAz=w
Da cui, per E(1-1)a), segue: X, y, ze KAx+z=y+w=y+z
Da cui, per T(2-1), segue: x=y
b)2) Analoga allab)1)
b)3) Supponiamo per assurdo che X, y, z, we KAX=yAz#EWAX+z=y+W
Da cui, per la b)2), segue: x=yAx#y, cio¢ una contraddizione
b)4) Analoga alla b3)
¢) Supponiamo che x, yeK
Da cui, per T(2-5)a),b) e T(7-9)ELcapl, segue:
X, yeKA[X, yeK=(x=yo—x=—y)]
Da cui, per RD, segue: (x=y&—x=-y)
Da cui, per R(2-11)ELcap2, segue: (x#y&—x#-y)
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b) Analoga alla a)
¢) Ovvia conseguenza di K6), K3) e K7)
d) Ovvia conseguenza di K6), K4) e K8)

Da qui fino al paragrafo 6, per abbreviare la scrittura, assumeremo tacitamente
che K(+,-, 0, 1) & un campo o, pitt semplicemente, che K & un campo

Siano x, y, z, w, .... elementi di K; poiché + e - sono operazioni su K, per T(1-1)
anche x+y , X'y, X+z,yz, w+z, x+w sono elementi di K e ancora per T(1-1)
anche (x+y)+z, (X+y)Z, (X-y)+X , (X+2)+(W+2), [(X+Y)+2)| +H(W+2), (y+2)-(x+W)
sono elementi di K, e cosi via.

Pertanto, se si sostituiscono in un teorema (o assioma) le variabili che indicano
elementi di K con termini che indicano anch’essi elementi di K si ottiene ancora
un teorema.
Ad esempio, se a, b, ¢, deK, sostituendo nell’assioma K3) le variabili x, ye K
con a+b e cd, che sono elementi di K, si ottiene per RD il teorema seguente:
(a+b)+cd=cd+(a+b)
Analogamente, sostituendo nel teorema C(1-1)a) le variabili x, y, zeK con a+b,
a+c e d, si ottiene il teorema seguente:
at+b=a+c=>(a+b)+d=(a+c)+d
Sostituendo invece nell’assioma K2) le variabili x, y, zeK con a+b, ac e d+b, si
ottiene il teorema seguente: [(a+b)ac](d+b)=(a+b)[ac(d+b)]

2 Opposto di un elemento di un campo

T(2-1) x, y, ze KAX+z=y+z=>x=y

Dim.

Supponiamo che X, y, ze KAx+z=y+z

Da cui, per K9) e RS, segue: X, y, ze KAx+z=y+zAbe KAz+b=0

Da cui, per K6), T(1-2)a), segue: X, Yy, z, b, 0, x+ze KAx+z=y+zAz+b=0A0=z+b

Da cui, per K7), C(1-1)a), K1), segue:
Xx=X+0=X+(z+b)=(x+2)+b=(y+2)+b=y+(z+b)=y+0=y

T(2-2) xe K=3!y(ye KAy+x=0Ax+y=0)

Dim.

Esistenza. Ovvia conseguenza di K9) e RS, K3)

Unicita. Supponiamo che xeKAyeKAy+x=0Ax+y=0Aze KAz+x=0Ax+2=0
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XCKAaeKA{a} SKAceXAae{a}Az=c+a
Da cui XEKAaeKA{a} CKATxTy(xeXAye{a}Az=x+y)
Da cui, per la a)l) e D(2-2)c), segue: ze{x+alxeX}
¢)2) Analoga alla c)1)

T(2-9) a) Se XSKAYCK, allora
1) {x+y|xeXAye Y} CKA{xy|xeXAye Y} CK
2) zeXAweY=z+we {x+y[xeXAyeY}Azwe {xylxeXAyeY}
3) X#£PAY =P { x+y|xe XAye Y } #BA{xy|xe XAye Y} #0
b) Se XCK, allora
1) {—x|xeX}<K
2) zeX=>—ze{—x[xeX}
3) X#0=>{—x[xeX} %0
c) Se XcKAaeK, allora
1) {x+alxeX} SKA{xajxeX} €K
2) zeX=>z+ae{x+ajxeX}Azae {xalxeX}
3) X#0={x+a|xeX} #PA{xalxeX} =0
Dim.
a)l) Proviamo che {x+y|xeXAyeY}CK
A tale scopo, supponiamo che XSKAYCSKAze {x+y|lxeXAyeY}
Da cui, per T(2-8)a)l), segue: XSKAYSKAIxTy(xeXAye YAz=x+y)
Da cui, per L(2-1)a), segue: zeK
In modo analogo si prova che {xy|xeXAyeY}CSK
)2) Proviamo che zeXAweY=zwe{xy|lxeXAyeY}
A tale scopo, supponiamo che XEKAYEKAzeXAweY
Da cui, poiché z, we KAz=zAw=w, per T(1-1)a) segue:
XEKAYEKAzZe XAWe Y Azw=2zw
Ciot XCSKAYCSKA[z[x][wlyl(xeXAyeYAzw=xy)
Da cui, per T(4-2)ELcap3, segue: XSKAYCSKAIxIy(xeXAye YAzw=xy)
Da cui, per T(2-8)a)2), segue: zwe {xy|xeXAyeY}
In modo analogo si prova che zeXAwe Y=z+we {x+y|xeXAyeY}
a)3) Proviamo che X#@AY#0={ x+y|xeXAyeY }#0
A tale scopo, supponiamo che XSKAYCSKAX#DAY #0
Da cui, per C(4-1)TIcapl e RS, segue: XEKAYEKAzeXAweY
Da cui, per la a)2), segue: z+we {x+y|xeXAyeY}
Da cui, per T(2-2)ELcap3 e C(4-1)TIcapl, segue: {x+y[xeXAyeY}#0
In modo analogo si prova che X#BAY #@={xy|xeXAye Y} #0
b)1) Ovvia conseguenza di T(2-8)b) e L(2-1)b)
b)2) Supponiamo che XEKAzeX
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CAPITOLO 1

Conseguenze degli assiomi di campo e dell’ordine

1 Assiomi dei numeri reali

Vi sono diversi metodi di introdurre i numeri reali. Un metodo abbastanza
diffuso ¢ quello di assumere i numeri naturali 0, 1, 2, 3...come concetti primitivi,
enunciare alcuni assiomi su di essi e costruire i numeri razionali. A loro volta i
numeri razionali vengono utilizzati per la costruzione dei numeri reali. Poiché
questo procedimento & abbastanza lungo e laborioso, preferiamo seguire un
metodo diverso che consiste generalmente nel considerare i numeri reali come

concetti primitivi, supponendo che esiste un insieme R di oggetti, detti numeri
reali, che soddisfano certi assiomi. Questo metodo, detto sistema assiomatico dei

numeri reali, consiste piu precisamente nell’assegnare i termini R, 0, 1, +, -, <
della teoria degli insiemi, dove R & un insieme, +, - sono operazioni su Re < ¢
un ordine totale in R, che soddisfano i seguenti tre gruppi di assiomi, detti
assiomi di campo, assiomi dell’ordine e assioma di completezza o continuita

ASSIOMI DI CAMPO

Al) x, y, zeR=>(x+y)+z=x+(y+2)
A2) x,y, zeR=>(x-y)-z=x-(y-z)
A3) x, yeR=2x+y=y+x

Ad) x, yeR=>xy=y-x

A5) X, y, zeR=>x(y+2)=xy+x-z
A6) 0, 1eRAO%1

A7) xe R=x+0=x

A8) xeR=x-1=x

A9) xe R=3y(ye RAx+y=0)
A10) xeRAx#0=>3y(yeRAx-y=1)

ASSIOMI DELL’ORDINE

All) ze RAXSy=x+z<y+z
A12) 0<xA0<y=0<x-y
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Da cui, per T(3-3), K7), segue: x=y+0=y
< Supponiamo che x, ye KAx=y

Da cui, per K7), segue: x, y, 0eKAx=y+0
Da cui, per T(3-3), segue: x—y=0

C(3-1) x, yeK=2(x—y#0ox#y)
Dim.
Ovvia conseguenza di T(3-4)

T(3-5) a) x, zeKAx=yAz=w=x—2=y-W
b) x, y, zeK=(x—z=y-z&x=y)
Dim.
a) Supponiamo che x, ze KAx=yAz=w
Da cui, per T(2-3), T(2-5)a), segue: X, z,y, W, —ze KAx=yA-z=—w
Da cui, per T(1-1)a), segue: x+(—z)=y+(-w), onde, per D(3-1), x—z=y-w
b) = Supponiamo che x, y, zeKAx—z=y—z
Da cui, per T(2-3), D(3-1), segue: X, y, —z€ KAX+(-z)=y+(-z)
Da cui, per T(2-1), segue: x=y
< Supponiamo che X, y, ze KAx=y
Da cui, per T(2-3) e C(1-1)a), segue: X, y, ze KAX+(-z)=y+(-2)
Da cui, per D(3-1), segue: x—z=y-z

T(3-6) a) X, ye K=x+y=x—~(-y)
b) x, y, ze KAz—x=z-y=x=y
Dim.
a) Supponiamo che x, yeK
Da cui, per T(2-3), C(2-2), segue: X, y, —-ye KAy=—(-y)
Da cui, per C(1-1)a), segue: x+y=x+(=(=y)), onde, per D(3-1), x+y=x—(-y)
b) Supponiamo che X, y, ze KAz—x=z-y
Da cui, per T(2-3), D(3-1), segue: X, Y, z, =X, —ye KAz+(=x)=z+(-y)
Da cui, per E(2-1)a)3), segue: X, ye KA—x=-y
Da cui, per T(2-5)b), segue: x=y

T(3-7) a) x, ye K=x—y=—(y—x)
b) x, yeK=—x—y=—(x+y)
Dim.
a) Poiché x—y, y-xeK, in base a T(2-4) e D(3-1) basta provare che
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ASSIOMA DI COMPLETEZZA
Al13) X£PAY #PAXCSRAYCRAVXVy(xe XAye Y=x<y)=
Az[ze RAVXVy(xeXAyeY=x<z<y)]

R si chiama insieme dei numeri reali, le operazioni + e - si chiamano addizione e
moltiplicazione rispettivamente, mentre 0, 1 si chiamano elemento neutro per
I’addizione e elemento neutro per la moltiplicazione rispettivamente

Prima di sviluppare la teoria dei numeri reali, al fine di stabilire risultati pit
generali, diamo la seguente definizione.

Siano K, +, -, 0, 1 termini della teoria degli insiemi, dove K & un insieme e +, -
sono operazioni su K. K si chiama campo rispetto a + e - di elementi neutri 0
e 1 se sono soddisfatti i seguenti assiomi:

K1) x, y, ze Ko(x+y)+z=x+(y+2)
K2) x,y, zeK=(xy)z=x-(yz)
K3) x, yeK=x+y=y+x

K4) x, yeK=x-y=yx

K5) x, y, zeK=x-(y+2)=x-y+x-2
K6) 0, 1eKA1#0

K7) xeK=x+0=x

K8) xeK=x-1=x

K9) xeK=3y(ye KAx+y=0)

K10) xe KAx#0=>3y(ye KAx-y=1)

Le operazioni + e - si chiamano addizione e moltiplicazione rispettivamente,
mentre 0 e 1 si chiamano elemento neutro per 'addizione e elemento neutro per
la moltiplicazione. Gli assiomi K1) e K2) si chiamano proprieta associativa
dell’addizione e proprieta associativa della moltiplicazione. Gli assiomi K3) e
K4) si chiamano proprieta commutativa dell’addizione e proprieta commutativa
della moltiplicazione, mentre I'assioma KS5) si chiama proprieta distributiva
della moltiplicazione rispetto all’addizione

Per indicare che K & un campo rispetto a + e - di elementi neutri 0 e 1 si usa la
scrittura “K(+, -, 0, 1) & un campo” o, pilt semplicemente, “K & un campo”

Se K (+, -, 0, 1) & un campo e x, yeK, spesso si scrive xy invece di x-y
Notiamo che, in base a A1)-A10), R(+, -, 0, 1) & un campo.





OEBPS/images/ebook_page_image_240763_13.jpg
3 Sottrazione tra due elementi di un campo

D(3-1) Se x, yeK, allora
X-y=xH-y)

x—y si legge “x meno y” e si chiama sottrazione trax e y

T(3-1) x, yeK=x-yeK

Dim.

Supponiamo che x, yeK

Da cui, per T(2-3) e T(1-2)a), segue: X, ye KAx+(-y)eK
Da cui, per D(3-1), segue: x-yeK

T(3-2) a) xeK=x-0=x
b) xeK=x—x=0
Dim.
a) Supponiamo che xeK
Da cui, per K6), C(2-1), segue: x, 0e KA-0=0
Da cui, per C(1-1)a), K7), segue: x+(—0)=x+0=x
Da cui, per D(3-1), segue: x-0=x
b) Ovvia conseguenza di T(2-3) e D(3-1)

T(3-3) x, y, ze K= (x-y=z&x=y+2)

Dim.

= Supponiamo che X, y, ze KAx—y=z

Da cui, per D(3-1) e C(1-1)a), T(2-3), segue:
X, Y, z, 0eKAX+(=y))+y=z+yA—ye KAO=—y+y

Da cui, per K7), E(1-1)a), K1), K3) segue:
X=XA0=XH(=y+Y)=(X+(=y))+y=z+y=y+Z

< Supponiamo che X, y, ze KAx=y+z

Da cui, per T(2-3), K3), segue: X, y, z, —ye KAy+(=y)=0Ax=z+y

Da cui, per C(1-1)a), K1), E(1-1)a), K7), segue:
x+(=y)=(z+y)+(=y)=z+(y+(-y))=2z+0=z, onde, per D(3-1), x—y=z

T(3-4) x, yeK=(x-y=0=x=y)
Dim.
= Supponiamo che x, ye KAx—y=0
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Da cui, per T(5-1)ELcap5, T(5-3)ELcap5, segue: X, y, ze KAy+x=z+x
Da cui, per T(2-1) e RD, segue: y=z

D(2-1) Se xeK, allora
—x=ty(y e KAy+x=0Ax+y=0)

—x si chiama opposto di x

T(2-3) xe K=—x e KA—x+x=0Ax+(—x)=0
Dim.
Ovvia conseguenza di T(2-2), A7)ELcap5 e D(2-1)

T(2-4) x, yeK=>(x+y=0©x=-y)

Dim.

= Supponiamo che X, ye KAx+y=0

Da cui, per T(2-3), segue: X, ye KAx+y=0A—ye KA-y+y=0
Dacui X, y, -yeKAx+y=-y+y

Da cui, per T(2-1), segue: x=-y

< Supponiamo che x, yeKAx=—y

Da cui, per C(1-1)a), T(2-3), segue: x+y=—y+y=0

C(2-1) 0=—0

Dim.

Per K6), K7) e RD si ha: 0, 0e KAO+0=0
Da cui, per T(2-4) e RD, segue: 0=—0

C(2-2) xeK=x=—(-x)

Dim.

Supponiamo che xeK

Da cui, per T(2-3), segue: x, —xe KAx+(—x)=0
Da cui, per T(2-4), segue: x=—(—x)

T(2-5) a) xe KAx=y=>—x=—y
b) x, ye KA—x=—y=>x=y
Dim.
a) Supponiamo che xeKAx=y
Da cui, per T(2-3), T(1-3)Tlcap1, segue: x, —x, ye KAy=x
Da cui, per T(2-3), E(1-1)a), segue: —x, -y , ye KA—x+y=—x+x=0=—y+y
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L(2-1) a) Se XSKAYCK, allora

1) IxTy(xeXAye YAz=x+y)=>zeK

2) IxFy(xeXAyeYAz=xy)=>zeK

b) Se XCK, allora

IAx(xeXAz=—x)=>zeK
Dim
a)l) Supponiamo che XEKAYCEKAIxIy(xeXAye YAz=x+y)
Da cui, per RS, segue: XEKAYEKAaeXAbeYAz=a+b
Da cui, per T(3-5)TIcapl e T(1-2)a), segue: z=a+bAa+beK, onde zeK
a)2) Analoga alla a)l) applicando T(1-2)b)
b) Ovvia conseguenza di RS, T(3-5)TIcapl e T(2-3)

T(2-8) a) Se XSKAYCK, allora

1) ze {x+y|xeXAye Y} & IxTy(xe XAye YAz=x+y)

2) ze {xy|xeXAye Y} =IxTy(xe XAye YAz=xy)

b) Se XCK, allora
ze{—x|xeX}eIx(xe XAz=x)
¢) Se XSKAaeK, allora

1) ze{x+a|xeX} & Ax(xe XAz=x+a)

2) ze {xajxeX} ©Ix(xe XAz=xa)
Dim
a)2) Supponiamo che XEKAYEK
Da cui, per L(2-1)a)2) e GU, segue: Vz(IxTy(xe XAye YAz=xy)=>zeK)
Da cui, per T(4-4)TIcapl e R(1-2)ELcap3, segue:

ze{z|3xTy(xeXAye YAz=xy)} @IxTy(xeXAye YAz=xy)
Da cui, per D(2-2)a)2), segue: ze{xy|xeXAyeY}=3IxIy(xeXAyeYAz=xy)
a)l) Analoga alla a)2)
b) Analoga alla a)
¢)1) = Supponiamo che XSKAaeKAze {x+ajxeX}
Da cui, per T(7-9)TIcapl e D(2-2)c) segue:
XCKA{a} CKAze {x+y|xeXAye{a}}

Da cui, per la a)l) e RS, segue: XEKAaeKAceXAde{a}Az=c+d
Da cui, per T(3-5)TIcapl, T(7-7)TIcapl, segue: ¢, acKAce XAz=c+dAd=a
Da cui, per E(1-1)a), segue: ceXAz=c+d=c+a, onde Ix(xeXAz=x+a)
< Supponiamo che XEKAae KAIx(xe XAz=x+a)
Da cui, per RS, segue: XEKAaeKAceXAz=c+a
Da cui, per T(7-9)TIcapl, T(7-8)Tlcapl, segue:
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Da cui, per T(2-1), segue: —x=-y
b) Supponiamo che x, ye KA—x=-y, onde, per T(2-3), X, y, —X, ~-ye KA—x=—y
Da cui, per C(2-2), per la a), segue: x=—(—X)=—(-y)=y

T(2-6) xeK=(x=0-x=0)

Dim.

= Supponiamo che xeKAx=0, onde, per K6)pl, x, 0 KAx=0
Da cui, per T(2-5)a), C(2-1), segue: —x=—0=0

< Supponiamo che xeKA-x=0

Da cui, per K6), C(2-1), segue: x, 0 KA—x=0=—0

Da cui, per T(2-5)b), segue: x=0

C(2-3) xeK=(x#0—x#0)
Dim.
Ovvia conseguenza di T(2-6) e R(2-11)ELcap2

T(2-7) a) X, ye K= (x+y=x&y=0)
b) x, y, ze KAx+z=yAx#y=2#0

Dim.
a) = Supponiamo che x, ye KAx+y=x
Da cui, per T(2-3) e E(1-1)a), segue: X, y, —Xx € KA—Xx+(x+y)=—x+x=0A0=—x+Xx
Da cui, per E(1-1)c), C(1-1)a), K1), segue: y=0+y=(—x+x)+y=—x+(x+y)=0
< Supponiamo che x, ye KAy=0
Da cui, per E(1-1)a), K7), segue: x+y=y+0=y
b) Basta provare, in base a T(2-20)c)ELcap2, che

X, y, ze KAx+z=yAz=0=>x=y
A tale scopo, supponiamo che X, y, ze KAx+z=yAz=0
Da cui, per K7), E(1-1)a), segue: x=x+0=x+z=y

D(2-2) a) Se XSKAYCK, allora
1) {x+y|xeXAye Y} ={z|3xTy(xe XAye YAz=x+y)}
2) {xy|lxeXAye Y} ={z|3xTy(xe XAye YAz=xy)}

b) Se XCK, allora
{—x|xeX} ={z|ax(xeXAz=—x)}

¢) Se XSKAaeK, allora
1) {x+alxeX}={x+y|xeXAye{a}}
2) {xa|xeX}={xy|xeXAye{a}}
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Sara usata la sigla NR per richiamare i risultati di Numeri reali, i quali si
possono scaricare gratuitamente dal seguente sito internet:

www.sites.google.com/view/numeri-reali

Maggio 2022 Ignazio Leo

Prefazione all’edizione riveduta

In questa edizione riveduta, oltre a correggere i refusi e le sviste della prima
edizione, & stata migliorata la dimostrazione di qualche teorema e sono stati
aggiunti due nuovi esercizi E(4-1)k)cap2 e E(5-1)cap6

Ignazio Leo
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LIBRO IlI

Numeri Reali
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Prefazione

11 libro presenta i numeri reali come sistema assiomatico inquadrato nella teoria
degli insiemi e sviluppa, come accennato nel precedente libro, la seconda parte
delle conoscenze di base indispensabili per lo studio delle discipline matematiche

Gli argomenti che tratteremo, oltre agli assiomi dei numeri reali e le loro prime
conseguenze, sono: i numeri interi non negativi, la cardinalita degli insiemi finiti,
le sommatorie e produttorie, i coefficienti binomiali, i numeri interi relativi con il
principio di induzione in Z, le conseguenze dell’assioma di completezza con la
definizione di radice ennesima di un numero reale, i numeri razionali con le
nozioni di insieme numerabile e di insieme ampliato dei numeri reali.

Per lo studio della teoria dei numeri reali si presuppone il calcolo dei predicati
del primo ordine con identita e la teoria degli insiemi, i quali sono trattati in
maniera esaustiva nei precedenti libri Elementi di logica e Teoria degli insiemi,
ai cui risultati si fa costantemente riferimento

Si avvisa il lettore che ¢ stata adottata la seguente convenzione sui riferimenti:

I risultati di Numeri reali, quali ad esempio i teoremi, sono stati richiamati con
la scrittura

T(m-n)capr per un teorema del paragrafo m del capitolo r
e T(m-n) per un teorema del paragrafo m dello stesso capitolo
dove n & un numero progressivo

1 risultati di Elementi di logica sono stati richiamati con la scrittura
T(m-n)ELcapr per un teorema del paragrafo m del capitolo r
dove n & un numero progressivo

In maniera analoga sono stati richiamati i risultati di Teoria degli insiemi
sostituendo la sigla EL con TI
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Da cui, per T(5-1), segue: y=z

¢) Supponiamo che x, ze KAz#0Az=w

Da cui, per T(5-3), T(5-7)a), segue: X, z, w, z~' eKAz#£OAW#0A z ! =w !
Da cui, per E(1-1)b), segue: x, z, we KAz#0AW#0Axz  =xw

Da cui, per D(6-1), segue: %:%

T(6-6) x, ye KAy#0=( % =0ex=0)

Dim.

= Supponiamo che x, yeKAy#0A % =0

Da cui, per T(6-3), T(4-1), segue: x=0-y=0

<« Supponiamo che x, ye KAy#0Ax=0

Da cui, per T(4-1), segue: 0, x, ye KAy#0Ax=0=0-y
Da cui, per T(6-3) e RD, segue: %:O

C(6-2) x, ye KAy#0=( % #0=x#0)

Dim.
Ovvia conseguenza di T(6-6)

T(6-7) xeKAx#0= L=x

Dim.

Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, per T(5-3), segue: 1, x ', xeKAx#0Al=x "' x
Da cui, per T(6-3) e RD, segue: %:x -

C(6-3) a) xeKAx#0> £ 20
b) xe KAx#0=— 4 =(—x)!
¢) X, yeKAy=0=> %:x%
d) xe KAx#0Ax=y=> % =%
e) X, ye KAXx#0Ay#0A % = % >x=y

Dim.

a) Ovvia conseguenza di T(6-7) e T(5-3)

b) Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, per K6) e T(6-1), T(6-7), segue: x, + eKnx#0AL=x !
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Da cui, per T(5-3), D(6-1), segue:
Xy, z,w,z7 , w eKAW#O0A xz ' =yw A 1=z 2
Da cui, per K8), E(1-1)b), K2), T(I-2)b) ¢ C(I-1)b), K4), K2), segue:
Xy, z,w,z7, w eKAw#0A
x=x-1=x(z 7 z)=(xz * )z=(yw ! )z=z(yw " )=(zy)w
Da cui, per C(1-1)b), K2), T(5-3) ¢ E(1-1)b), K8), K4), segue:
xw=((zy)w " w=(zy)(w ' w)=(zy)-1=zy=yz
<« Supponiamo che X, y, z, we KAz#0AW#0Axw=yz
Da cui, per T(5-3), segue: X,y,z w,z~', w ' eKAz#0AW#0Axw=yzAl=ww ~!
Da cui, per K8), E(1-)b), K2), T(1-2)b) e C(1-1)b), K2), K4) e E(1-1)b), segue:
Xy, z,w,z7, w eKAz#OAWZOA
x=x-1=x(ww 1 )=(xw)w * =(yz)w * =y(zw " )=y(w " z)=(yw 7 )z
Da cui, per C(1-1)b), T(1-2)b) e K2), T(5-3) ¢ E(i-1)b), K8), segue:
X, Y, z, we KAz#0AW#0A
xz ' =((yw ")z =(yw ! )(zz 7 )=(yw ) I=yw !
Da cui, per D(6-1), segue: %:%
b) =Supponiamo che x, y, ze KAz#0Ax=y
Da cui, per T(5-3) e C(1-1)b), segue: x, y, ze KAz#0Axz ' =yz !
XY

Da cui, per D(6-1), segue: =%

< Supponiamo che x, y, zeKAz#0A S =3
Da cui, per la a), segue: X, y, ze KAz#0Axz=yz
Da cui, per T(5-1), segue: x=y

T(6-5) a) x, zeKAz#0Ax=yAz=w=> % = %

b) X, y, ze KAX#FOAy#0Az#0A 5= % >y=z

X

y
¢) x, ze KAz#OAZ=w= % = %

Dim.

a) Supponiamo che x, ze KAz#0Ax=yAz=w

Da cui x, ze KAz#OAW#0Ax=yAw=2

Da cui, per T(1-1)b), segue: X, ze KAz#0AW#0AXw=yz

P a), S : =2
Da cui, per T(6-4)a), segue: %=

b) Supponiamo che x, y, ze KAx#0Ay#0Az£0A % =%
Da cui, per T(6-4)a), segue: X, y, ze KAx#0Axz=xy
Da cui, per K4), segue: X, y, ze KAx#0Ayx=zx
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T(6-8) a) x, y, ZeKAz$0=%+%=izy

b)x,y. zeK/\z#O::%f% =¥
Dim.
a) Supponiamo che x, y, ze KAz#0
Da cui, per T(1-2)a), T(5-3) e T(4-4)a), segue:
X, ¥, X+y, zeKAz#0Axz ! +yz ! =(x+y)z !
Da cui, per D(6-1), segue: %+% =X—ery
b) Analoga alla a) applicando T(3-1) e T(4-4)c)
T(6-9) %, y, 2, weKAz#0Aw#0= X 3= 2
Dim.
Supponiamo che X, y, z, weKAz#0AW=0
Da cui, per T(5-3) e K4), segue:
Xy, z,w,z7, w eKAz#0AwW#0Ayz ' =21y
Da cui, per C(4-2), T(5-9), K2), T(1-2)b) e C(1-1)b), K2), segue:
X, ¥, 2, W,z 1, Wl eKAz#=OAW#0AZW#0A (zw) 1=z 1w I A
ye ! w)=(yz w =@z yw =z (yw )
Da cui, per T(1-2)b) e C(1-1)b), K2), E(1-1)b), K2), segue:
X, Y, Z, Xy, zw e KAz#0AW#0AzZW#0A

)W) =6y w =x(yE T w T ))=xz T (yw )=tz T )yw )

Da cui, per D(6-1), segue: % =3 %

C(6-5) a) x, y, zeK/\y#O/\z#Oﬁ%:X—y%

b) x, yeK/\y#O=>x=X—yy=%y

©) X, Y, z, We KAz#£0AW#0= %+% = X\»;‘;r/yz
d) x, y, z, weKAz#0AW#0=> %—%: xv;‘;yz

Dim.
a) Supponiamo che x, y, ze KAy#0Az#0
Da cui, per T(1-2)b), K4), segue: X, y, z, Xy, yze KAy#0Az#0Ayz=zy
Da cui, per C(4-2), E(1-1)b), K2), segue:
X, Xz, y, yze KAy#0Ayz#0A x(yz)=xX(zy)=(x2)y

2 cui ) seoye: X—XZ
Da cui, per T(6-4)a), segue: §_ﬁ

b) Supponiamo che x, yeKAy#0
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Da cui, per T(2-5)a) ¢ T(5-8), segue: —L=—x 1 =(—x) !
¢) Supponiamo che x, yeKAy#0
Da cui, per T(5-3), T(6-7), segue: X, ¥,y ' eKAy0Ay ' =3

Da cui, per E(1-1)b), segue: x, yeKAy#0Axy ! =x%

Da cui, per D(6-1), segue: 7—x%

d) Ovvia conseguenza di T(5-7)a) e T(6-7)
¢) Ovvia conseguenza di T(6-7) e T(5-7)b)

C(6-4) a) x, ye KAy#0=> —Xy %
==X - X
b) x, yeKAy#0= y ¥
) X, yeK/\y#O::—? %
d) x, ye KAx#0Ay#0= % %:X—ly

Dim.

a) Supponiamo che x, yeKAy#0

Da cui, per T(2-3), T(5-3), C(2-3), T(5-8), segue:
X, ¥, =y, ¥y eKAy#OA-y£0A(=y) =y !

Da cui, per E(1-1)b), T(4-2)a), segue:
X, y, ~ye KAy#0A-y#O0Ax(-y) '=x(=y * )=—xy !

Da cui, per D(6-1), segue: % =7§

b) Ovvia conseguenza di D(6-1) avendosi, per T(4-2)b), (—x)y ' =—xy ™!
¢) Supponiamo che x, ye KAy#0
Da cui, per C(2-3), T(5-8), segue: X, y, —x, —ye KAy#0A—y#0A(-y) '=—y !
Da cui, per T(5-3) e E(1-1)b), C(4-1), segue:
X, ¥, =X, =y eKAy#0A-y#0A (=x)(=y) '=(=x)(=y " )=xy 7!

Da cui, per D(6-1), segue: % =§

d) Supponiamo che x, ye KAx#0Ay#0
Da cui, per T(1-2)b), C(4-2),, segue: X, y, xye KAx#0Ay#0Axy#0
Da cui, per K6) e T(6-1), T(6-7), T(5-9), segue:

%, %EK}\%:X" /\%:y" /\X—l>,=(xy)"=x" y™!

Da cui, per T(1-1)b), segue: % %:x Syt =3y
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a) Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, per T(5-3), segue: xe KAx#0Axx ' =1

Da cui, per D(6-1), segue: ¥=1

b) Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, per T(5-3) e T(4-1), segue: xeKAx#0A0-x ' =0

Da cui, per D(6-1), segue: %:O

¢) Supponiamo che xeK

Da cui, per K6), C(5-1), segue: X, 1eKA1£0A1 ' =1

Da cui, per E(1-1)b), K8), segue: x, 1eKA1#0Ax- 17 =x-1=x
Da cui, per D(6-1), segue: %:x

T(6-3) x, y. zeKAz#0=( % =yeox=yz)
Dim.
= Supponiamo che x, y, ze KAz#0A %=y

Da cui, per D(6-1), T(5-3), segue: X, y,zeKAz#0Axz ' =yAl=z"'2
Da cui, per K8), C(1-1)b), K2), segue: x=x-1=x(z ' z)=(xz * )z=yz
<« Supponiamo che X, y, ze KAz#0Ax=yz

Da cui, per T(5-3) e C(1-1)b), K2), T(5-3) e E(1-1)b), K8), segue:

X, zeKAz#0AXz 7 =(yz)z ' =y(zz 7 )=y-1=y
Da cui, per D(6-1), segue: 3=y

C(6-1) x, yeK/\y#Oﬁ(%:l:)x:y)

Dim.

= Supponiamo che x, yeK/\y#O/\§=1

Da cui, per T(6-3), E(1-1)d), segue: x=1-y=y

<« Supponiamo che x, ye KAy#0Ax=y

Da cui, per E(1-1)d), segue: x, yeKAy#0Ax=y=1-y
X

Da cui, per T(6-3), segue: 7=l

T(6-4) a) X, y, z, we KAZ#OAWZ0=( %:% SXW=Yyz)
b) x, y, zeKAz#0=>(x=y& %:% )

Dim.

a) = Supponiamo che x, y, z, weK/\z#O/\w#O/\%:%
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T(5-9) x, ye KAx#0Ay#0=>x 'y ' =(xy) !
Dim.
Supponiamo che x, ye KAx#0Ay#0
Da cui, per T(1-2)b), T(5-3), K4), segue:
X, ¥, Xy, x 1y T eKAy#0Axx ! =1A xy=yx
Da cui, per C(1-1)b), K2), E(1-1)b), K8), segue:
Xy, Xy, x 7,y eKAy#0A (xy)x 7 =(yx)x 7 =y(xx ! )=y-1=y
Da cui, per T(1-2)b), K2), C(1-1)b) e T(5-3), segue:
Ty eKAGy)x Ty H=((xy)x Ty T=yy =1
Da cui, per T(5-5), segue: x 'y ' =(xy) !

Xy, X

T(5-10) x, ye KAy#0Axy=y=x=1

Dim.

Supponiamo che x, ye KAy#0Axy=y

Da cui, per T(5-3), segue: x,y,y ™", leKA xy=yA l=yy
Da cui, per K8), E(1-1)b), K2), C(1-1)b), segue:

x=x1=x(yy " )=(xy)y " =yy "' =1

6 Divisione tra due elementi di un campo

D(6-1) Se x, yeKAy#0, allora < =xy

<=

X

y si chiama divisione di x per y

T(6-1) x, ye KAy#0= % eK
Dim.
Supponiamo che x, ye KAy#0
Da cui, per T(5-3) e T(1-2)b), segue: x, yeKAy#0Axy ' eK
Da cui, per D(6-1), segue: %eK
T(6-2) a) xeKAx#0= % =1
b) xeKAx#0= =0
c) xeKﬁ%:x
Dim.
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T(5-5) x, yeKAxy=1=y=x !

Dim.

Supponiamo che x, ye KAxy=1

Da cui, per K6), segue: x, ye KAxy=1Axy#0

Da cui, per C(4-2), segue: X, ye KAxy=1Ax#0

Da cui, per K4), T(5-3), segue: x, ye KAx#0Ayx=xy=1=x "' x
Da cui, per T(5-1), segue: y=x '

CG5-1)1'=1
Dim.
Ovvia conseguenza di T(5-5) avendosi, in base a K6) e K8), 1eKAl-1=1

T(5-6) xe KAx#0=>x=(x 7 )!

Dim.

Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, per T(5-3), segue: x,x ' eKAx ' x=1
Da cui, per T(5-5) e RD, segue: x=(x ')!

T(5-7) a) xe KAx#0Ax=y=>x =y
b) x, yeKAx#0Ay#0Ax ! =y ! =x=y
Dim.
a) Supponiamo che x e KAx#0Ax=y
Da cui, per T(1-3)TIcapl, T(5-3), segue: x,y, x * eKAx#0Ay=x
Da cui, per C(1-1)b), T(5-3), segue: y, x ' eKAy x ' =xx ' =1
Da cui, per T(5-5), segue: x =y
b) Supponiamo che x, ye KAx#0Ay#0Ax ' =y -
Da cui, per T(5-3), segue: X,y, x ' eKAx#0Ay#0Ax ' #0Ax ' =y !
Da cui, per T(5-6), per la a), segue: x=(x ') '=(y ') =y

T(5-8) xe KAx#0=>—x ! =(—x) !

Dim.

Supponiamo che xeKAx#0

Da cui, per T(5-3), segue: X, x ' eKAx#0

Da cui, per T(2-3), C(4-1), T(5-3), segue: —x, —x * e KA(=x)(—x 7 )=xx ' =1
Da cui, per T(5-5), segue: —x ' =(—x) !
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Da cui, per K6), K7), segue: x, 0e KAx+0=x

Da cui, per E(1-1)b), segue: x, 0 KAx(x+0)=xx

Da cui, per T(1-2)b), K5), segue: x, 0, xx, x0e KAxx+x-0=xx
Da cui, per K4), T(2-7)a) e RD, segue: 0-x=x-0=0

T(4-2) a) x, ye K=x(=y)=—xy
b) x, ye K=(—x)y=—xy
Dim.
a) Supponiamo che x, yeK
Da cui, per T(2-3), segue: x,y, 0, -ye KA—y+y=0
Da cui, per T(1-2)b), K5), E(1-1)b), T(4-1), segue:
x(-y), xy e KAX(=y)+xy=x(-y+y)=x-0=0
Da cui, per T(2-4) e RD, segue: x(—y)=—Xxy
b) Supponiamo che x, yeK
Da cui, per T(2-3), segue: x,y, 0, -xe KA—x+x=0
Da cui, per T(1-2)b), K4), segue: 0, (=x)y, Xy € KA=x+x=0A(—X)y=y(-X)AXy=yx
Da cui, per T(1-1)a), K5), E(1-1)b), T(4-1), segue:
(=x)y, xye KA(=x)y+xy=y(—x)+yx=y(—x+x)=y-0=0
Da cui, per T(2-4) e RD, segue: (—x)y=—Xxy

C(@-1) x, yeK=(-x)(-y)=xy
Dim.
Supponiamo che x, yeK
Da cui, per T(2-3), segue: x,y, -yeK
Da cui, per T(1-2)b), T(4-2)b),a), segue:
XY, X(=y) €KA (=X)(=y)=—(X(=y))A X(-y)=—Xy
Da cui, per T(2-5)a), C(2-2), segue (—x)(=y)=—(x(-y))=—(-Xy)=xy

T4-3) x, yeK=(xy=0(x=0vy=0))

Dim.

= Basta provare, in base a T(2-20)a)ELcap2 e T(7-9)ELcap]1, che
X, ye KAxy=0Ax#0=y=0

A tale scopo, supponiamo che x, ye KAxy=0Ax#0

Da cui, per K10) e RS, segue: x, ye KAxy=0Abe KAxb=1

Da cui, per C(1-1)b), T(4-1), K8) e E(1-1)b), segue:
X, y, be KA (xy)b=0-b=0A y=y-1=y(xb)
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(=) +Hy+(=x))=0

A tale scopo, supponiamo che x, yeK, onde, per T(2-3), x,y, —x,-yeK

Da cui, poiché x+(=y), y, —x, —yeK, per K1), T(2-3), segue:
(HEYHYHEX)) =AYV HEXOA (KHY)+Y)=XHy+Y)A -y +y=0

Da cui, poiché (x+(=y))+y, —xe€K, per C(1-1)a), E(1-1)a), K7), segue:
CAHEYDHYHE)=(CHEHNHEO=OHEYFYHOA
X+H(=y+y)=x+0=x

Da cui, poiché x, —xeK, per C(1-1)a), T(2-3), segue:
(HEDHYHX))=H YY) H)=X+Hx)=0

b) Basta provare, in base a T(2-4) e D(3-1), che (—x+(=y))+(x+y)=0

A tale scopo, supponiamo che x, yeK, onde x,y,—x,-yeK

Da cui, poiché —x+(=y), x+ye KAx+y=y+x, per E(1-1)a) segue:
(X)) HEAY)=(=XH(=y))+H(y+X)

Da cui, procedendo come nella a) di sopra, segue:
(XA HEAY) =X Y)Y+ X=X +Y)HX)=(XH -y +Y))+x=

(—x+0)+x=—x+x=0

E(3-1) a) x, ye K= (x-y)+y=x
b) x, yeK=(x+y)-y=x
¢) X, y, zeK=(z—x=z-y=x=y)
Dim
a) Supponiamo che x, yeK
Da cui, per T(2-3), segue: x, y, “ye KA—y+y=0
Da cui, per K1), E(1-1)a), K7), segue:
(x+(=y))+y=x+(—y+y)=x+0=x, onde, per D(3-1), (x—y)+y=x
b) Analoga alla a)
¢) = Ovvia conseguenza di T(3-6)b)
< Supponiamo che X, y, ze KAx=y
Da cui, per T(2-3), T(2-5)a), segue: X, y, z, xe KA—x=—y
Da cui, per E(1-1)a), segue: X, y, ze KAz+(—x)=z+(-y)
Da cui, per D(3-1), segue: z—x=z—y

4 Proprieta della moltiplicazione in un campo

T(4-1) xeK=0-x=x-0=0
Dim.
Supponiamo che xeK
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5 Inverso di un elemento di un campo

T(5-1) x, y, ze KAz#0Axz=yz=>X=Yy

Dim.

Supponiamo che X, y, ze KAz#0Axz=yz

Da cui, per T(1-2)b), K10) e RS, segue: x,y, z, xze KA xz=yzA be KAzb=1
Da cui, per E(1-1)b) e K8), segue: X, y, z, be KA xz=yzA x(zb)=xA y(zb)=y
Da cui, per K2), C(1-1)b), segue: x=x(zb)=(xz)b=(yz)b=y(zb)=y

T(5-2) xe KAx#0=3!y(ye KAy#0Axy=1Ayx=1)
Dim.
Esistenza. Supponiamo che xeKAx#0
Da cui, per K10) e RS, segue: xe KAbeKAxb=1
Da cui, per K4), K6), segue: x, be KAxb=1Abx=xbAxb#0
Da cui, per C(4-2), segue:

be KAb#0Axb=1Abx=1, onde Ty(ye KAy#0Axy=1Ayx=1)
Unicita. Supponiamo che

xeKAx#0A ye KAy#0Axy=1Ayx=1A ze KAz#0Axz=1Azx=1
Da cui, per T(5-1)ELcap5 e T(5-3)ELcap3, segue: y, z, xe KAx#0Ayx=zx
Da cui, per T(5-1), segue: y=z

D(5-1) Se xe KAx#0, allora
x ! =1y(yeKAy#0Axy=1Ayx=1)

x 7 sichiama inverso di x

T(5-3) xe KAx#0=x ! e KAx ' #£0Axx ' =1Ax ' x=1
Dim.
Ovvia conseguenza di T(5-2) e D(5-1)

T(5-4) xe KAx#0Ay=x ! =xy=1

Dim.

Supponiamo che xeKAx#0Ay=x !

Da cui, per T(5-3) e T(1-3)TIcapl, segue: x, ye KAx#=0Ay=x !
Da cui, per K4), C(1-1)b), T(5-3), segue: xy=yx=x ' x=1
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Da cui, per T(1-2)b), K2), K4), segue:
yx, be KA (xy)b=0A y=y(xb)=(yx)bA yx=xy
Da cui, per C(1-1)b), segue: y=(yx)b=(xy)b=0
< Ovvia conseguenza di C(1-1)b), E(1-1)b) e T(4-1)

C(4-2) x, ye K=(xy#0=x#0Ay#0)
Dim.
Ovvia conseguenza di T(4-3)

T(4-4) Se x,y, zeK, allora
a) (X+y)z=Xz+yz
b) x(y—z)=xy—xz
¢) (x-y)z=xz-yz
Dim.
a) Supponiamo che x,y, zeK
Da cui, per T(1-2)a),b), segue: X, Yy, z, x+y, zX, zyeK
Da cui, per K4) e K5), K4), segue:

zX, 2y € KA (X+Y)z=2(X+y)=2X+2Zy A ZX=XZA zy=yz
Da cui, per T(1-1)a), segue: (X+y)z=zX+Zy=Xz+yz
b) Supponiamo che x, y, zeK
Da cui, per T(2-3), segue: X,y, z, —zeK
Da cui, per K5), segue: x,y, z, ~zeKAX(y+(—2))=xy+x(-z)
Da cui, per T(1-2)b) e T(4-2)a), segue:

X, ¥, Z, Xy, X(=2) e KA X(y+(=2))=xy+X(-2)A X(-z)=—xz
Da cui, per E(1-1)a), segue: X, y, Xy, xze KA x(y+(-2))=xy+x(-z)=xy+(-xz)
Da cui, per D(3-1), segue: X(y—z)=xy—xz
¢) Analoga alla b) applicando la a) e T(4-2)b)

T(4-5) x, y, ze KAx#£yAxz=yz=7=0

Dim.

Supponiamo che X, y, ze KAx#yAxz=yz

Da cui, per T(1-2)b), K4), segue: X, y, z, zx, zye KAx#yAzx=zy
Da cui, per T(3-4), C(3-1), segue: X, y, ze KAzx—zy=0Ax-y#0
Da cui, per T(4-4)b), segue: X, y, ze KAz(x~y)=zx-zy=0Ax-y#0
Da cui, per T(3-1) e T(4-3), segue: (z=0Vx—y=0)Ax—y#0

Da cui, per T(3-1)ELcap2, segue: z=0
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b) Supponiamo che xeR*
Da cui, per T(7-8)c)capl, C(3-2), per la a), segue: xe RAO<KXA0<2A0< % sl
Da cui, per T(7-1)a)capl, C(9-1)a)capl, C(9-4)b)capl, segue:

X, 2€ R/\2$0/\0<x% <x-1=x

Da cui, per C(6-3)c)capl, segue: 0< % <x
T(3-2) a) xeR* AneNAI<n=0< & <x
b) xeR* An, meNAT<n<m=0< X, <X <x

Dim.
a) Supponiamo che xeR* AneNAl<n
Da cui, per T(7-8)c)capl, C(9-7)capl, segue: x, ne RAO<xA0<I<n
Da cui, per T(7-1)a)capl, per C(10-3)c)capl, segue:

x, neRAO<xAn#0A0< & <1
Da cui, per C(9-1)a)capl, C(9-4)b)capl, segue: X, ne R/\n#()/\()<x% <x-1=x
Da cui, per C(6-3)c)capl, segue: 0<% <x
b) Supponiamo che xeR™ A n, meNAl<n<m
Da cui, per T(7-8)c)capl, C(9-7)capl, segue: x, neRAO<xA0<1<n<m
Da cui, per T(7-1)a)capl, per C(10-3)a,c)capl, segue:

X, 1, meRAO<XANEOAM#0AO< 1 < L <1
Da cui, per C(9-1)a)capl, C(9-4)b)capl, segue:

x, n, meRANFOAM#OAO<K 7 <x & <x-1=x
Da cui, per C(6-3)c)capl, segue: 0< 75 <X <x

D(3-2) Se neNAn#0, allora
n~ =m(meNAm+1=n)

T(3-3) a) neNAn#0=n"eNAn " +I=n
b) neNAn#0=(yeNAy+1=n&y=n")
Dim.
a) Ovvia conseguenza di T(2-2), A7)ELcap5 e D(3-2)
b) Ovvia conseguenza di T(2-2), T(5-7)ELcap5 e D(3-2)
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Si ponga:
D(3-1) 2=1+1, 3=2+1, 4=3+1,...

C3-1) 0eN, 1eNA1=0+1, 2e NA2=1+1, 3eNA3=2+1, 4eNA4=3+1,...
Dim.
Per T(3-1)a) si ha: 0eN
Da cui, per A6)caplpl, segue: 0eNAleR
Da cui, per T(3-1)b) e RD, E(1-1)c)capl, segue:
0, 0+1eNAO+1=1, onde 1eNA1=0+1
Da cui, per T(3-1)b) e RD, segue: 1+1eNAl+I=1+1
Da cui, per D(3-1), segue: 2e NA2=1+1
Da cui, per T(3-1)b) e RD, C(1-1)a)capl, segue: 2+1eNA2+1=(1+1)+1
Da cui, per D(3-1), segue: 36 NA3=2+1
Da cui, per T(3-1)b) e RD, C(1-1)a)capl, segue: 3+1eNA3+1=2+1)+1
Da cui, per D(3-1), segue: 4e NA4=3+1
E cosi di seguito

C(3-2) 0<1<2<3<4<...

Dim.

Per C(9-7)capl siha: 0<1

Da cui, poiché in base a C(3-1) 1eN, per T(2-1)b) e RD segue: 0<1<1+1
Da cui, per D(3-1), segue: 0<1<2

Da cui, per C(3-1) e T(2-1)b) e RD, segue: 0<1<2<2+1

Da cui, per D(3-1), segue: 0<1<2<3

Da cui, per C(3-1) e T(2-1)b) e RD, segue: 0<1<2<3<3+1

Da cui, per D(3-1), segue: 0<1<2<3<4

E cosi di seguito

EG3-1) a) 0<% <1

b) xeR+ﬂ0<%<x
Dim.
a) Per C(3-2), si ha: 0<1<2

Da cui, per C(10-3)c)capl, segue: 0<% <1
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Supponiamo che xeR

Da cui, per C(3-1), segue: x, 2, 1eRA2=1+1

Da cui, per C(1-1)b)capl, T(4-4)a)capl, E(1-1)d)capl e T(1-1)a)capl, segue:
2x=(1+1)x=1-x+1-x=x+Xx

T(3-7) xe RAx=—x=x=0

Dim.

Supponiamo che xe RAx=—x

Da cui, per C(3-1), C(3-2), T(2-4)capl, segue: x, 2€ RAO<2Ax+x=0

Da cui, per T(7-1)a)capl, L(3-1), segue: x, 2eRA2#0A2x=x+x=0

Da cui, per T(4-3)capl, segue: 2#0A(2=0vx=0), onde, per T(3-1)ELcap2, x=0

L(3-2) x<y=x< %

Dim.

Supponiamo che x<y

Da cui, per C(3-2), segue: X, y, 2e RAx<yA0<2

Da cui, per T(1-2)a)capl, Ad)caplpl e L(3-1), T(7-5)d),c)capl, segue:
X, ¥, X4y, 2€ RAO<2AX 2=x+x<x+y<y+y=y-2

X+y
7 <y

<y

Da cui, per C(10-4)a),b)capl, segue: x<

T(3-8) x<y=3z(ze RAx<z<y)
Dim.
Supponiamo che x<y
Da cui, per C(3-1), C(3-2), segue: X, y, 2eRAx<yA0<2
Da cui, per T(1-2)a)capl, T(7-1)a)capl, L(3-2), segue:

x+y, 2e RA2£0Ax< % <y
Da cui, per T(6-1)capl, segue: izy eRAx< % <y, onde 3z(zeRAx<z<y)
T(3-9) a) xeRAVe(eeR " 20<x<e)=x=0

b) x, yeRAVe(eeR ' =2x<y+e)=x<y

Dim.
a) Basta provare, in base a T(9-7)capl, che Vy(ye RAO<y=0<x<y)
A tale scopo, supponiamo che xe RAVe(ee R =20<x<e)Aye RAO<y
Da cui, poiché 0eR, per T(3-8) e RS segue:

xeRAVe(eeR " 20<x<g)Aac RAO<a<y
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T(3-4) neNAn#0=n"=n-1

Dim.

Supponiamo che neNAn=0

Da cui, per T(3-3)a), segue: neNAn~ eNAn™ +1=n
Da cui, per A3)caplpl, segue: n,n", leRAn=1+n"
Da cui, per T(3-3)capl, segue: n—1=n"

C(3-3) neNAn#0=n-1eN
Dim.
Ovvia conseguenza di T(3-3)a), T(3-4) e T(1-3)TIcapl

T(3-5) a) n, neNAn<m+1=n<m
b) n, me NAn—1<m=n<m
Dim.
a) Supponiamo che n, me NAn<m+1
Da cui, per T(3-1)b), segue: n, neNAm+1eNAn<m+1
Da cui, per T(2-4), segue: n, m, 1 eRAn+1<m+1
Da cui, per T(8-5)a)capl, segue: n<m
b) Supponiamo che n, meNAn—1<m
Da cui, per C(3-1), segue: n, m, leNAn—1<m
Da cui, per E(3-1)a)capl, T(7-5)c)capl, segue: n, me NAn=(n—1)+1<m+1
Da cui, per la a), segue: n<m

C(3-4) neN=Vx(xeNAn—1<x<n+1=x=n)

Dim.

Supponiamo che neNAxeNAn—1<x<n+1

Da cui, per T(3-5)a),b), segue: x<nAn<x, onde, per T(7-1)e)capl, x=n

T(3-6) neN=—3Im(me NAn<m<n+1)

Dim.

Supponiamo per assurdo che neNAIm(meNAn<m<n+1)

Da cui, per RS, segue: neNApeNAn<p<n+1

Da cui, per T(3-5)a), segue: n<pAp<n

Da cui, per T(7-1)m)capl, segue: p<nApzn, cio¢ una contraddizione

L(3-1) xe R=x+x=2x
Dim.





OEBPS/images/ebook_page_image_240763_52.jpg
Da cui, per T(2-1)a), A3), segue: 1, neRApe RAO<pAl+p=n
Da cui, per T(2-2)ELcap3, segue: 1, neRAIz(ze RAO<zAl+z=n)
Da cui, per T(8-8)a)capl e RD, segue: 1<n

T(2-3) n, neN=[n<m&3Ip(peNAn+p=m)]
Dim.
Proviamo prima che
(*) vn[ne N=>Vm(meNAn<m=3p(peNAn+p=m))]
A tale scopo, basta provare, in base a T(1-3), che
a) Ym(meNAO<m=3p(pe NAO+p=m))
b) Vn[ne NAVm(me NAn<m=3p(pe NAn+p=m))=
Vm(meNAn+1<m=3p(pe NA(n+1)+p=m))]
a) Supponiamo che meNAO<m
Da cui, per T(1-2)a) e E(1-1)c)capl, segue:
meNAO+m=m, onde Ip(peNAO+p=m)
b) Basta provare, in base alla (1-3)ELcap4, che
neNAVm(meNAn<m=3p(peNAn+p=m))=
Vm(me NAn+1<m=3p(peNA(n+1)+p=m))
A tale scopo, supponiamo che
neNAVm(meNAn<m=3p(peNAn+p=m))Ame NAn+1<m
Da cui, per T(2-1)b), segue:
vm(me NAn<m=3p(pe NAn+p=m))An, me NAn<n+1<m
Da cui, poiché me NAn<m, per RD segue:
n, meNAn+1<mA3p(peNAn+p=m)
Da cui, per RS, segue: n, meNAn+1<mAqeNAn+g=m
Da cui n, m, geNAle RAn+g=mAl+n=n+I<m=n+q=q+n
Da cui, per C(9-7)capl, T(8-5)a)capl, segue: n, m, geNAleRAn+q=mA0<1<q
Da cui, per T(7-1)a)capl, segue: n, m, geNA1eRAn+q=mAq#0
Da cui, per T(2-2) e RS, segue: n, m, g NA1eRA n+q=mA re NAr+1=q
Da cui, per A3), segue: n, m, g€NA1eRA n+g=mA reNAl+r=q
Da cui, per E(1-1)a)capl, segue: n, reNAleRAn+q=mAn+(1+r)=n+q
Da cui, per Al)capl, segue:
reNA(m+1)+r=n+(1+r)=n+q=m, onde Ip(peNA(n+1)+p=m)
= Supponiamo ora che n, neNAn<m

Da cui, per la (*) e RD, segue: Ip(peNAn+p=m)
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Da cui, per T(2-1)a), segue: 0<nAO#n

Da cui, per T(7-1)a)capl, segue: 0<n

¢) Supponiamo che n, meN

Da cui, per T(1-2)a) e T(3-5)TIcapl, T(2-1)a), segue: me RAO<n
Da cui, per C(7-1)a)capl, segue: m<m+n

d) Supponiamo che n, meNAn#0

Da cui, per T(1-2)a) e T(3-5)TIcapl, per la b), segue: meRAO<n
Da cui, per C(7-1)c)capl, segue: m<m+n

T(2-2) neNAn#0=3'm(meNAm+1=n)

Dim.

Proviamo prima che

(*) Vn[neN=n=0vam(meNAm+1=n)]

A tale scopo, basta provare, in base a T(1-3), che
a) 0=0vam(me NAm+1=0)
b) Vn[ne NA(n=0VIm(me NAm+1=n))=(n+1=0vVIm(meNAm+1=n+1))]

a) Ovvia

b) Supponiamo per assurdo che
— Vn[neNA(n=0vIm(meNAm+1=n))=(n+1=0vIm(meNAm+1=n+1))]

Da cui, per T(2-10)a)ELcap3 e RS, segue:
peNA(p=0vIm(meNAm+1=p))A— (p+1=0vIm(me NAm+1=p+1))

Da cui, per T(7-25)a)ELcap1, segue:
peNA(p=0vIm(meNAm+1=p))Ap+1#0A— Im(meNAm+1=p+1)

Da cui, per T(2-12)a)ELcap3, segue: pe NAVm(meN=>m+1#p+1)

Da cui, per RD, segue: p+l=p+1Ap+1#p+l, cio¢ una contraddizione

Esistenza. Supponiamo ora che neNAn#0

Da cui, per la (*) e RD, segue: n#0A(n=0vIm(meNAm+1=n))

Da cui, per T(3-1)ELcap2, segue: Im(meNAm+1=n)

Unicita Supponiamo che neNAn#0A meNAm+1=nApeNAp+1=n

Da cui, per T(1-2) e T(3-5)TIcap1, A6)capl, T(5-1)ELcap5, T(5-3)ELcap5, segue:
m, p, 1eRAm+1=p+1, onde, per T(2-1)capl, segue: m=p

C(2-2) neNAn#0=1<n

Dim.

Supponiamo che neNAn=0

Da cui, per T(2-2) e RS, segue: ne NApeNAp+1=n
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a) Supponiamo che neNAzeR

Da cui, per T(2-1)a), segue: ze RAO<n
Da cui, per C(8-4)b)capl, segue: z—n<z
b) Supponiamo che neNAze RAn=0
Da cui, per C(2-1)b), segue: ze RAO<n
Da cui, per C(8-4)d)capl, segue: z—n<z

T(2-6) x<0=>x¢N
Dim.
Supponiamo per assurdo che x<OAxeN

Da cui, per T(2-1)a), T(7-1)m)cap1, segue: 0<xAO<£x, cio¢ una contraddizione

C(2-5) a) neNAn#0=-ngN
b) x<y=>x-yzN
Dim.
a) Supponiamo che neNAn=#0
Da cui, per C(2-1)b), segue: 0<n
Da cui, per C(8-3)d)capl, segue: —n<0
Da cui, per T(2-6), segue: —n¢N
b) Supponiamo che x<y
Da cui, per C(8-1)a)capl, segue: x—y<0
Da cui, per T(2-6), segue: x—yeN

3 Proprieta degli interi non negativi

T(3-1) a) 0eN
b) Vn(neN=n+1eN)
¢) Vn(ne N=n+1%0)
d) VnvVm(n, me NAn+I=m+1=n=m)
e) XENAOeXAVx(xeX=x+1eX)=NCcX
Dim.
a), b) Ovvia conseguenza di T(1-2)b) e D(1-1)
¢) Ovvia conseguenza di C(2-1)a) e T(7-1)a)capl

d) Ovvia conseguenza di T(1-2)a), A6)capl e T(2-1)capl

¢) Ovvia conseguenza di T(1-2)a), D(1-1) e T(1-2)c)
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< Supponiamo che n, meNAIp(pe NAn+p=m)

Da cui, per RS, segue: n, neNAqge NAn+q=m

Da cui, per T(2-1)a), segue: n, me NAqe RAO<qAn+q=m

Da cui, per T(2-2)ELcap3, segue: n, me RA3z(ze RAO<zAn+z=m)
Da cui, per T(8-8)a)capl, segue: n<m

C(2-3) n, mne N=[n<me3p(pe NAO<pAn+p=m)]

Dim.

= Supponiamo che n, meNAn<m

Da cui, per T(7-1)a), segue: n, me NAn<mAn#m

Da cui, per T(2-3) e RS, segue: n, meNAqeNAn+qg=mAn#m
Da cui, per T(2-7)b)capl, segue: n, meNAqeNAn+q=mAq#0
Da cui, per C(2-1)b), segue: qeNAO<qAn+q=m

Da cui, per T(2-2)ELcap3, segue: Ip(peNAO<pAn+p=m)

< Ovvia conseguenza di T(8-8)b)capl

T(2-4) n, neN=(n<men+1<m)

Dim.

= Supponiamo che n, neNAn<m

Da cui, per C(2-3) e RD e RS, segue: n, neNAqeNAO<gAn+g=m
Da cui, per T(7-1)a)capl, segue: n, me NAqe NAq#0An+q=m

Da cui, per C(2-2), segue: ne RAI<qAn+g=m

Da cui, per T(7-5)b)capl, segue: n+1<n+q=m, onde n+1<m

< Ovvia conseguenza di T(2-1)b)

C(2-4) n, mne NAn<m=n<m-1

Dim.

Supponiamo che n, meNAn<m

Da cui, per T(2-4), segue: n, meNAn+1<m

Da cui, per E(3-1)b)capl, T(8-3)a)capl, segue:
neNAn=(nt1)-1<m-1, onde n<m-1

T(2-5) a) neNAzeR=z—n<z

b) neNAzeRAn#0=z—n<z
Dim.
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Da cui, per T(1-2)b), T(4-3)TIcapl, segue:
vn(ne NA[n|x]P=[n+1|x]P)AN & induttivoAye NA[y|x]P
Da cui, per D(1-1) e RD, per RD, segue: y+1eNA[y+1[x]P
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: y+1e{x|xeNAP}
Supponiamo ora che [0]x]PAVn(neNA[n|x]P=[n+1|x]P)AneN
Da cui, per T(4-3)TIcapl e T(1-2)a), per la (*), segue:
neNA{x|xeNAP}SNCRA{x|xeNAP} & induttivo
Da cui, per T(1-2)c), segue: ne NANCS{x|xe NAP}
Da cui, per T(3-5)TIcapl, segue: ne{x|xeNAP}
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: [n[x]P

2 Ordinamento degli interi non negativi

T(2-1) a) neN=0<n
b) neN=n-1<n<n+l
Dim.
a) Basta provare, in base a R(1-2)ELcap3, che Yn(neN=0<n), e quindi, in base
aT(1-3), basta provare:
1) [0[x](0<x), cio 0<0
2) Vn(ne NA[n|x](0<x)=[n+1]x](0<x)), cioe ¥n(neNAO<n=0<n+1)
1) Per A6)capl si ha: 0eR
Da cui, per T(2-6)b)TIcap7, segue: 0<0
2) Supponiamo che neNAO<n
Da cui, per T(1-2)a) e T(3-5)TIcapl, C(9-7)capl e T(7-1)a)capl, segue:
neRAO<nAO<1
Da cui, per C(7-1)a)capl, segue: 0<nAn<n+1, onde, per T(7-1)f), 0<n+1
b) Supponiamo che neN
Da cui, per T(1-2)a) e T(3-5)TIcapl, C(9-7)capl, segue: ne RAO<1
Da cui, per C(8-4)d)capl, C(7-1)c)capl, segue: n—1<n<n+1

C(2-1) a) neN=0<n+1 b) neNAn#0=0<n

¢) n, neN=>m<m+n d) n, me NAn#0=>m<m+n
Dim.
a) Ovvia conseguenza di T(2-1)a),b) e T(7-D)i)capl
b) Supponiamo che neNAn=#0
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b) Basta provare, in base a D(1-1) e D(1-2), che
1) 0eN{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}
2) Vx(xe N{X[XeP(R)AX ¢ induttivo }=x+1eN{X[XeP(R)AX ¢ induttivo})
1) Basta provare, in base a L(1-1) e T(8-3)TIcapl, che
VY(Ye{X|XeP(R)AX & induttivo}=0eY)
A tale scopo, supponiamo che Ye{X[XeP(R)AX ¢ induttivo}
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: Y & induttivo, onde, per D(1-1), 0eY
2) Basta provare, in base a L(1-1) e T(8-3)TIcap1, che
xeN{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}=
VY(Ye{X|XeP(R)AX & induttivo}=x+1eY)
A tale scopo, supponiamo che
xeN{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}AY e {X|XeP(R)AX ¢ induttivo }
Da cui, per T(4-3)TIcapl, T(8-2)b)TIcapl, segue:
xeN{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}AY eP(R)AY & induttivoA
N{X|XeP(R)AX ¢ induttivo} CY
Da cui, per T(3-5)TIcapl, D(1-1), segue: xe YAVX(xeY=>x+1€Y)
Da cui, per RD, segue: x+1€Y
¢) Supponiamo che XSRAX ¢ induttivo
Da cui, per T(6-2)TIcapl, segue: XeP(R)AX & induttivo
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: Xe{X|XeP(R)AX & induttivo}
Da cui, per T(8-2)b)Tlcapl, segue: N{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}SX
Da cui, per D(1-2), segue: NSX

T(1-3) (Principio di induzione in N)
[0]x]PAVn(neNA[n[x]P=[n+1|x]P)=Vn(ne N=[n|x]P)
dove P ¢ una formula contenente la variabile libera x
Dim.
Proviamo prima che
(*) [0]x]PAVYn(neNA[n[x]P=[n+1|x]P)={ x|xe NAP} & induttivo
A tale scopo, basta provare, in base a D(1-1), che
a) e {x|xeNAP}
b) Vy(ye {x|xeNAP}=y+1 e {x|xeNAP})
a) Supponiamo che [0[x]PAVn(neNA[n|x]P=[n+1|x]P)
Da cui, per T(1-2)b) e D(1-1), segue: 0eNA[0]|x]P
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: Oe {x|xeNAP}
b) Supponiamo che [0[x]PAYn(ne NA[n|x]P=[n+1[x]P)Aye {x|xeNAP}
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CAPITOLO 2

Numeri interi non negativi

1 L’insieme degli interi non negativi

D(1-1) X & induttivo=0eXAVx(xeX=x+1eX)

T(1-1) R ¢ induttivo

Dim.

Basta provare, in base a A6)capl e a D(1-1), solamente che
vx(xeR=x+1€eR)

A tale scopo, supponiamo che xR, onde, per A6)capl, x, 1eR

Da cui, per T(1-2)a)capl, segue: x+leR

L(1-1) {X|XeP(R)AX & induttivo} #@
Dim.
Per T(6-3)b)Tlcapl, T(1-1), siha: ReP(R)AR ¢ induttivo
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: Re{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}
Da cui, per T(2-2)ELcap3 e C(4-1)TIcapl, segue:
{X|XeP(R)AX & induttivo} #@

D(1-2) N=N{X[XeP(R)AX ¢ induttivo}
N si chiama insieme degli interi non negativi o insieme dei numeri naturali

T(1-2) ) NCR
b) N & induttivo
¢) XSRAX ¢ induttivo=>NcSX
Dim.
a) Per T(6-3)TIcap1, T(1-1), si ha: ReP(R)AR ¢ induttivo
Da cui, per T(4-3)TIcapl, segue: Re{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}
Da cui, per T(8-2)b)Tlcapl, segue: N{X|XeP(R)AX ¢ induttivo}SR
Da cui, per D(1-2), segue: NSR
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Caso xeRAhe RAO<hAVe(ecR* Ae<1=0<x<eh)AcecR* Al<e
In tal caso, per E(10-1)a),c)capl, T(9-2)b)capl, segue:
0<hAVe(eeR* Ae<1=0<x<ehn Ll eR* AL <1l h<en
Da cui, per RD, per T(9-2)b)capl, segue: 0<x< % h<1-h<eh, onde 0<x<eh
¢) Proviamo prima che
(*) 1) 0<x 2)VeeeR* > L<i4e)

(*)1) Supponiamo che xeRAyeR " Ave(eeR"' = y+£ <x)

Da cui, per T(7-8)c)capl, segue: x,y, | eRAO<yAO<IAVe(eeR* = <x)

y+e
Da cui, per C(7-2)c)capl, poiché 1eR ™, per RD, segue:

Y
X, ¥, y+1eRAO<yAO<y+1A Vil <x

Da cui, per T(10-3)a)capl, segue: 0< yyl <x, onde 0<x

(*) 2) Supponiamo che xeRAyeR" AVe(eeR* = <x)AeeR*

y+£ =

Da cui, per C(9-Da)capl, segue: x, y, yeeRAO<yAO<yeAVe(eeR* = <x)

y+£

Da cui, poiché 0<y+yeAyeeR ™, per T(10-3)a)cap! e RD, segue: 0< eryyg <x
Da cui, per E(10-1)b)capl e C(6-6)a)capl, T(6-4)b)capl, C(6-5)b)capl, segue:

1 ytye_yre) _(Le)y o
xSTy 3/ y

Supponiamo ora che xeRAyeR* Ave(ecR* = yZe <x)

Da cui, per la (¥), segue: xe R/\0<x/\\'/s(s eR"> % <l+¢)

Dacui x, Y’ 1eRAO<xAVe(eeR* = <l+£)

Da cui, per T(7-1)a)capl, T(3-9)b) e RD, segue: xe R/\Osx/\x#()/\% <1
Da cui, per T(5-3)capl, T(6-7)capl e E(1-1)b)capl, T(9-2)a)capl, segue:

1=xx" —xl<x»l=x, onde 1<x

T(3-10) xeR; AyeRAVe(ee R Ae<1=ex<y)=x<y

Dim.

Supponiamo che xeR§ Aye RAVe(eeR* Ae<1=ex<y)
Dacui xeR§ AyeRAVe(ee R" Ae<1=ex<y)A(y=0Vy=0)
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Da cui, poiché acR ™, per RD segue: 0<x<a<y, onde 0<x<y

b) Supponiamo per assurdo che x, yeRAVe(eeR " =x<y+e)Ay<x

Da cui, per T(3-8) e RS, segue: x, yeRAVe(eeR* =x<y+e)AacRAy<a<x
Da cui, per C(8-1)b)capl, segue: Ve(eeR* =x<y+e)Aa, a-ye RAO<a—yAa<x
Da cui, poiché a—yeR ™, per RD segue: ac RAa<xAx<y+(a—y)=a

Da cui, per T(7-1)d),m)capl, segue: x<aAxsa, cio¢ una contraddizione

C(3-5) a) xe RAheRAO<hAVe(ee R 20<x<eh)=x=0
b) xe RAhe RAO<hAVE(eeR " Ae<1=0<x<eh)=x=0
c) xeRAyeR " Ave(eeR ' = )T):g <x)=>1<x

Dim.
a) Supponiamo che xeRAhe RAO<hAVe(eeR* =0<x<eh)
Da cui, per T(7-1)b)capl, segue:
xeRAhe RAO<hAVE(eeR " =0<x<eh)A(h=0v0<h)
Caso xe RAheRAVe(ee R =0<x<eh)Ah=0
In tal caso, poiché 1eR ™, per RD segue: 0<x<1-h=h=0
Da cui, poiche 0<xAx<0, per T(7-1)e)capl segue: x=0
Caso xeRAheRAVe(ee R =20<x<eh)AO<h
In tal caso basta provare, in base a T(9-7)capl, che
Vy(yeRAO<y=0<x<y)
A tale scopo, supponiamo che
xeRAhe RAVE(ee R =20<x<eh)AO<hAye RAO<y
Da cui, per T(7-8)c)capl, C(3-2) e C(9-1)a)capl, segue:
y, heR* A2heRAO<2hAVe(eeR " =0<x<¢eh)

Da cui, per T(10-3)a)capl, segue: y, h, 2h, % eR " Ave(eeR " =20<x<¢eh)

Da cui, per RD, E(6-1)a)capl, C(6-5)a)capl, E(3-1)b), segue:

0=<x< %h: %'—: =% <y, onde 0<x<y
b) Basta provare, in base alla a), che Ve(eeR* =0<x<eh)
A tale scopo, supponiamo che

xeRAhe RAO<hAVe(eeR " Ae<1=0<x<eh)AecR™*
Da cui, per T(7-2)a)capl, segue:

xeRAhe RAO<hAVe(eeR* Ae<1=0<x<ech)AeeR* A(e<1V1<e)
Caso xeRAhe RAO<hAVe(eeR* Ae<1=0<x<eh)AccR* Ae<l
In tal caso, per RD, segue: 0<x<eh






