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PRÓLOGO


La historia del pensamiento matemático es, en gran medida, la historia de una búsqueda constante por comprender las estructuras que subyacen al mundo que habitamos. Dentro de esa búsqueda, el álgebra se ha erigido como una de las áreas más influyentes no solo por su capacidad para generalizar y sistematizar procedimientos aritméticos, sino también por su papel fundamental en el desarrollo de la ciencia moderna. Nació así esta disciplina como una respuesta humana a la necesidad de comprender lo que no se ve. Antes de que existieran las ecuaciones, los números ya contaban historias: cuántos granos almacenar, cuántos pasos dar, cuántas estrellas se podían reconocer en el cielo.


En los campos de la economía, el marketing y la empresa, el álgebra constituye una herramienta sumamente útil para ayudarnos a controlar los procesos de análisis de los mercados, en un mundo cada vez más interrelacionado y globalizado, donde los grandes volúmenes de cifras complican enormemente el control de las operaciones nacionales e internacionales.


El álgebra lineal ocupa un lugar singular en el corazón de las matemáticas modernas y su estudio ocupa un lugar central en la formación universitaria de prácticamente todas las disciplinas científicas y tecnológicas. Su importancia no es un accidente histórico ni una simple tradición académica; por el contrario, surge de su capacidad única para revelar la estructura profunda de los sistemas que modelan nuestro mundo. El álgebra lineal ofrece un marco unificado para comprender fenómenos tan diversos como la dinámica de sistemas físicos, la propagación de señales, la estabilidad de modelos económicos, el análisis de datos y el funcionamiento de algoritmos modernos.


Aprender álgebra lineal suele presentar un desafío característico: la transición desde el pensamiento aritmético y geométrico del nivel preuniversitario hacia una comprensión más abstracta y estructural. Esta dificultad no debe desanimar al estudiante, sino motivarlo. La abstracción es un puente hacia nuevas formas de ver y de pensar, y dominarla abre puertas a áreas avanzadas de las matemáticas y de la ciencia. Por ello, este libro se esfuerza en acompañar al lector a través de esa transición con explicaciones claras, ejemplos cuidadosamente seleccionados y secciones dedicadas a conectar la teoría con problemas reales.


Este libro ha sido concebido con la convicción de que el álgebra lineal debe ser estudiada no solo como un conjunto de técnicas operativas, sino como una teoría coherente que ilumina la estructura de los espacios y las transformaciones que los habitan. No tiene por objeto desarrollar las grandes teorías, ni siquiera ser un libro completo que incluya todos los teoremas relativos al tema, sino simplemente ser un libro para aprender a manejar con cierta soltura las matrices, de forma que constituya un método didáctico para enseñar este tipo de matemáticas de forma fácil y sistemática. Creo importante señalar que es un libro secuencial, por tanto, conviene no avanzar excesivamente si no se tienen bien cimentados los conocimientos anteriores. En definitiva, el texto ha sido concebido con un enfoque pedagógico claro: ir de lo familiar a lo desconocido, de lo concreto a lo abstracto.


A lo largo del texto, se invita al estudiante no solo a aprender métodos, sino a preguntarse por qué funcionan; no solo a resolver ecuaciones, sino a reconocer las estructuras que las gobiernan; no solo a manipular matrices, sino a comprender las transformaciones que representan. Esta actitud, más que cualquier contenido específico, es la que define una auténtica educación universitaria.


Este prólogo no pretende simplemente introducir los temas que se desarrollarán en las siguientes páginas, sino motivar una mirada distinta hacia el álgebra lineal: una mirada que reconozca su belleza, su coherencia interna y su poder expresivo. El lector está a punto de adentrarse en una disciplina que combina arte y razonamiento, abstracción y aplicaciones concretas, rigor y creatividad. El propósito de este libro es que el estudiante logre ver en el álgebra lineal no solo una asignatura obligatoria, sino un lenguaje que amplía su capacidad de entender el mundo.


Ojalá este libro sirva como punto de partida para nuevas preguntas y como puente hacia estudios más avanzados. Si, al finalizar, el lector descubre en el álgebra lineal no un conjunto de reglas, sino un modo de pensar, el objetivo estará cumplido.


María Teresa Freire Rubio


Vicepresidenta de ESIC University





1 MATRICES
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1.0 INTRODUCCIÓN


El objetivo del presente capítulo es dar a conocer una herramienta de cálculo, sumamente útil, para el tratamiento de ecuaciones lineales, además de mostrar los distintos tipos de matrices que se utilizan y su particular operatoria. No hay que confundir una matriz con un determinante, aunque tengan una notación y un aspecto parecido. El término matriz fue utilizado por vez primera por el matemático inglés James J. Silvester (1814-1897) para designar una información numérica dispuesta según un conjunto de filas y columnas, mientras que el concepto de determinante, que no es más que un número, fue desarrollado con anterioridad y representa una categoría lógica totalmente diferente. El cálculo matricial tiene un gran abanico de aplicaciones en Física, Ingeniería, Economía, etc.



1.1 DEFINICIÓN DE MATRIZ



1.1.1 ¿Qué es una matriz?


Una matriz es un ordenamiento rectangular de escalares (números) en filas y columnas, encerrados en un corchete o en un paréntesis. Las matrices de las que vamos a hablar son numéricas o alfanuméricas, es decir, compuestas de números o de números y letras. Simbólicamente se escribirá:


A = (A) = [A]


Cuando no exista ambigüedad no se utilizará ni el corchete ni el paréntesis, solo letras mayúsculas. En este libro se utilizará la notación entre corchetes. Por extensión las matrices se pueden escribir:


[image: Image]


Se llama término o elemento de una matriz a cada uno de sus valores. Se representa por aij, donde el primer subíndice corresponde a la fila y en segundo a la columna donde se halla ubicado.


Ejemplo 1.1. Señalar el término ubicado en la segunda fila y tercera columna (a23) en la siguiente matriz:


[image: Image]


El término que ocupa la segunda fila y tercera columna es el b.



1.1.2 Orden o dimensión de una matriz


El orden o dimensión de una matriz es el número de filas y columnas que posee. Se representa por (m, n) donde m es el número de filas y n el de columnas.


Ejemplo 1.2. Hallar el orden de la siguiente matriz:


[image: Image]


La matriz tiene 3 filas y 5 columnas, luego el orden será (3,5).



1.2 IDENTIDAD DE MATRICES


Dos matrices son idénticas cuando tienen los mismos elementos.


Ejemplo 1.3. Hallar los valores a, b, c, d, e y f de la matriz A, sabiendo que es idéntica a la matriz B.


[image: Image]


Igualando ambas matrices e identificando términos, se tendrá:


[image: Image]



1.3 TIPOS DE MATRICES


La nomenclatura de los distintos tipos de matrices es la siguiente:



1.3.1 Matriz rectangular


Es la que tiene distinto número de filas que de columnas:


[image: Image]


Ejemplo 1.4. Hallar los órdenes de las siguientes matrices rectangulares:


[image: Image]


el orden de la matriz A es (4,2) y el de la matriz B es (3,4).



1.3.2 Matriz fila


Es la matriz rectangular que solo tiene una fila:


A = [a11 a12 a13 .     .     . a1n]


Esta matriz también se llama vector fila.


Ejemplo 1.5. Hallar el orden de la siguiente matriz fila:


A = [2     3     0     0]


el orden es (1,4), una fila y cuatro columnas.



1.3.3 Matriz columna


Es la matriz rectangular que solo tiene una columna. Se puede escribir de dos formas diferentes, con una llave o con corchetes:


[image: Image]


Esta matriz también se llama vector columna.


Ejemplo 1.6. Hallar el orden de la siguiente matriz columna:


[image: Image]


el orden será: (4,1); cuatro filas y una columna.



1.3.4 Matriz nula o neutra


Es la que tiene todos sus términos nulos. Puede tener cualquier orden:


[image: Image]



1.3.5 Matriz cuadrada


Es la que tiene igual número de filas que de columnas:


[image: Image]


Orden (n,n) , pero se suele decir orden (n).


Ejemplo 1.7. Hallar el orden de la siguiente matriz:


[image: Image]


a) Diagonales de una matriz cuadrada. Toda matriz cuadrada tiene dos diagonales, una de las cuales es llamada diagonal principal, y la otra diagonal secundaria. En la figura se tendrá:


[image: Image]


Las matrices rectangulares, lógicamente, no tienen diagonales, pero definiremos la diagonal de la mayor matriz cuadrada que contenga y la llamaremos, para entendernos, pseudodiagonal. Esta pseudodiagonal tiene una gran importancia en el cálculo, como tendremos ocasión de comprobar más adelante.


Ejemplo 1.8. Señalar la pseudodiagonal en las matrices A y B.


[image: Image]


La mayor matriz cuadrada que contiene la matriz A es de orden 3, luego la pseudodiagonal será la señalada en la matriz:


[image: Image]


De igual forma se obtendrá la pseudodiagonal en la matriz rectangular B, esto es:


[image: Image]


b) Traza de una matriz cuadrada. Es la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada:


[image: Image]


Ejemplo 1.9. Hallar la traza de la matriz A:


[image: Image]


La traza de la matriz A será:


[image: Image]



1.3.6 Matriz diagonal


Es la matriz cuadrada que solo tiene distintos de cero los elementos de la diagonal principal:


[image: Image]


con a, b y c escalares cualesquiera.


Ejemplo 1.10. Escribir la matriz diagonal cuyos términos son 1, 3, y 4.


[image: Image]



1.3.7 Matriz escalar


Es la matriz diagonal cuyos términos son todos iguales entre sí y distintos de cero. En una matriz genérica de orden 3 será:


[image: Image]


donde a es un escalar.


Ejemplo 1.11. Escribir una matriz de orden 3, con el escalar 3.


[image: Image]



1.3.8 Matriz unidad


Es la matriz escalar cuyo valor es la unidad:


[image: Image]


Se denota por Incon (n) igual al orden, es decir:


[image: Image]



1.3.9 Matriz opuesta


Se dice que una matriz es la opuesta de una matriz dada A, y se denota por (-A), cuando tiene todos los términos iguales y de signo opuesto.


Ejemplo 1.12. Hallar la matriz opuesta de la siguiente matriz A:


[image: Image]


La matriz opuesta de la matriz A será:


[image: Image]



1.3.10 Matriz triangular superior


Se llama matriz triangular superior a toda matriz cuadrada cuyos términos situados por debajo de la diagonal principal son nulos.


[image: Image]



1.3.11 Matriz triangular inferior


Se llama matriz triangular inferior a toda matriz cuadrada cuyos términos situados por encima de la diagonal principal son nulos.


[image: Image]



1.4 OPERACIONES CON MATRICES


Las operaciones con matrices que vamos a estudiar son las siguientes:




1. Suma de matrices.


2. Producto de un escalar por una matriz.


3. Producto de matrices.





Veamos cada una por separado.



1.4.1 Suma algebraica de matrices


Para sumar o restar matrices deberán tener el mismo orden y la operación se realizará sumando los términos que ocupan igual posición en las matrices implicadas. En esquema, y utilizando como ejemplo genérico matrices de tercer orden, se tendrá:
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