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			A Erika y Alejandro.

		

	
		
			

			Toda educación científica que no 
se inicia con la Matemática es 
imperfecta en su base.

			(Compte)

			

			La naturaleza está escrita en 
lenguaje matemático.

			(Galileo)

			
		

	
		
			

            Prólogo

			Como educadores, en general, y profesores de Matemáticas, en particular, nos han preocupado los bloqueos y fracasos que bastantes alumnos han padecido con esta asignatura. Por eso, y porque creemos firmemente que sólo desde la propia experiencia se facilita la construcción del conocimiento, abogamos por didácticas y metodologías apoyadas en el razonamiento propio; de esta forma se puede llegar a planteamientos más abstractos y a utilizar un pensamiento más formal.

			En infinidad de ocasiones, los docentes olvidamos que la Matemática es una actividad mental que se genera estando en relación con el mundo físico. Sin embargo, queremos que los alumnos aprendan dichos conceptos sin experiencias previas; simplemente se les introduce de lleno en complicadas abstracciones, que a la propia humanidad le ha costado realizar cientos de años.

			En la primera parte del libro se presentan fundamentos teóricos para la construcción del conocimiento matemático y bases psicopedagógicas que lo sustentan. Nuestros esfuerzos se dirigen, desde una perspectiva histórica, a introducirnos en los procesos de enseñanza y aprendizaje de las Matemáticas, y en cómo han ido transformándose desde las reformas producidas en nuestro sistema educativo durante las últimas décadas.

			Estas reformas educativas han desarrollado cambios metodológicos y didácticos en la configuración curricular de las Matemáticas. Y con esta consideración intentamos profundizar en el contenido de los programas oficiales, en su caracterización desde la epistemología científica de la Matemática, en el diseño de los libros de texto desde la «operacionalización» de los principios del aprendizaje, en los períodos evolutivos, y en los intereses de los alumnos. 

			La segunda parte aporta, desde las etapas iniciales del aprendizaje, un análisis teórico de los estudios sobre la resolución de problemas matemáticos. Se expresa con un lenguaje coloquial y responde a un riguroso análisis científico cuya intención señala, como esencial, el aporte de ideas que permitan despertar en el lector estrategias válidas y creativas para el diseño de originales actividades; eficaces por su innovación y eficientes en su desarrollo. Todo planteamiento práctico, reconocido por la enseñanza en el aprendizaje de la Matemática, apoya, al menos sus procesos, en firmes argumentos que se pueden inferir fácilmente de probadas teorías; dilatados esfuerzos y años de investigación que giran en torno a un objetivo central: mejorar el rendimiento de los alumnos en la resolución de problemas matemáticos. 

			En los años ochenta, la resolución de problemas constituye una importante reflexión. En los congresos internacionales de educación matemática, particularmente en Adelaida (ICME-4, 1984) y Budapest (ICME-5, 1988), se convirtió en una corriente esencial para poner en práctica tratamientos didácticos enfocados a procesos específicos de resolución. En esta década fue objetivo principal de la enseñanza de la matemática, según la recomendación del documento An agenda for action publicado por la Asociación Nacional de Profesores de Matemáticas de los Estados Unidos (National Council of Teachers of Mathematics). Desde entonces, la preocupación en las escuelas, instituciones e investigación porque la resolución de problemas fuese una actividad del pensamiento, ha generado una inquietud de búsqueda por dar solución a lo que, una vez más, se identifica como «fracaso escolar». Los datos que se recogen sobre cómo actúan los escolares revelan una incorrecta aplicación de los conocimientos a las situaciones problemáticas y una elección de estrategias procesuales en las que, generalmente, interviene el azar y no el razonamiento; la impetuosa necesidad de llegar a un resultado es lo que más le importa al alumno. La iniciativa, la creatividad, la concentración y la asimilación de técnicas de base en la resolución de situaciones, son escasas y están subrayadas por una reiteración de movimientos apoyados en la imitación de intenciones vacías —muchas veces no comprendida—, y, por tanto, desnaturalizada en los procesos y resultados. La participación, la autoestima y la seguridad el alumno, así como el gusto por la tarea mencionada, intervienen habitualmente de forma negativa. 

			La ausencia en los docentes de un sólido conocimiento teórico les lleva a dirigir la tarea escolar, de resolución de situaciones problemáticas, de forma rutinaria; cuyo único objetivo es llegar a la solución esperada, y cuya resolución depende de la imposición de lugar en la secuenciación de un tema; sin hablar de la verificación del problema que consiste en la aprobación, por el profesor, de la validez de la estrategia. Las situaciones problemáticas, que aparecen en algunos cuadernos de trabajo o en los libros de texto elegidos, se alejan considerablemente de sus experiencias e intereses, dejando al margen cualquier brizna de participación imaginativa que pudiera nacer en el aula; desconsiderando, por la inexistencia de campos de posibilidades de acción creativa: la motivación, que sirve para actualizar sus necesidades; y la seguridad que ofrece poder equivocarse como canal de investigación en el proceso del aprendizaje.

			La Asociación Nacional de Educación, en una declaración de 1961 titulada El objetivo central de la educación, expone: «El objetivo que dirige y fortalece a todos los otros objetivos de la educación —el hilo común de la educación— es el desarrollo de la capacidad para pensar» (MAYER, Pensamiento, resolución de problemas y cognición. Barcelona. Piadós, 1986, p. 91). Una de las funciones más representativas de la resolución de problemas consiste en ayudar a los alumnos a acercarse lo más posible a ese objetivo central.

			Este libro pretende ser una herramienta de estudio y análisis teórico para la construcción del conocimiento matemático y la resolución de problemas, con aportaciones claves a toda investigación dirigida a mejorar la práctica de aula, en la enseñanza obligatoria. Desde este planteamiento, va dirigido a todos aquellos profesores, pedagogos, psicólogos, psicopedagogos, educadores, estudiantes, investigadores... que quieran profundizar en fundamentos y bases psicopedagógicas de la enseñanza de la Matemática. 

			Buscando, entonces, resultados más positivos desde la Metodología Didáctica para la enseñanza-aprendizaje de la Matemática, se presenta este estudio teórico. No tiene más afán —humilde disposición—, que recoger las conclusiones que diversas investigaciones han aportado al tema. No podemos terminar sin levantar la voz, a petición de disculpa, por esas largas citas y esa exhaustiva relación de autores; resumir y elegir textos cuesta mucho trabajo cuando lo que se lee es fruto de un importante esfuerzo intelectual; siempre nos quedará el consuelo —¡esperemos!— de no haber omitido algo fundamental. 

			Los autores
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FUNDAMENTOS TEÓRICOS Y BASES PSICOPEDAGÓGICAS PARA LA CONSTRUCCIÓN DEL CONOCIMIENTO MATEMÁTICO


			Juan Carlos Sánchez Huete

		

	
		
			
Capítulo 1
La construcción de las Matemáticas y su necesidad


			Las Matemáticas, del griego «mátheema» (ciencia), se significan por su aspecto formal y abstracto y su naturaleza deductiva. Su construcción, en cambio, se une a una actividad concreta sobre los objetos para la que el alumno necesita de la intuición como proceso mental. Desde este tipo de elaboración, las Matemáticas son más constructivas que deductivas y, si no fuera así, seguro que se convertirían en una ciencia memorística, lejos de su carácter de representación, explicación y predicción de la realidad. 

			El pensamiento matemático es un proceso mediante el cual es factible aumentar el entendimiento de aquello que nos rodea. Aserto trasladable a la disciplina académica de las Matemáticas, no tanto como cuerpo de información y técnicas, sino como método para hacer trabajar la mente.

			Tal es la proposición de este fin, que justificaríamos nuestra presencia como docentes si lográramos en los alumnos afianzar su propia capacidad de pensar, de realizar preguntas fundadas, de bloquearse con ciertas conjeturas de las que les resulta difícil salir, pero no imposible.

			El sistema educativo, implantado con la LOGSE en la década de los noventa, apostaba abiertamente por este tipo de metodologías y estrategias como la de «aprender a aprender» o la de «aprender a pensar». No obstante, es de justicia reconocer que llevan ya tiempo en circulación y no se está descubriendo algo nuevo. Como decía BRUNER (1960: 20) allá por los sesenta, es necesario abogar por un estudio más racional, más sensible al uso de la mente que la simple memorización y adaptación.

			Desde esta concepción para entender las Matemáticas, y de su ulterior trasvase a las aulas, surgen los Principios de la Matemática Realista:

			— Contribuye al bagaje cultural de las personas.

			— Intenta salvar el dualismo saber-utilizar Matemáticas.

			— No debe ser separada de las demás ciencias.

            [image: Imagen 01]

			Con esta operacionalización son dos los factores que se antojan imprescindibles en el diseño del proceso de instrucción de las Matemáticas:



			1º. El uso y fomento de los procedimientos intuitivos, como mediación para explorar y construir formalmente el conocimiento matemático.

			2º. El conocimiento de los alumnos, en cuanto a las ideas previas que poseen y al grado de dificultad que pudieran manifestar por el nivel de desarrollo intelectual alcanzado.

			

Si basamos la instrucción de las Matemáticas como mera imitación de modelos, la utilidad que a posteriori se haga de ella estará limitada. Sólo en situaciones parecidas a las de su aprehensión serán eficaces (LÓPEZ CARRETERO 1988: 235).

			Toda disciplina curricular marcada por un carácter de cientificidad posee una jerarquía en su contenido. Es lo que determina la estructura interna para organizar y relacionar todas las partes. Una de las dificultades de enseñar y aprender Matemáticas estriba en su naturaleza jerarquizada (COCKCROFT 1985: 82; SKEMP 1980: 36) y en el problema de definir jerarquías con precisión y exactitud para todos los contenidos matemáticos (ORTON 1990: 74).

			Las Matemáticas no son, precisamente, un conjunto de elementos sin cohesión interna. Su aprendizaje asigna una secuencia temporal específica, donde unos conceptos se articulan sobre el conocimiento de otros, de manera que, en algunas ocasiones, esa necesidad lleva a realizar una instrucción tangencial de aspectos necesarios para la comprensión de aquéllos (ejemplos: la suma, anterior a la multiplicación; los números naturales, antes que los racionales; los números y las medidas de longitud, previos a la geometría). Más adelante citaremos los dos principios básicos del aprendizaje de las Matemáticas y volveremos a incidir sobre este aspecto.

			La instrucción de las Matemáticas viene muy condicionada, pues, por su propia estructura interna. La naturaleza del proceso de su construcción obliga a volver periódicamente sobre los mismos contenidos con niveles de complejidad, abstracción y formalización crecientes. En términos operativos, autores como Resnick o Gagné, han señalado la secuencia de constitución de una jerarquía de aprendizaje. En primer lugar se designa el objetivo que se persigue. Una vez fijado, se analiza la tarea requerida para estimar qué capacidades previas se necesitan para lograr la capacidad final.

			Otra característica es la vía metodológica que se precisa para esta construcción. No es única. Tampoco podemos referirnos a una específica como la mejor. Simplemente la apropiación será más idónea según la propuesta y dependerá, fundamentalmente, del estilo cognitivo de cada alumno. La concepción constructivista del proceso de enseñanza/aprendizaje afirma que es el alumno quien construye sus propios aprendizajes, sin olvidar ayudas mediadoras de otros factores intervinientes: profesor, materiales curriculares... Este proceso no es una oferta de contenidos que cualquier alumno, y en cualquier circunstancia, deba integrar a su bagaje académico; se precisa, más bien, estrategias adecuadas para satisfacer la necesidad de aprendizaje de cada alumno.

			Según Piaget, cuando el alumno inicia la construcción de nociones Matemáticas, lo realiza cohesionándolas a la situación concreta en que se le presentan. Esto avala la necesidad de una presentación formal desde el propio entorno y la imposibilidad de argumentar situaciones abstractas, sin más.

			La diversidad del alumnado al que dirigimos los conocimientos ofrece diferencias que residen en las capacidades y motivaciones para aprender, lo que supone una adaptación individualizada de objetivos, contenidos, métodos de enseñanza, organización del aula, evaluación, etc., que facilite el ajuste de esos alumnos a sus propias necesidades de aprendizaje. No es posible dictaminar el método de enseñanza válido desde la generalidad, ni para todo el alumnado ni para todos los contenidos. Cada alumno posee su propio estilo de aprendizaje y cada contenido su particular forma de abordarlo.

			Deducimos que debemos enfrentarnos a las dificultades y paliarlas en lo posible, buscando unas características de la metodología que hagan posible la doble adecuación, principios del aprendizaje y estilo de cada alumno. Esas características son:



			— La globalización (facilita la relación entre los contenidos).

			— La participación activa.

			— La motivación.

			— La ausencia de metodologías unidireccionales. 

			

Investigaciones sobre la naturaleza de la comprensión matemática están de acuerdo en que dicho entendimiento supone una capacidad específica de reconocer y usar un concepto matemático en diferentes contextos. Skemp distingue dos tipos de comprensión:



			— Comprensión «relacional», utilizada para saber cómo desenvolverse en los casos concretos y permitir posicionarnos en procedimientos con el fin de procurar conocimientos matemáticos más generales.

			— Comprensión «instrumental»; es una memorización —pura y dura— de reglas para aplicar en cada caso concreto sin llegar a discernir su funcionamiento.

			

¿Para qué aprendemos Matemáticas? ¿Qué fines persigue su enseñanza? Formalmente se pretende conocer los valores universales del aprendizaje matemático: facilitación de medios para razonar y pensar mejor. En la práctica, la organización del currículo busca una referencia en lo que puede denominarse valor social: para enfrentarse a las necesidades de la vida. El Informe Cockcroft (COCKCROFT 1985: 82) señala que bastantes de las necesidades matemáticas de los adultos se traducen en una especie de «sensibilidad para los números» y una «sensibilidad para la medida».

			La época actual se caracteriza por un extenso campo de aplicación de las Matemáticas a cualquier actividad cotidiana: agricultura, ganadería, biología, ingeniería, demografía, medicina, sociología, política, actividades tecnológicas, industriales, comerciales, administrativas... incluso, desgraciadamente, en acciones bélicas. Es irrefutable el hecho de que se ha llegado a la técnica actual gracias al concurso de esta rama del saber, y que los conocimientos matemáticos se utilizan, de una u otra manera, a cada instante. No cabe duda de que la construcción de la realidad circundante está impregnada por las Matemáticas. Además, una formación matemáti­ca acostumbra a los alumnos a sobrepasar la realidad concreta para traducirla a una nueva lengua depurada, más abstracta, que confiere una capacidad de razonamiento muy potente (MIALARET 1977: 13).

			Muchos padres y profesores ven en la enseñanza del cálculo y más tarde en la iniciación matemática, el medio de proporcionar al alumno habilidades y destrezas para resolver los problemas que encontrará en la vida real. Nuestros propósitos deben ir más allá e insistir en la formación intelectual que brinda una buena enseñanza de las Matemáticas. Ésta aspira a que se consigan elaborar técnicas generales para actuar ante situaciones de problema y desarrollar estrategias mentales, de tipo lógico, que permitan a los alumnos aproximarse a campos amplios del pensamiento y de la vida (AIZPUN 1983a: 910).

			Ha de señalarse al respecto, que la lógica de las Matemáticas no tiene por qué ser la misma que la de cualquier otra actividad mental, aunque sí puede ser transferible como destreza a otro campo donde se reproduzcan elementos idénticos. No vamos a negar que todas las disciplinas curriculares tienen su importancia, pero una formación matemática aporta al individuo un enriquecimiento conceptual difícil de ofrecer por otra disciplina. 

			Nuestra experiencia docente desarrollada durante varios años en dos sistemas educativos distintos —EGB de la ley de 1970 y Educación Primaria LOGSE— ha sido de gran ayuda en el análisis de esta asignatura, de manera especial en la perspectiva de los objetivos no logrados. Esta no consecución se debe, fundamentalmente, a tres razones: la mala organización de las estructuras mentales, la pésima construcción de conceptos básicos y la no adquisición de automatismos operativos.

			[image: Imagen 02]

            No obstante, la problemática del aprendizaje de las Matemáticas no debe constreñirse sólo a estas tres causas. De ellas derivan otros motivos que conducen a fracasos más específicos en esta área.

			Esta diversidad de causas viene dada por el amplio abanico que la enseñanza de las Matemáticas brinda. Unos cifran el objetivo primordial en lo más pragmático, una enseñanza que forme para la vida cotidiana, lo que prácticamente eliminaría todo lo que no fueran las cuatro operaciones (adición, sustracción, multiplicación y división) y la proporcionalidad, entendida esta última como una técnica útil de resolución de problemas. Es por eso su importancia y consideración para iniciar a niños muy pequeños en ciertos aspectos de la razón.

			Esto no es lo principal para otros, que basan la enseñanza de esta asignatura en la relación pensamiento lógico y razonamiento matemático (enseñar a pensar). Es preciso ampliar el programa de Matemáticas para la consecución de este objetivo con el tratamiento de las habilidades básicas que permiten adaptarse continuamente a los cambios del proceso de enseñan­za/aprendizaje y, en consecuencia, a las necesidades que éstos impongan. No ha de ignorarse que el desarrollo de nuevos conceptos y conocimientos depende de las habilidades intelectuales básicas.

			La postura idónea es pretender ambas finalidades porque no son excluyentes, sino totalmente complementarias, y esta propuesta dirigida a alumnos en edades comprendidas entre los ocho y los doce años es la que, de forma simplificada, proyectamos en el cuadro siguiente. 

			Es muy importante estimar la evolución intelectual del niño y sus intereses, procurando que la instrucción le proporcione una proyección práctica que le haga ver la utilidad de lo que está aprendiendo. No se han de ignorar las diferencias individuales y practicar una instrucción que asuma los distintos estilos de aprendizaje y la aptitud matemática que cada alumno manifieste.

            [image: Imagen 03]

			Aprender Matemáticas es un procedimiento extraordinario para adquirir y desarrollar capacidades cognitivas muy generales. Existen actividades como la resolución de problemas, la búsqueda de semejanzas y diferencias, la selección y aplicación de algoritmos, etc., que pueden favorecer la transferencia a otros dominios de aprendizaje.

			Las Matemáticas son una creación de la mente humana y su enseñanza ha de consistir en auténticos procesos de descubrimiento por parte del alumno. Las Matemáticas no se aprenden, sino que se hacen (SÁNCHEZ HUETE, 1998: 143).

			La Matemática es una ciencia donde prevalece el método sobre el contenido, de ahí la tendencia generalizada de subrayar la importancia de basar la enseñanza en los procesos de pensamiento matemáticos subyacentes en la resolución de problemas, más que en la simple transferencia de contenidos. Desde esta perspectiva, los objetivos que se planteen deben situarse en lo manipulativo y concreto e intentar conducir al alumno hasta lo simbólico y abstracto. Así se ha de conseguir la introducción de conceptos y procedimientos básicos para su ulterior ampliación, y la utilización de recursos de comprensión y exploración que permitan el paso de un estadio a otro. Por eso la importancia de las operaciones algorítmicas de suma, resta, multiplicación y división; la realización del cálculo mental; el uso correcto de la calculadora; la estimación de medidas y resultados; etc.

			La enseñanza y el aprendizaje de estos contenidos debe contemplarse con especial atención y cuidado, considerando que el ámbito del conocimiento matemático ha generado un buen número de dificultades de aprendizaje en los alumnos a pesar de que no existiera, en muchos casos, otro tipo de deficiencia que lo justificara. En este sentido, es importante reflexionar que muchas dificultades se han producido por una enseñanza inadecuada y poco funcional de los contenidos matemáticos.

			El estudio prematuro de ciertos contenidos puede ser causa de bloqueos o fracasos, así como enfocar el aprendizaje desde leyes y principios generales para llegar supuestamente a su aplicación. Facilitar la construcción de un conocimiento en alumnos de estas edades, supone partir de la propia experiencia, buscando un apoyo concreto que favorezca la tarea. Sólo hacia el final de la Educación Primaria, los alumnos empiezan a estar en disposición de trabajar sobre planteamientos más abstractos y de utilizar un pensamiento más formal. En este sentido, manifiestar como se olvida que los conceptos de índole matemática se originan en el mundo físico y que, como educadores, queremos que los alumnos adquieran dichos conceptos sin previas experiencias, simplemente metiéndoles de lleno en complicadas abstracciones que a la propia humanidad le ha costado realizar.

			Sin embargo, algunos alumnos con dificultades de aprendizaje más graves, tienen problemas para acceder al pensamiento abstracto; es necesario que con ellos se sigan apoyos concretos y trabajo sobre contenidos más directamente relacionados con su experiencia directa.

			En consecuencia, conviene enfatizar la necesaria funcionalidad de los aprendizajes en el área de las Matemáticas para los alumnos con necesidades más graves; los objetivos a conseguir y las actividades que se pueden proponer tienen su origen en los requerimientos de la vida escolar, familiar y social en general. Por ejemplo, reconocimiento de los dígitos, manejo del dinero... Los objetivos, pues, han de perseguir el incremento de las posibilidades de interacción social.

			

		

	
		
			
Capítulo 2 
Enseñanza y aprendizaje de las Matemáticas


			El enfoque deseado para abordar este proceso de enseñanza y aprendizaje es meramente cognitivo. Aun compartiendo la tesis de Popkewitz sobre el carácter mediatizador de algunas operaciones, tales como la selección de contenidos, que indican la direccionalidad del aprendizaje, creemos que la enseñanza de las Matemáticas parte de las características lógicas de su contenido científico.

			El proceso de enseñanza y aprendizaje de las Matemáticas se inicia desde la intuición y progresivamente se acerca a la deducción. Esta forma de construir el conocimiento matemático relega, por una parte, cualquier intento de apropiarse mecánicamente de procedimientos y algoritmos para la resolución de problemas reales. Por otro lado, vincula este proceder a una planificación de su enseñanza y aprendizaje fundamentadas en el nivel de cognición de los alumnos.

			Es necesario considerar cuáles son las diferentes fases del desarrollo del psiquismo durante el período de la «tercera infancia» (siete años hasta la pubertad, aproximadamente).

			En el niño aparece cierta capacidad crítica y un sentimiento de imposibilidad ante ciertas cosas. El pensamiento llega a la lógica y adquiere una coherencia que antes no tenía, de la que son testimonio las numerosas adquisiciones intelectuales que hará a partir de este momento. Sin embargo, hay que formular respecto a esta lógica una reserva importante: solamente razona de una manera lógica cuando puede manipular con los objetos a los que su razonamiento se refiere, y se muestra incapaz de hacerlo cuando se trata de simples proposiciones verbales, e incluso cuando se transfiere este razonamiento a otros objetos. Por esto se la llama a esta etapa del pensamiento «lógico-concreto».

			El niño puede resolver los problemas que se le plantean sobre la base de datos concretos y asequibles a una lógica que aún no es abstracta y reflexiva. Su inteligencia atraviesa una fase intermedia entre la forma de razonar intuitiva y la hipotético-deductiva. Su mente funciona según las siguientes características del razonamiento:



			— Razonamiento verbal concreto: Estructurado por proposiciones cuya implicación es eficaz en términos concretos. No lo es tanto si se trata de conceptos más universales.

			— Sincretismo del razonamiento: El hecho de que la inteligencia se mueva en un plano globalista provoca que la mente no proceda al análisis y comparación de términos, sino a su simple aprehensión.

			— Subjetivismo intelectual: El sujeto no capta los objetos como realidades distintas, sino como fenómenos sin relación.

			

Lo más importante es que en el sujeto acaece un proceso psicológico de transformación hacia el razonamiento lógico y que las Matemáticas contribuyen sobremanera a ese cambio a través de un método de razonamiento excepcional: el deductivo.

			La actividad docente y didáctica que se desarrolle ha de considerar, durante este período, una serie de modificaciones cognitivas importantes. Del conocimiento y uso de las técnicas instrumentales, se pasa a su dominio; desde los primeros tanteos realizados en la lógica de los números, se logra el dominio de los automatismos operativos.

			Con estas consideraciones, es importante referirnos a los contenidos en un contexto psicológico de maduración, adquirido por los alumnos progresivamente, desde las fuentes del conocimiento científico. En éste es preciso distinguir entre el conjunto de contenidos conceptuales interrelacionados, y el conjunto de sistemas, métodos, reglas y procedimientos que determinan la lógica de la investigación específica del área de conocimiento en cuestión, en nuestro caso de las Matemáticas. 

			Aprender contenidos matemáticos que puedan resultar provechosos, como las operaciones numéricas o la medida, no es un aval de una posterior aplicación adecuada. Un aprendizaje significativo obliga a que el alumno observe, pregunte, formule hipótesis, relacione conocimientos nuevos con los que ya posee, haga conclusiones lógicas desde los datos obtenidos. En definitiva, exige que construya en paralelo hechos, conceptos, principios, procedimientos y estrategias relativos al conocimiento matemático. Es importante distinguir estos elementos si queremos conocer el entendimiento que los sujetos practican de las Matemáticas.

			El término «hecho» hace referencia a situaciones de información desconectadas o arbitrarias, sin estructura conceptual que lo acompañe. Por ejemplo son hechos los objetos, los sucesos, las situaciones, los símbolos...

			El «concepto» es una clase de objetos, hechos o símbolos que poseen características comunes. BELL, COSTELLO y KÜCHEMANN (1983: 77-86) matizan este término haciendo referencia a «enseñar los conceptos», por estar más relacionada con los procesos psicológicos del aprendizaje. Aprender un concepto matemático es añadirlo a la estructura cognitiva existente.

			Los «principios» son sistemas conceptuales o enunciados que describen la forma de relacionarse los cambios producidos en un objeto, hecho o situación, con las permutas que se originan en otro objeto, hecho o situación.

			Los «procedimientos» son acciones o transformaciones realizadas para afrontar cuestiones matemáticas o resolver problemas que necesitan de procesos estructurados. Son, en definitiva, destrezas, técnicas y habilidades.

			Las «estrategias» son procedimientos que orientan acerca de la utilización de una habilidad o del conocimiento necesario para resolver un problema.

			2.1. La controvertida «Matemática Moderna»

			2.1.1. Orígenes

			La introducción de la geometría analítica cartesiana, como rama a desarrollar dentro de la Matemática, buscaba un método susceptible de ser aplicado a todos los problemas. Esta forma de generalización no gustó a algunos matemáticos de principios del siglo XIX, críticos a las insuficiencias lógicas de la construcción euclidiana. Su postura les hizo abordar los postulados y admitir, tras su estudio, las deficiencias del razonamiento geométrico. Pero además, descubren las estrechas relaciones de las Matemáticas y la Lógica, sentando las bases de una nueva teoría matemática, amparada en una determinada coherencia metódica. Es en esta dirección hacia la que se encamina la denominada escuela bourbakista, estandarte del esfuerzo enorme de axiomatización que pretende obtener de las Matemáticas su máxima pureza y reconciliarlas en la manera de razonar más completa con las leyes de la Lógica.

			Otra corriente, la teoría de conjuntos de Cantor, se suma hacia 1870-1880 con la idea diáfana de ¡Abajo Euclides! mediante la imposición de nuevos contenidos como los conjuntos, las relaciones, el álgebra, la topología... Pareciera que la geometría elemental no constituyera un cuerpo importante dentro de las Matemáticas elementales y debiera dejarse para otros niveles.

			Hacia 1930 comienza a usarse la expresión de «Matemática Moderna» para asignar una forma específica de organización de las Matemáticas. El intento pretende aunar las distintas áreas de las mismas en lo que se refiere al lenguaje y a la fundamentación empleados.

			Las tendencias de la enseñanza de las Matemáticas en los años sesenta-setenta fueron de renovación y supusieron un cambio profundo por la introducción de contenidos nuevos. Aspiraban adecuar esta enseñanza a la estructuración del amplio campo que abarcan los conocimientos matemáticos. De todas formas, suscribimos las palabras de POPKEWITZ (1989: 62), cuando afirma que el cambio y reforma en Matemáticas se justifica institucionalmente en torno a la actividad a desarrollar, en vez de cambiar los valores, conocimientos y efectos de la escolarización que se persigue transformar.

			Las reformas de los currículos de ciencias y matemáticas de finales de la década 1960-1970, por ejemplo, nunca se implantaron en la escuela en la forma que se había deseado inicialmente.

			El nacimiento de esta corriente como práctica educativa se asocia a infinidad de conferencias impartidas a finales de los años cincuenta, sobre todo en Estados Unidos y Europa, con el objeto de establecer unas bases comunes en la enseñanza de las Matemáticas. Este hecho provocó un fuerte desarrollo curricular de esta asignatura, amparado en unos principios que pretendían estimular al alumno a profundizar en su estudio, rellenar el vacío existente entre las Matemáticas escolares y las universitarias, y capacitar para el cambio producido en el mundo con la irrupción de las computadoras. Las Matemáticas modernas son un instrumento poderoso para abordar un buen número de problemas, pero a ciertos niveles. Si preguntaramos a todos los usuarios de las Matemáticas por la necesidad que de ella tienen, ¿qué resultados depararía el empleo de esta Matemática Moderna?

			2.1.2. Situación didáctica en nuestro país 

			Ciñéndonos a nuestro país, Miguel de GUZMÁN (1989: 19-26) describe muy acertadamente la situación de cambio en la Didáctica de las Matemáticas. Se pretendió profundizar en el rigor lógico (teoría de conjuntos), en la comprensión, contraponiendo ésta a los aspectos operativos y manipulativos. Se cultivó el álgebra en detrimento de la geometría. Denuncia, además, la ausencia de cualquier interés por sistematizar la Didáctica de la Matemática y como en las Facultades de Matemáticas la consideración hacia las personas que se dedican a la docencia está infravalorada con respecto a la investigación técnica, área bien colocada en un orden preferencial.

			Quizá resulte un atrevimiento referirse a tal didáctica cuando en nuestro país no ha existido disciplinarmente, hasta hace bien poco, la Didáctica de las Matemáticas.

			La Reforma Universitaria de 1984 establece la Didáctica de las Matemáticas como área de conocimiento de nivel universitario con el mismo rango que otras áreas, como por ejemplo la Geometría y el Álgebra.

			Un breve recorrido histórico por la Universidad de Madrid nos descubre que en el período que abarca los cursos de 1963 a 1966 se habla de asignaturas optativas relacionadas con la enseñanza de las Matemáticas. En el curso 1966-1967 nos encontramos con tres ramas, una de ellas la de Metodología y Didáctica. Ya en el año académico 1970-1971 se trata con el rango de especialidad.

			La consulta de diversas autoras, como Bujanda Jáuregui y Callejo de la Vega, ha creado la siguiente paradoja. Mientras la primera menciona que la especialidad de Metodología y Didáctica no existe en ninguna universidad española, salvo en la Facultad de Ciencias Matemáticas de la Universidad Complutense, la segunda se refiere a cómo desde el año 1984 distintos departamentos de varias universidades —concretamente, Granada, Zaragoza, Valencia y Barcelona— han impulsado la creación de departamentos de Didáctica de las Matemáticas.

			No cabe duda de que la Didáctica de las Matemáticas no se reduce a un buen conocimiento de ellas. Entran en liza factores que determinan cómo enseñarlas. Por ejemplo, la teoría de aprendizaje más idónea, la demanda social del momento, la adecuación metodológica según los alumnos, etc. BROUSSEAU (1983: 93) manifiesta que...

			... la didáctica es el estudio de los fenómenos de la enseñanza que son específicos del conocimiento enseñado sin ser reductibles al dominio del saber al que pertenecen.

			Aludíamos anteriormente el contexto determinista donde suele actuar la didáctica. Un claro ejemplo de esta situación la encontramos en las primeras reformas curriculares realizadas en el ámbito de las Matemáticas. Quienes las diseñaron lo hicieron desde la fundamentación más científica; esto es, no atendieron al proceso de desarrollo curricular que sufren las Matemáticas —por supuesto, como cualquier asignatura—, sino que se dirigieron a la evolución que como ciencia habían experimenta­do. Honrosa excepción encontramos en Gran Bretaña, donde se creó el School Mathematics Project. Su informe de 1962-1963 afirma que sus principales objetivos consisten en hacer más interesantes las Matemáticas escolares e impartir los conocimientos sobre la naturaleza de esta ciencia y sus aplicaciones en el mundo moderno.

			2.1.3. Fundamentación teórica de la nueva Matemática

			La reforma educativa iniciada en el año 1970 con la Ley General de Educación y Financiamiento del Sistema Educativo, cuyos programas oficiales recibieron el nombre de Orientaciones Pedagógicas, diseña la Matemática según la estructura del grupo Bourbaki y con una concepción basada en la mal llamada, a nuestro entender, «Matemática Moderna»[1]. Entre otras cosas, BOURBAKI (1962) y DIEUDONNE (1971) afirman que la finalidad de su enseñanza es la de...

			... enseñar a ordenar y a encadenar los pensamientos con arreglo al método que emplean las Matemáticas, porque se reconoce que este ejercicio desarrolla la claridad del espíritu y el rigor del juicio.

			Las Orientaciones Pedagógicas consideran que una de las funciones fundamentales es ordenar los conocimientos y crear estructuras formales que los recojan. Es necesario basar la enseñanza de las Matemáticas en el proceso de matematización de problemas, en la creación de sistemas formales y la utilización de leyes para obtener resultados e interpretaciones a los mismos. Estos presupuestos se relacionan con la concepción estructuralista y formalista que el denominado grupo Bourbaki propugna.

			En 1959, la OECD auspicia el Seminario Royaumont, iniciador de la mencionada concepción y en donde se fundamenta la educación estructuralista de las Matemáticas, basada en la teoría de conjuntos. Se conciben las Matemáticas, desde un plano cognitivo, como un sistema organizado, cerrado y deductivo.

			Dieudonné, defensor enconado del nuevo enfoque, hizo famoso el eslogan de «¡Abajo Euclides!» de la escuela tradicional matemática, posicionándose en una teoría deductiva que se iniciaba en axiomas básicos. 

			Hubo, por supuesto, posturas menos radicales, como la de Servais, que argumentaba una reconstrucción de las Matemáticas desde los fundamentos y de acuerdo con las ideas modernas. Éstas son, sobre todo, las referentes a la Teoría de Conjuntos.

			Vredenduin, participante holandés en el Seminario Royaumont, desarrolló sus Matemáticas bajo la conceptualización estructuralista, y opinaba años después: «Un edificio maravilloso, pero no creo que haya un estudiante que comparta esta opinión».

			En los años setenta se empezó a percibir que muchos de los cambios introducidos no resultaron acertados. Con la sustitución de la geometría por el álgebra, la matemática elemental se vació de contenidos y de problemas interesantes. La carencia de la intuición espacial fue otra de las desastrosas consecuencias del alejamiento de la geometría de nuestros programas, defecto que se puede percibir muy claramente en las personas que realizaron su formación en aquellos años.

			Thom critica en 1972 a los bourbakistas por abandonar tan sistemáticamente el campo ideal para el aprendizaje previo a la investigación: la Geometría Euclídea; ésta es un abundante filón de ejercicios. Además, la sustituyen por las generalidades de conjuntos y lógica, lo que a su entender es el material más paupérrimo, vacío y yermo para la enseñanza de las Matemáticas que jamás haya existido.

			El nuevo currículo, propiciado por este enfoque, abrió principios pedagógicos que no relacionaban las Matemáticas con el mundo real. Este hecho lo reconoció Beberman (padre de la reforma de Estados Unidos). El mismo coloca en tela de juicio la adecuación de su propio programa al manifestar la creencia de que, en determinadas ocasiones, se intentan resolver preguntas que nunca vienen de los alumnos, sino aquellas otras provenientes de adultos y profesores. Esta opinión dice poco a favor de la educación realista de las Matemáticas.

			En 1962 se publica un memorando que firman, entre otros, Ahlfors, Polya, Pollak, Morse, Klive y Birkhoff. En él se precisa que 

			«conocer las Matemáticas significa ser capaz de hacer Matemáticas: usar el lenguaje matemático con fluidez, hacer problemas, criticar argumentos, encontrar pruebas y lo que debería ser la actividad más importante, reconocer un concepto matemático en, o extraerlo de, una situación concreta dada. Sin embargo, introducir nuevos conceptos sin un bagaje suficiente de hechos concretos, introducir conceptos unificadores donde no hay experiencia en unificación o trabajar en conceptos dados sin aplicaciones concretas que puedan provocar a los estudiantes, es más perjudicial que beneficioso: una formaliza­ción prematura podría desembocar en algo estéril; la introducción anticipada de abstracciones encuentra especial resistencia en mentes críticas que, antes de aceptar la abstracción, desean saber por qué es relevante y cómo podría ser utilizada».

			Freudenthal argumenta que las Matemáticas no son, jamás, un producto totalmente acabado y que no deben presentarse a los alumnos como tal. Advierte que la visión de los modernistas es una forma de hacer las Matemáticas excesivamente determinista, pues al poseer una estructura deductiva, la enseñanza de las Matemáticas procede conforme a esta estructura y, muy particularmente, a ese especial sistema deductivo que propugne el profesor o el autor del libro.

			TREFFERS (1986: 241) propugna una serie de principios sobre los que descansaría la «Educación Matemática enfocada de forma realista». He aquí algunos:



			— Reinvención, consistente en recrear conceptos y estructuras matemáticas sobre nociones intuitivas que ya se poseen.

			— La programación de la educación se guía por el principio histórico-genético más que por el método sistemático del contenido de la materia (planificación vertical).

			— Es una enseñanza con significados apoyados en la realidad (matemáticamente rica).

			

Este panorama de críticas y objeciones a las Matemáticas «ad hoc» no se tuvieron en cuenta por el equipo encargado de efectuar el planeamiento del área en cuestión. ¿Por qué?

			En España, los resultados son similares a la de otros sistemas educativos occidentales. Bujanda JÁUREGUI (1981: 23) los califica de negativos desde la indiscutibilidad de los siguientes corolarios:



			— Se abandonó Euclides para apoyar la metodología en la Teoría de Conjuntos.

			— La incursión por esta teoría provocó la inflación de los programas. Era preferible, de todos modos, que el alumno dominara un vocabulario conjuntista, a costa de sacrificar nociones más sencillas. Ilustra la autora este acontecimiento con una frase muy oída durante la época: «el niño no sabe multiplicar».

			— Escasa preparación del profesorado dentro de la nueva temática.

			

Para los autores que con vehemencia y ardor se debatieron por justificar la «Teoría de Conjuntos», debió resultar muy duro cómo esta secuencia de contenidos desapareció, en algunos libros de textos incluso antes de extinguirse el nivel educativo de la EGB. Se ha constatado que no sólo desaparecieron los temas de este contenido; también se actúo de igual forma con las «Magnitudes» y con la «suma en los sistemas binario o sexagesimal».

			El tema de las «fracciones» genera una controversia inútil y absurda. Su dominio conceptual se ha traducido en una adquisición de primer orden en el terreno matemáti­co, cuando las investigaciones apuntan una ínfima aplicabilidad en la vida real.

			Además, los docentes conocemos la idea que recoge la siguiente cita de ORTON (1990: 19): 

			Casi todo lo que enseñamos respecto a las fracciones en primaria se plantea otra vez a la mayoría de los alumnos en la escuela secundaria porque no han llegado a dominarlo.

			Seguimos tratando en estos cursos las fracciones como si se tratara de un contenido accesible para estas edades. La experiencia y la investigación corroboran que en cursos superiores es necesario, no ya refrescar ideas, sino volver a impartir contenidos.

			Otro punto donde las investigaciones no coinciden es en la madurez necesaria para abordar la significación del concepto de fracción y la operatoria que conlleva. Integrantes del equipo «Granada-Mats» (L. Rico y O. Saenz) confirmaron que...

			... si bien el niño de tercer curso, y por supuesto de los siguientes, conoce qué es la mitad y el tercio (cuarto y quinto no parecen que sean una excepción a la significación), tal conocimiento es puramente mecánico en un altísimo porcentaje y que solamente en sexto curso (...), se tiene dominio conceptual de esas nociones y de sus relaciones recíprocas.

			Por otra parte encontramos contenidos ignorados en los programas de estos cursos, como es el «valor posicional», cifrada su importancia como base conceptual principal de todo trabajo numérico (ORTON 1990: 22) y, sobre todo, para afrontar las operaciones de cálculo. Sobre este aspecto insistir en el aviso de GRAU I FRANCH (1988: 197) sobre el aprendizaje mecánico y no comprensivo del sistema de numeración posicional: conduce al niño a aplicar este contenido en momentos puntuales, pero la generalización de los mismos a contextos y operaciones de orden más complejo provoca desfases y retrocesos.

			2.1.4. La Didáctica de las Matemáticas según Piaget

			La enseñanza de las Matemáticas plantea un contrasentido en los alumnos de nivel intelectual alto que fracasan con estrépito en esta asignatura. Resulta complejo contestar por qué sujetos de estas características, con cierta facilidad en el uso de estructuras lógico-matemáticas, chocan con dificultades extremas en una instrucción de donde provienen las citadas estructuras.

			Profesores y padres observan este acontecimiento con desesperación e ignoran que las estructuras operatorias de la inteligencia son estructuras de acciones que rigen el razonamiento, pero no son objeto de reflexión en sí mismas. Piaget ejemplariza esta situación utilizando el símil de la persona que canta sin saber leer música en una partitura.

			Con la enseñanza de las Matemáticas ocurre algo semejante. La reflexión sobre las estructuras de esta materia implica la utilización de un lenguaje cargado de símbolos técnicos, muy específico y con una elevada carga de abstracción. Existirán alumnos incapaces de llegar a este nivel de realidad, aun en posesión de una inteligencia superior. El problema es un desajuste entre las estructuras espontáneas del sujeto con la metodología seguida en la instrucción matemática. Tan sútilmente, Piaget justifica la implantación de la Matemática Moderna. Resuelve la cuestión del desajuste de esta forma de conocimiento (matemático) con las estructuras operatorias fundamentales del pensamiento y, al mismo tiempo, consigue avalar los estudios de los bourbakistas. Critica la organización de las Matemáticas clásicas por su desajuste, sin una prolongación de unos temas en otros, y aplaude el esfuerzo de la escuela de Bourbaki, que consigue generar una vasta jerarquía de estructuras interrelacionadas. Las principales, «estructuras madres» en su propia terminología, son tres: «algebraicas», «de orden» y «topológicas».

			¿Cómo se relacionan las estructuras elementales con las estructuras operato­rias? En el cuadro siguiente se muestra esta conexión.

            [image: Imagen 04]

			La crítica de PIAGET (1986: 56-57) hacia la Matemática Moderna la realiza en el sentido de que...

			Inspirándose en las tendencias bourbakistas, (...) hace más hincapié en la Teoría de los Conjuntos y en los isomorfismos estructurados que en los compartimentos tradicionales; de aquí que se haya dibujado un movimien­to que tiende a introducir en la enseñanza lo más pronto posible estas nociones. Tal tendencia está plenamente justificada porque precisamente las operaciones de reunión (sic) e intersección de conjuntos, la posición en correspondencia fuente de los isomorfismos, etc., son operaciones que la inteligencia construye y utiliza espontáneamente desde los 11-12 años. La inteligencia elabora y utiliza estas estructuras sin tomar consciencia en una forma reflexiva...

			No deja de sorprendernos cómo se introducen en la instrucción primaria nociones y conceptos que hasta una edad tan avanzada —once o doce años— no se construyen convenientemente ni la inteligencia es capaz de utilizar de forma espontánea. Con el sobreañadido de la escasa reflexividad que tal proceso genera en la mente de quien opera. Con cierta argucia, Piaget propugna buscar el método de trasvase de las estructuras naturales (carente de reflexión) a la introspección sobre tales estructuras y a su teorización.

			El propio Piaget manifiesta que las estructuras más generales de las Matemáti­cas Modernas son al mismo tiempo las más abstractas, mientras que las mismas estructuras sólo están representadas en la mente de los niños en forma de manipula­ciones concretas, materiales o verbales. Pero vuelve a «guardarse las espaldas» al hilo de la introducción que de las Matemáticas Modernas se realice en los cursos más primarios, puesto que los procedimientos empleados podrán o no ser los más idóneos. Es evidente la intencionalidad de «buscar culpables» del posible fracaso en elementos que no sean el propio alumno o las Matemáticas Modernas.

			Promover ciertas actitudes se constituyen en un principio psicopedagógico que orienta la actividad docente en este sentido. Las más importantes son:



			— Conducir al alumno a la formación de nociones para que descubra por sí mismo la naturaleza de las Matemáticas. O sea, el aprender a pensar que la nueva reforma del sistema educativo ha retomado con fuerza desde los posicionamientos de la teoría del «aprendizaje significativo».

			— Experimentar los entes matemáticos antes de introducirle en el razona­miento deductivo. La manipulación es una excelente vía.

			— Estudiar los errores de los alumnos para detectar cómo formalizan las Matemáticas. Conocer las ideas previas y los preconceptos es un inmejorable posicionamiento para acceder a aquéllos.

			2.2. Las Orientaciones Pedagógicas

			Las Orientaciones Pedagógicas creadas para la Educación General Básica se aprobaron según orden, del entonces Ministerio de Educación, el día 2 de diciembre de 1970. Permane­cieron vigentes hasta principios de la década de los ochenta, momento donde fueron sustituidas por los Programas Renovados de los ciclos Inicial (1980) y Medio (1981). Los del Ciclo Superior aparecieron en Real Decreto 3087/1982, de 12 de noviembre, suspendiéndose antes de su implantación por el Real Decreto 607/1983, de 16 de marzo.

			La presentación del entonces Director General de Enseñanza Primaria, Eugenio López, de estas directrices, se argumentó en la llamada de Naciones Unidas a potenciar la educación como la más importante de las vías de desarrollo. Esta idea venía marcada por una serie de hitos que jalonan la efectividad de la renovación educativa, tales como la preparación y las aptitudes del profesorado, y el ajuste de los programas a las distintas situaciones, entre otros. La orden (Vida Escolar 1970-1971: 5) establecía que...

			... la puesta en marcha del nuevo sistema educativo, de forma realista y programada, necesita la experimentación previa a la total implantación de las nuevas enseñanzas previstas en la Ley General de Educación, porque ciertamente, muchas de las innovaciones pedagógicas exigen una cuidadosa investigación, experimentación y evaluación de resultados.

			En el tortuoso camino a recorrer se quedaron las esperanzas de que todo aconteciera de «forma realista y programada». Pronto se vino encima la «contrarreforma» de los Programas Renovados y sólo parcialmente, pues en el Ciclo Superior no duraron apenas un curso académico.

			Consecuencia de la nueva implantación curricular fue el inmediato desdén que se hizo hacia la investigación y, claro está, a la experimentación. Del mismo modo, la evaluación de resultados brilló por su ausencia y hasta una década más tarde no se realizan valoraciones concretas sobre aspectos puntuales.

			Las Orientaciones Pedagógicas estaban conformadas por cuatro grandes apartados: Objetivos y directrices metodológicas; Niveles y contenidos; Evaluación; Organización y temporalización del trabajo escolar.

			No discutimos la relevancia de cada uno de ellos, pero la delimitación de nuestra temática sugiere nos detengamos en los dos primeros.

			En la «Introducción» de las Orientaciones Pedagógicas (Vida Escolar 1970-1971: 11) se justifica el establecimiento de unos objetivos generales adecuados a la estructuración en grandes áreas de aprendizaje —de «expresión» y de «experiencia»—. Es interesante el siguiente inciso. Dentro de estas áreas se encuentran las Matemáticas, consideradas como una posible forma de expresión, de lenguaje (lenguaje matemático).

			Mialaret se refiere a seis etapas en el proceso de adquisición del lenguaje matemático: la acción, la asociación de la palabra con la acción, conducta del relato, abstracción matemática, lenguaje gráfico y lenguaje simbólico. Es en la cuarta etapa, abstracción matemática, cuando el niño se halla capacitado para explicar verbalmente una realidad resultado de la captación de circunstancias específicas. De esas explicaciones surgirá como emergente el lenguaje gráfico. La última etapa implica el conocer y saber usar los signos matemáticos específicos de cada tarea propuesta.

			También en los Programas Renovados (MEC 1981: 57) se vuelve a incidir sobre este aspecto y presenta la Matemática como si se tratara de...

			... un nuevo lenguaje que lleva tras de sí un nuevo modo de pensar.

			CHEVALLARD (1980: 92) objeta radicalmente que...

			... su enseñanza (la de las Matemáticas) tendrá, pues, por único y suficiente medio, una dicción impecable. Es el tema del rigor por fin realizado.

			Más tarde David PIMM (1990: 19) pretende estructurar el concepto de Matemáticas en términos de lenguaje...

			... pero con la intención de arrojar luz sobre la enseñanza y el aprendizaje de las mismas.

			Este autor intenta disipar dudas con el triple planteamiento de la relación Matemática-Lenguaje apreciada como:



			a) Matemática y Lenguaje;

			b) el lenguaje de las Matemáticas;

			c) la Matemática como lenguaje.

			

Este último, el de construir las Matemáticas en términos lingüísticos, puede tener acérrimos enemigos en los matemáticos cuya opinión es la de una actividad de la mente humana carente de lenguaje.

			Concluye Pimm que las Matemáticas no son un lenguaje natural, pero que existen indicios, como su aspecto simbólico, que facilitan la interpretación de constituir un lenguaje.

			Orton señala las dificultades de aprendizaje en el lenguaje como posibles causas de conflictos en el aprendizaje en general, y que este problema se acentúa, precisamen­te en Matemáticas, por el empleo de un vocabulario específico.
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