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In questo libro sono presentate tutte le sfaccettature
della logica matematica quali:
simbologia, principi e proprietà
della logica elementare
logica booleana
teoria degli ordini e
sistemi assiomatici
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Godel
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In questo libro sono presentati tutti gli argomenti riguardanti la
logica matematica che è lo strumento basilare per la comprensione di
ogni successiva conoscenza scientifica.


Dapprima sono introdotte le conoscenze di base, quali l’uso dei
connettori logici, le definizioni logiche e la terminologia, oltre
alla logica booleana e ai principi logici in uso già presso gli
antichi.


In seguito, sarà esposta la parte prettamente moderna e
contemporanea della logica, come la teoria degli ordini e quella
assiomatica degli insiemi, dando ampio spazio ai sistemi assiomatici
e ai fondamentali teoremi di Godel, uno dei capisaldi della
conoscenza del Ventesimo Secolo.


I paradossi e le antinomie logiche sono un presupposto al superamento
della normale logica matematica, verso schemi molto più aperti, come
quello delle logiche fuzzy.


Infine, la teoria dei numeri e l’aritmetica modulare sono un banco
di prova per la logica stessa, dovendo ancora dimostrare parecchie
congetture.


Il taglio del libro è volutamente tecnico e conciso, proprio per
perdersi in fronzoli e per dare al lettore un quadro chiaro di una
disciplina a metà tra la matematica e la filosofia.


Il primo capitolo può essere comprese mediante conoscenze delle
scuole superiori, mentre i successivi due richiedono certamente delle
nozioni di carattere universitario.
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LOGICA MATEMATICA DI BASE


 









Introduzione



 





La logica matematica tratta della codifica, in termini matematici, di
concetti intuitivi relativi al ragionamento umano.


Essa è il punto di partenza per qualsiasi processo di apprendimento
matematico e, pertanto, ha un senso compiuto esporre le regole
elementari di tale logica all’inizio dell’intero discorso.


 





Definiamo assioma un enunciato assunto come vero perché
ritenuto evidente di per sé o perché è il punto di partenza di una
teoria.


Gli assiomi logici sono soddisfatti da ogni struttura logica e
si distinguono in tautologie (enunciati veri per definizione
privi di nuovo valore informativo) oppure in assiomi considerati veri
a prescindere, non potendone dimostrare la validità universale.


Gli assiomi non-logici non sono mai delle tautologie e prendono il
nome di postulati.


Sia gli assiomi sia i postulati sono indimostrabili.


In genere, gli assiomi che fondano e che danno inizio ad una teoria
sono detti principi.


Un teorema invece è una proposizione che partendo da delle
condizioni iniziali (dette ipotesi) giunge a delle conclusioni
(dette tesi) tramite un procedimento logico detto
dimostrazione.


I teoremi sono, dunque, dimostrabili per definizione.


Altri enunciati dimostrabili sono i lemmi che, di solito,
precedono e danno le basi di un teorema e i corollari che,
invece, sono conseguenti alla dimostrazione di un dato teorema.


Una congettura è invece una proposizione ritenuta vera grazie
a considerazioni generali, di intuito e di buon senso, ma non ancora
dimostrata sotto forma di teorema.


 





 





Simbologia



 





La logica matematica fa intervenire dei simboli che poi ritorneranno
in tutti i singoli settori della matematica. Tali simboli sono
svariati e facenti parte di differenti categorie.


L’uguaglianza tra due elementi matematici è indicata con il
simbolo di 

[image: immagine 1]



,
se invece tali elementi sono diversi tra di loro il simbolo della
disuguaglianza è dato da 

[image: immagine 2]



.


In ambito geometrico è anche utile introdurre il concetto di
congruenza, indicato così 

[image: immagine 3]



e
di similitudine 

[image: immagine 4]



.


In ambito matematico si può inoltre definire la proporzionalità,
indicata con 

[image: immagine 5]



.


In molti casi si devono definire dei concetti matematici e
geometrici, il simbolo di definizione è questo 

[image: immagine 6]



.


Infine la negazione è data da una barra sopra il concetto
logico.


Vi sono poi dei simboli logici quantitativi che sono in
corrispondenza con concetti linguistici. L’esistenza di un
elemento è indicata così 

[image: immagine 7]



,
l’unicità dell’elemento così 

[image: immagine 8]



,
mentre la locuzione “per ogni elemento” si trascrive in tale modo

[image: immagine 9]



.


Altri simboli fanno riferimento a logiche di ordinamento ossia
alla possibilità di elencare i singoli elementi secondo criteri
quantitativi, introducendo informazioni ben oltre il concetto di
disuguaglianza.


Se un elemento è più grande di un altro si indica con il simbolo di
maggiore >, se è più piccolo con quello di minore
<.


Allo stesso modo, per gli insiemi vale il simbolo di inclusione
per indicare una quantità più piccola 

[image: immagine 10]



.


Tali simboli si possono combinare con l’uguaglianza per generare
delle estensioni includendo i concetti di “maggiore o uguale”

[image: immagine 11]




e di “minore o uguale” 

[image: immagine 12]



.


Ovviamente si può avere anche la negazione dell’inclusione data da

[image: immagine 13]



.


Un’ulteriore categoria di simboli logici fa intervenire il concetto
di appartenenza.


Se un elemento appartiene a qualche altra struttura logica si indica
con 

[image: immagine 14]



,
se non appartiene con 

[image: immagine 15]



.


Alcuni simboli logici trascrivono ciò che normalmente si attua nei
processi logici di costruzione verbale.


L’implicazione data da una frase subordinata ipotetica (il
classico “se…allora”) è codificata così 

[image: immagine 16]



,
mentre la co-implicazione logica (“se e solo se”) in tale
modo 

[image: immagine 17]



.


Il costrutto linguistico “tale per cui” è sintetizzato nell’uso
dei due punti :


Infine, vi sono dei simboli logici che codificano le espressioni
“e/o” 

[image: immagine 18]




(disgiunzione inclusiva), “e” 

[image: immagine 19]




(congiunzione logica), “o” 

[image: immagine 20]



(disgiunzione
esclusiva).


Nei primi due casi, si può trovare un corrispettivo nell’unione
tra più elementi, indicata con 

[image: immagine 21]



,
e nell’intersezione tra più elementi 

[image: immagine 22]



.


Tutti questi simboli sono detti connettori logici.


 





 





Principi



 





Vi sono quattro principi logici validi in assoluto nello schema della
logica elementare (ma non lo sono in alcuni schemi di logica
avanzata).


Tali principi sono delle tautologie ed erano conosciuti già nella
filosofia greca antica, facendo parte del sistema logico di
Aristotele. 



 





1) Principio di identità: ogni elemento è uguale a se
stesso.


 





2) Principio di bivalenza: una proposizione o è vera o è
falsa.


 





3) Principio di non-contraddizione: se un elemento è vero, la
sua negazione è falsa e viceversa. Da questo deriva necessariamente
che non può essere vera tale proposizione 

[image: immagine 23]







 





4) Principio del terzo escluso: non è possibile che due
proposizioni contradditorie siano entrambe false. Questa proprietà
generalizza quella precedente, in quanto la proprietà di
non-contraddizione non esclude che entrambe le proposizioni siano
false.


 





 





Proprietà



 





Inoltre, per una generica operazione logica 

[image: immagine 24]



si
possono definire le seguenti proprietà in una generica struttura
logica G (non è detto che tutte queste proprietà valgano per ogni
operazione e per ogni struttura logica, dipenderà da caso a caso).


 





Proprietà riflessiva: 



Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, l’operazione
logica fatta sul medesimo elemento rimanda internamente alla
struttura logica.



[image: immagine 25]







 





Proprietà di idempotenza:


Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, l’operazione
logica fatta sul medesimo elemento dà come risultato lo stesso
elemento.



[image: immagine 26]







 





Proprietà di esistenza dell’elemento neutro:


Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, esiste un altro
elemento tale per cui l’operazione logica fatta su di esso
restituisce sempre l’elemento di partenza.



[image: immagine 27]







 





Proprietà di esistenza dell’elemento inverso:


Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, esiste un altro
elemento tale per cui l’operazione logica fatta su di essi
restituisce sempre l’elemento neutro.



[image: immagine 28]







 





Proprietà commutativa:


Dati due elementi appartenenti alla struttura logica, il risultato
dell’operazione logica fatta su di essi non cambia se si cambia
l’ordine degli elementi.



[image: immagine 29]







 





Proprietà transitiva:


Dati tre elementi appartenenti alla struttura logica, l’operazione
logica fatta sulla catena degli elementi dipende solamente dal primo
e dall’ultimo.



[image: immagine 30]







 





Proprietà associativa:


Dati tre elementi appartenenti alla struttura logica, il risultato
dell’operazione logica fatta di essi non cambia in base all’ordine
nel quale si eseguono le operazioni.



[image: immagine 31]







 





Proprietà distributiva: 



Dati tre elementi appartenenti alla struttura logica, l’operazione
logica fatta su un gruppo di due di essi e sull’altro equivale
all’operazione logica fatta a gruppi di due.



[image: immagine 32]







 





I concetti di uguaglianza, congruenza, similitudine, proporzionalità
ed appartenenza possiedono tutte queste proprietà appena elencate.


I simboli relativi all’ordinamento soddisfanno alle sole proprietà
transitiva e riflessiva.


In tale caso, la proprietà di idempotenza è soddisfatta solamente
includendo anche l’ordinamento con uguaglianza, mentre le altre
proprietà non sono ben definite.


L’implicazione logica soddisfa la proprietà riflessiva, di
idempotenza e transitiva, mentre non soddisfa quelle commutativa,
associativa e distributiva.


D’altro canto la co-implicazione le soddisfa tutte quante così
come lo fanno i connettori logici come la congiunzione logica e la
disgiunzione inclusiva.


Un’operazione in cui valgono contemporaneamente le proprietà
riflessiva, commutativa e transitiva è detta relazione di
equivalenza.


 





In generale, valgono i due teoremi duali di De Morgan:


 






[image: immagine 33]







 





Tali teoremi fanno intervenire le definizioni dei connettori logici e
la proprietà distributiva.


 





 





Logica booleana



 





Per i connettori logici si possono definire, con il formalismo della
cosiddetta logica booleana, delle tabelle di verità in base ai
valori “vero” o “falso” attribuibili alle singoli
proposizioni.
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La negazione è vera se la proposizione è falsa e viceversa.
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La congiunzione logica è vera solamente quando entrambe le
proposizioni sono vere.
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