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  [image: colori250.jpg]Nato a Foligno (PG), nel 1972 si laurea in Matematica con una tesi sulle geometrie non-euclidee.

  Professore di matematica nelle scuole superiori, ha insegnato per 35 anni.

  Dal 1994 vive a Scandolaro dei Trinci in un’antica casa torre di avvistamento isolata tra gli ulivi, alle pendici del monte Cologna.
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  Ha pubblicato (A&B Editrice) i romanzi di narrativa e fantasy La sfera nera (2006); La leggenda dei Turri (2009); Il Regolo incantatore (2011),


  Si occupa anche di pittura.
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  [image: mnamon_100.jpg]È un servizio, per la pubblicazione e la vendita di e-book on-line.


  MNAMON (con l’accento sulla A) si muove sull’idea che l’e-book soppianterà in gran parte la distribuzione della lettura su carta e scommette su quest’avvenire.


  Abbiamo scelto una parola greca a rappresentarci, MNAMON. Il suo significato è “il ricordatore – colui che ha molta memoria – l’archivista”. Anticamente il media che trasmetteva ricordi e contenuti era unico, la parola. Traslando, pensiamo al media unico che trasmetterà e ricorderà: Internet e l’on-line.


  


  In memoria di Enrico (1913-1989)

  e di Rosa (1913-1999)


  a: [image: radice.png] L. L. Radice (Catania 1916 – Bruxelles 1982)


  Introduzione


  Dalla lettura di testi di filosofia e di filosofia della scienza appare evidente l’intima connessione fra l’evoluzione del pensiero filosofico e il progresso scientifico. Ogni qualvolta il filosofo ha rivalutato la scienza come mezzo di conoscenza della natura e del regno dell’uomo, lo scienziato ha sviluppato in maniera notevole lo studio delle scienze e soprattutto della matematica, che di tutte le scienze può considerarsi fondamento e collegamento insieme.


  Il quinto postulato di Euclide ha rappresentato uno dei cardini fondamentali sui quali questa evoluzione si è sviluppata. Esso ha occupato per oltre due millenni il pensiero e l’opera di filosofi e matematici.


  Questo testo tenta di riordinare i momenti più significativi dell’evoluzione scientifica e filosofica, che, partendo proprio dal quinto postulato, hanno condotto alla moderna visione della geometria. Uno sguardo panoramico da Parmenide a Reichenbach, da Talete a Lobaçevskij, per mettere in evidenza gli stretti vincoli che da sempre legano filosofia e ricerca scientifica.


  Se per uno studioso di filosofia è necessario sapere di matematica per meglio approfondire il pensiero dell’uomo e della sua natura, per un matematico è doveroso avere delle conoscenze filosofiche per meglio adempiere al suo ruolo di ricercatore scientifico e concepire in modo completo e responsabile la sua opera di insegnante che prepara allo studio e alla comprensione dei fenomeni del mondo esterno.


  I. La geometria nella scienza antica


  Che la matematica greca abbia potuto esprimere attorno al 300 a.C. un’opera di geometria come gli Elementi di Euclide mostra che il pensiero matematico a quell’epoca si era già sviluppato in maniera notevole. Per i greci del periodo classico la matematica era uno strumento di conoscenza e, al contrario degli egiziani e dei babilonesi, essi non si ponevano il problema della applicabilità. Solo all’epoca di Archimede (Siracusa; 287 – 212 a.C.(?)) (v. App. I/9) i matematici greci raggiunsero un atteggiamento positivo nei confronti delle applicazioni.


  I primi ad avere una ben connessa visione della matematica furono gli studiosi che vanno sotto il nome di pitagorici (da Pitagora di Samo; 580 - 504 a.C. (?)). In stretta correlazione con la loro visione matematica del mondo, e più esattamente, come in seguito vedremo, con la teoria monadistica della materia, i pitagorici svilupparono lo studio della geometria. Secondo la tradizione questo studio, trasportato in Grecia da Talete (di Mileto; 624 - 548 a.C. (?))(v. App. I/1), verrebbe dall’Egitto. Certo, molte conoscenze geometriche si trovano in tempi assai remoti, non solo in Egitto, ma anche in Babilonia e in India. Ad esempio, diversi casi particolari, e forse addirittura il caso generale, della relazione tra il quadrato della ipotenusa e i quadrati dei cateti di un triangolo rettangolo che costituisce il cosiddetto teorema di Pitagora erano già noti prima di Pitagora (v. App. I/2). La scuola pitagorica, però, per prima ordina tali conoscenze in un sistema deduttivo e per quanto ci è dato di sapere questo dei seguaci di Pitagora è il primo di un simile sistema. Le lunghe catene di deduzioni che, movendo da osservazioni semplici ed evidenti, conducono alla scoperta di proprietà più riposte e significative, dovettero appunto costruirsi per lo scopo di fornire la dimostrazione generale dell’anzidetto teorema di Pitagora. (v. App. I/3).


  Col metodo deduttivo i progressi della geometria furono rapidi. Nell’arco di un secolo, all’incirca tra il 550 e 450 a.C., fu sostanzialmente acquisito il possesso della geometria elementare.


  Come fosse costruito il più antico edificio della geometria pitagorica non è dato di sapere con esattezza, ma di certo vi intervenivano tutte quelle proprietà di composizione e decomposizione delle superfici che costituiscono una specie di algebra geometrica (2° libro degli Elementi di Euclide) (v. App. I/4) e insieme il concetto dei numeri figurati (v. App. I/5). Il sistema dovette poi appoggiarsi sopra una teoria generale dei rapporti e delle similitudini, alla quale serviva come base la teoria delle monadi. Infatti la monade (punto materiale esteso) appariva non solo elemento costitutivo dei corpi, ma anche delle figure geometriche. Linee, superfici e solidi erano pensati come unione di punti. Così il confronto tra due linee si otteneva definendo il loro reciproco rapporto o misura in questo modo: se una linea contiene m punti e un’altra n, il loro rapporto è dato da m/n. Soltanto la scoperta delle grandezze incommensurabili (v. App. I/10) doveva rivelare l’errore di questo ragionamento. E, in verità, la scoperta si fece nella scuola stessa, mediante la considerazione del triangolo rettangolo isoscele.


  Se in un triangolo rettangolo isoscele i cateti hanno misura 1 e si suppone che l’ipotenusa sia misurata da m/n, per il teorema di Pitagora dovrà aversi m²=2n². Ma è lecito che i due termini della frazione m/n non contengano entrambi il fattore 2. Supponiamo che n almeno sia dispari. Invece m, il cui quadrato è pari, sarà necessariamente pari, cioè risulterà m=2m1. Allora si dedurrà m²=4m1² e n²= 2m1², quindi pure n dovrebbe essere pari, contro il supposto.


  È verosimile che la scoperta degli incommensurabili sia apparsa agli stessi suoi scopritori una verità scandalosa e imbarazzante, in quanto distruggeva il fondamento stesso della misura, e si può dar credito alla leggenda che narra di un geloso segreto con cui si volle circondarla. Comunque la scoperta degli incommensurabili portò a una revisione dei principi su cui si fondava la geometria pitagorica.


  La veduta astratta che oggi si ha della matematica, fa supporre, in un primo momento, che la crisi dovesse coinvolgere soltanto le basi della geometria: il concetto idealizzato del punto, e la definizione del rapporto di due grandezze. Ma in effetti la crisi fu più profonda e più vasta, in quanto la geometria pitagorica era connessa con la teoria della materia e della natura delle cose, per cui l’elemento dello spazio era la stessa unità pensata come elemento dei corpi. Si comprende perciò come dei pensatori e dei filosofi vengono a rimettere in discussione tutto il sistema delle monadi. La loro critica riuscirà da una parte a segnalare le difficoltà della costruzione mediante monadi della fisica e dall’altra a liberare una geometria veramente razionale, i cui enti sono concepiti per la prima volta come idee, oltrepassanti cioè l’empirico.


  La critica alla geometria pitagorica si esprime in modo rigoroso in Parmenide (d’Elea; 540 a.C. (?)). Egli pone una materia primitiva impenetrabile, cui s’accordano soltanto gli attributi geometrici: spazio pieno o materia estesa. Tale è, in sostanza, la concezione che, circa duemila anni dopo, R. Descartes (Renè Descartes; La Haye en Tourain, Francia, 1596, Stockholm, Svezia, 1654) doveva riprendere come postulato della sua fisica. Per un solo aspetto l’esistente parmenideo differisce dallo spazio del geometra: egli non sa concepirlo come illimitato (“se gli mancasse il limite tutto gli mancherebbe”) e gli attribuisce la forma di una sfera perfetta. Melisso (di Samo; 480 a.C.(?)) correggerà più tardi l’incongruenza di questo modo di pensare.


  Intanto con il razionalismo intransigente di Parmenide la geometria si spoglia di ciò che d’empirico rimane del pitagorico e attraverso una critica rigorosa acquista piena consapevolezza del significato razionale dei suoi enti. Parmenide è un razionalista, anzi è il primo razionalista che si affacci nella storia del pensiero. Egli ritiene che la verità sia da scoprire non guardando le cose come sono fatte, ma riflettendo intorno all’idea che di esse ci formiamo. Perciò la sua teoria della matematica non è fondata su analogie sensibili, ma sopra un concetto razionale di materia che si oppone alla veduta delle monadi. La superficie del geometra, secondo Parmenide, non è un velo dotato di piccolo spessore, la linea non è un filo più o meno sottile, il punto non ha estensione. Questi enti e le figure che con essi si costruiscono hanno un’esistenza puramente ideale: al di là del sensibile. Parmenide sembra aver riconosciuto questo concetto per la prima volta e Proclo (cap. III) commenta la definizione di Euclide: “il punto è ciò che non ha parti” dicendo che essa è conforme al criterio di Parmenide. In un altro frammento il filosofo greco sembra alludere alle contraddizioni cui dà luogo il concetto di punto esteso, che, per “il volgo senza discernimento” degli scolari di Pitagora, sarebbe a un tempo “lo stesso e non lo stesso”, cioè, pari e dispari, limitato e illimitato. Ma la veduta razionale degli enti geometrici è stata chiarita, nel suo contenuto matematico, dal discepolo di Parmenide, Zenone (d’Elea; 504 a.C.(?)) che, con la sua acuta dialettica, diede ai problemi dell’infinito formulazioni che sono rimaste classiche e con le quali egli voleva ridurre all’assurdo la tesi monadica dei pitagorici (v. App. I/6).


  In tutto questo sembra apparire chiaramente un’evoluzione del pensiero matematico. È il principio di una via che, attraverso un’interpretazione sempre più formale, conduce dalla fisica di Parmenide alla metafisica di Platone. Contribuirono in modo più o meno evidente a questa trasformazione Empedocle (d’Agrigento; 500 a.C. (?)), Anassagora (dieci anni più tardi (?)), Leucippo (di Mileto; 480 a.C. (?)), Democrito (460 - 360 a.C.) il quale pare aver esercitato, con il suo razionalismo, una grande influenza su Platone; più grande, comunque, di quanto generalmente si creda.


  *


  Platone (428 - 347 a.C.) non sembra interessarsi della matematica se non per giungere a vedute di tipo molto generale, e l’importanza della matematica consiste per lui non nell’accrescimento dei risultati relativi a questo o quel teorema (è ancora controverso, per esempio, se egli sia stato effettivamente il primo a costruire i cosiddetti solidi platonici (v. App. I/7), cioè i cinque poliedri regolari collegati ai quattro elementi e all’Universo preso come un tutto), quanto al suo appassionato stimolo all’indagine e alle ricerche sull’essenza della matematica.


  Platone trova nelle cognizioni matematiche qualcosa che la mente intuisce, almeno in apparenza, al di là dal senso: “Gli elleni, dice, sono molto ignoranti. La maggior parte di loro non sa che esistono grandezze incommensurabili”. Egli vuol dire: il pensiero matematico riesce a scoprire verità, che al pari di questa non potrebbero mai essere acquisite con l’esperienza.


  Ma: cosa sono gli enti matematici?


  La critica alla scuola pitagorica ha già riconosciuto che essi non sono gli oggetti rappresentati nella realtà sensibile, pure fanno parte, a loro modo, di una realtà intelligibile. La mente non può darli ad arbitrio, anzi li vede come qualcosa di dato e di necessario fuori di sé. L’atteggiamento razionalistico di Platone si esplica in ciò che egli scorge come mondo della verità, non già il mondo delle cose sensibili, ma il mondo delle Idee. Il termine idea significava per i matematici contemporanei del filosofo forma o schema; Platone dà invece a questo termine il senso nuovo di qualità o specie. Le idee esistono, secondo Platone, come oggetti di un mondo ideale che risponde al pensiero, cioè sono enti che soddisfano ai principi della invariabilità logica. Dunque i caratteri fissi e non le variazioni accidentali degli individui vengono a formare il vero scopo della scienza.


  Platone non approfondisce il problema della scienza stessa, sul come possa fondarsi, ma ne coglie l’aspetto formale, e, in questo senso, il risultato della sua riflessione reca un acquisto perenne alla filosofia scientifica. Infatti il modello dei Tipi e delle Idee su cui Platone basa il suo pensiero è pur sempre offerto dalla matematica. “Quelli che si occupano di geometria e di aritmetica, egli dice, assumono il pari e il dispari, e le figure a tre specie di angoli, e altri simili supporti nelle dimostrazioni, e, come avendone una conoscenza certa, questi supporti li prendono per base e, quasi fossero evidenti, non pensano affatto a darne alcuna ragione né a se stessi, né agli altri, anzi, di qui partendo, ordinatamente dimostrano tutto il resto giungendo infine a ciò che si proponevano di dimostrare… Essi si valgono, perciò, di figure visibili e ragionano su di esse, non pensando ad esse, ma a quelle di cui queste sono le immagini, ragionando sul quadrato in se stesso e sulla diagonale, anziché su quello, o quella, che disegnano, quasi ombre o immagini specchiate dall’acqua, tutte le adoperano come rappresentazioni cercando di vedere attraverso di esse i loro originali, che non sono visibili se non dall’intelligenza idealizzatrice…”


  Nella sua distinzione tra i diversi modi di considerare un concetto geometrico, egli scelse come esempio il circolo, e distingue:


  1) “qualcosa che è detto circolo, che ha appunto quel nome che noi abbiamo pronunciato”.


  2) la definizione linguistica del concetto.


  3) l’immagine corporea di esso.


  4) la conoscenza che ha per oggetto.


  5) “il protociclo in sé, ideale, ma con ciò il più reale di tutti”.


  Perché il circolo ideale è per lui il più reale? Egli scrive nel Fedone: “… deve formarsi in noi il pensiero che tutti gli uguali che cadono sotto la sensazione aspirano ad essere quello che è uguale in sé e a cui tuttavia rimangono inferiori”. E da ciò viene tratto come conseguenza: “Dunque, prima che noi cominciassimo a vedere e a dire e insomma a fare uso degli altri nostri sensi, bisognava pure che ci trovassimo in possesso della conoscenza dell’uguale in sé, ciò che realmente esso è …”. Come si vede la scuola platonica educa al culto del rigore, alimentando l’illusione di un pensiero che crea senza bisogno di ricorrere a modelli sensibili. Essa sostiene ed accresce la forza del ragionamento. “Qui non entri chi non è geometra”, era scritto all’ingresso dell’Accademia fondata da Platone ad Atene nei giardini sacri di Academo.


  Platone spinge il concetto del rigore logico alle sue estreme conseguenze: le idee matematiche non sono apprese coi sensi, ma piuttosto ricordate dall’anima che le ha conosciute in un mondo anteriore. Quindi, proprio perché il concetto dell’uguale, così come gli altri concetti matematici fondamentali, non si incontrano allo stato puro nel mondo delle osservazioni sensibili perché noi li abbiamo ricevuti prima della nascita, deriva ad essi una realtà a prescindere da ogni osservazione sensibile. Con ciò Platone ha dato un fondamento metafisico alla matematica che dopo oltre duemila anni veniva riconosciuto come valido da molti uomini di scienza. Per esempio Ernst Goldbeck (1861-?) scrivendo in Die geozentrische Lehre des Aristoteles und ihre Auflösung (1911): “Nella matematica abbiamo di fronte a noi uno sterminato regno ideale, l’ampiezza e la profondità del quale nessuno ha ancora misurato”, mostra di essere un moderno discepolo di Platone. Anche nel saggio di Jean-Batptiste Hamel (Vire 1624 – Parigi 1706) sull’ essenza della geometria si trovano chiari riferimenti alla dottrina delle Idee.


  Resta da far vedere che la matematica moderna si è liberata da questa origine metafisica della sua scienza, e, per poter in seguito ben valutare questo fatto, è stato necessario familiarizzare in modo approfondito con le concezioni di Platone. È chiaro comunque che, oltre alla concezione metafisica della geometria, Platone sentì, come conseguenza, la necessità di dare alla geometria una base logica sulla quale costruire le sue fondamenta. Egli scrive nella Repubblica: “La geometria e le scienze annesse sognano rispetto all’esistente, ma è impossibile che lo vedano ad occhi aperti, finché si valgono di postulati e li tengono fermi, senza potersene rendere conto”. Per Platone uno sviluppo del sapere logicamente perfetto dovrebbe costruirsi sulla base di semplici definizioni o di assiomi logici. È il suo un ideale della perfezione matematica che si ritrova nel pensiero dei filosofi moderni fino a Leibniz (Gottfried Wilhelm Leibniz; Lipsia 1646 – Hannover 1716) che tanto influenzò il pensiero di Kant.


  *


  Dopo il razionalismo sperimentale di Parmenide e il razionalismo formale di Platone, Aristotele (n. 384 a.C.) ha tentato di armonizzare la teoria delle Idee con la realtà empirica. La logica aristotelica costituisce una sistemazione organica dell’arte del ragionamento: essa attinge alle riflessioni dei matematici intorno ai principi e all’ordine delle loro discipline. Per Aristotele la ricerca delle definizioni e degli assiomi logici, avanzata da Platone, è da rimandare all’arte della persuasione che mira soltanto al verosimile. L’ordinamento della vera scienza ragionata riceve un trattamento proprio negli Analitici ove egli analizza e classifica i tipi elementari del ragionamento deduttivo, attraverso i quali si rende possibile il controllo di una deduzione comunque complicata, decomponendola in successivi passaggi semplici. Ma le deduzioni, per Aristotele, hanno solo un valore relativo. Per costruire la scienza, egli afferma, non basta dedurre, occorre dimostrare.


  Ma su che cosa si fonda la dimostrazione?


  Rispondono a questo problema gli Analitici spiegando quale sia l’ordine di una scienza dimostrativa sul modello della matematica. La dimostrazione fa capo ai principi della scienza, che si distinguono in:


  1) Termini o definizioni.


  2) Supposizioni di esistenza delle cose designate dai termini.


  3) Proposizioni immediate che, secondo i pitagorici, vengono chiamati assiomi, e che occorre conoscere per approfondire qualsiasi cosa.


  4) Ipotesi o Postulati, che si introducono necessariamente nell’insegnamento della matematica, o anche nella discussione, ammettendo l’esistenza di qualche cosa di cui non si abbia una visione concreta.
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