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2
OPERAZIONI ARITMETICHE ELEM

ARI

Introduzione

In aggiunta alla logica, I’alfabetico matematico si fonda sui numeri che
sono delle astrazioni concettuali per codificare le differenti quantitd di un
dato elemento.

Quasi tutti gli alfabeti numerici, come ad esempio il nostro, si basano su
dei caratteri dati dalle cifre; nel nostro sistema numerico decimale, le cifre
sono dieci, includendo lo zero che indica la quantita nulla.

Un numero & dato dalla composizione di pill cifre; partendo da destra,
I'ultima delle cifre rappresenta le unita, la penultima le decine, la
terzultima le centinaia, la quartultima le migliaia.

Possiamo definire delle operazioni elementari legate ad ogni alfabeto
numerico, per comodita di uso consideriamo solo il sistema decimale che
noi utilizziamo diffusamente.

Addizione e sottrazione

L’addizione tiene conto della maggiorazione di una quantita con un’altra
(o con delle altre).

Le singole quantita sono dette addendi, mentre il risultato dell’addizione &
detto somma.

Per ’addizione valgono le proprieta commutativa ed associativa, inoltre
I’elemento neutro ¢ dato dallo zero.

L’addizione soddisfa altresi ad una proprieta di ordinamento essendo la
somma sempre maggiore dei singoli addendi e, viceversa, ogni addendo
sempre minore della somma.

11 simbolo matematico dell’addizione ¢ il +.

La sottrazione tiene invece conto della minorazione di una quantitd con
un’altra (o con delle altre).
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A B A=B
F F \4

F \4 \4

v F F

v \4 \4

B 4 B4
v \4 \4

F \4 \4

\4 F F

F F \4

Come si vede le due tabelle delle verita coincidono.
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VA,B,CeG= Ax(B+C)=(4£B)x(4+C)

L’elemento neutro ¢ dato dall’'unita (ogni numero moltiplicato per 1 da
sempre se stesso), mentre vale sempre la regola dei segni esposta in
precedenza.

Inoltre per la moltiplicazione vi & anche un elemento zero, dato appunto
dallo zero (ogni numero moltiplicato per zero, da sempre zero).

La divisione & 1’operazione inversa della moltiplicazione.

1 numero da dividere & detto dividendo, il numero che divide & detto
divisore mentre il risultato & detto quoziente.

11 simbolo della divisione & dato da = , a volte viene usata anche la barra / .
Per la divisione non valgono le proprieta elencate per la moltiplicazione.
L’elemento neutro € dato dall’unita (ogni numero diviso per 1 da sempre
se stesso) e vale sempre la regola dei segni esposta in precedenza.

Non ¢ invece definita |’operazione di divisione per zero.

Se il dividendo ¢ maggiore del divisore, il quoziente ¢ maggiore di 1, se
invece & il dividendo ¢ minore del divisore, tale quoziente ¢ minore di 1.
L’operazione di divisione fa comparire i numeri non interi ossia numeri
definibili solamente utilizzando cifre piu piccole dell unita.

Per tali cifre, si usa la convenzione di porre una virgola tra la parte
superiore all’unita e quella inferiore all’unita.

Le cifre dopo la virgola esprimono, rispettivamente, i decimi, i centesimi, i
millesimi e via dicendo.

Quando il dividendo ¢ un multiplo del divisore, il quoziente & un numero
intero ed & detto quoto e, in tale caso, il dividendo & divisibile per il
divisore, essendo il resto nullo.

Un numero & sempre divisibile per se stesso (dando come quoto 1) e per 1
(dando come quoto se stesso).

I numeri che sono divisibili solo per se stessi e per 1 sono detti numeri
primi.

I numeri divisibili per 2 sono detti pari, quelli non divisibili per 2 dispari.
Un quoziente si pud sempre esprimere come somma di un quoto e di un
resto.

I quozienti non interi possono avere un numero limitato di cifre decimali
oppure un numero infinito di tali cifre.

In quest’ultimo caso, si parla di numeri periodici in quanto le cifre
decimali (tutte o una parte di esse) si ripetono sempre nella stessa
sequenza.

La periodicita & indicata con un segno sopra la cifra o le cifre periodiche.
Ad esempio il quoziente ricavato dalla divisione tra 1 e 3 & dato da un

numero avente infinite cifre decimali tutte pari a 3 e si indica cosi 03,
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La quantita a cui si sottrae ¢ detta minuendo, quella da sottrarre & detta
sottraendo, mentre il risultato & detto differenza.

Per la sottrazione vale la proprieta associativa, 1’elemento neutro & sempre
dato dallo zero ed & soddisfatta una proprieta di ordinamento essendo la
differenza sempre minore del minuendo e, viceversa, il minuendo sempre
maggiore della differenza.

11 simbolo matematico della sottrazione ¢ il meno —.

Un particolare caso di sottrazione si ha quando il sottraendo ¢ maggiore
del minuendo.

In tale caso, la differenza risulta negativa, ossia minore di zero.

I numeri negativi sono esattamente identici nella forma a quelli positivi
salvo anteporre il segno — .

Cosi facendo si vede che la sottrazione non soddisfa alla proprieta
commutativa, ma ad un’altra detta anti-commutativa:

VA,BeG=>A-B=-(B-4)

Tale formulazione ci permette di unificare i concetti di addizione e
sottrazione.

Possiamo associare i segni + e — ai singoli numeri e non all’operazione.
Pertanto la sottrazione ¢ un’addizione tra un numero positivo e uno
negativo, valendo la ben nota regola dei segni secondo la quale un numero
pari di segni concordi (due pill o due meno) restituisce un segno positivo,
mentre un numero pari di segni discordi (un pilt e un meno) da come
risultato un segno negativo.

Accade viceversa se vi sono numeri dispari di segni concordi e discordi.

In questa visione unificatrice, la proprietd commutativa ¢ valida sempre in
quanto la sottrazione ricade nell’addizione. Inoltre ogni numero possiede
un inverso rispetto all’operazione di addizione/sottrazione dato dal suo
omologo negativo.

Moltiplicazione e divisione

La moltiplicazione € un’operazione che riassume I’addizione iterata di
numeri uguali.

I numeri da moltiplicare sono detti fattori, mentre il risultato & detto
prodotto.

11 simbolo della moltiplicazione & dato da * , anche se in matematica si
usa pill spesso il puntino - oppure il simbolo della moltiplicazione si
omette totalmente (e cid avviene nella stragrande maggioranza dei casi).
Per la moltiplicazione valgono le proprietd commutativa e associativa,
inoltre vale la proprieta distributiva rispetto all’addizione e alla sottrazione:
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Applicazioni della logica booleana: i calcolatori elettronici

La logica booleana, detta anche algebra di Boole, ¢ alla base dei moderni
calcolatori elettronici.

In effetti, una memoria di un computer, o un processore dello stesso o di
uno smartphone, & basata su singole unita che sono connesse tramite delle
operazioni logiche.

Nei calcolatori elettronici, ogni singolo comando viene codificato da
linguaggi di alto livello (ad esempio i sistemi operativi) che a loro volta si
basano su codici di programmazione di medio livello.

Tali codici vengono mediati da altri programmi che agiscono direttamente
sulla parte fisica della macchina.

11 cuore di ogni calcolatore elettronico ¢ dato da un’unita logica in grado di
codificare ed eseguire un gran numero di operazioni logiche al secondo.

In elettronica, le operazioni logiche sono cosi definite:

- la negazione & detta NOT

- la congiunzione logica & detta AND

- la disgiunzione inclusiva ¢ detta OR

- la disgiunzione esclusiva & detta XOR.

Inoltre le negazioni delle precedenti sono dette NAND, NOR e XNOR.

I calcolatori elettronici sono composti da miliardi di celle logiche
elementari ognuna delle quali codifica una di queste operazioni logiche.

11 sistema di numerazione binaria, che prevede solamente due cifre 0 e 1,
si adatta molto bene ad interpretare la logica booleana. Alla cifra 0
corrisponde lo stato di “falso”, a quella 1 lo stato di “vero.”

In informatica, queste cifre sono dette bit.

Fisicamente, lo stato di falso & costituito da un circuito non polarizzato
(ossia senza applicazione di tensione elettrica), mentre lo stato di vero da
un circuito polarizzato.

Applicando quindi una tensione continua di riferimento (per molti anni &
stata di 5 volt in continua, ma oggi si tende a diminuire tale valore da 3,3
volt a 2,1 fino a 1,8 o 1,3 0 0,9 volt), si possono individuare i differenti
stati logici e costruire le basi fisiche di un calcolatore elettronico.

Approfondimento: il sillogismo e la logica matematica

11 sillogismo si sviluppa attorno a tale ragionamento suddiviso in tre
enunciati:

Primo enunciato: tutti gli uomini sono mortali.
Secondo enunciato: Socrate & un uomo.
Terzo enunciato: Socrate & mortale.
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Esercizio 2

Costruire la tabella di verita per il seguente costrutto logico.

(AAB)v(4v B)
F F F
F v \4
v F \4
v \4 v
A B AAB
v \4 v
v F F
F \4 F
F F F

Applicando la disgiunzione inclusiva alle due tabelle si evince che il
costrutto logico & sempre vero.
Si tratta quindi di una tautologia.

Esercizio 3

Giustificare, tramite la logica booleana, la veridicita del metodo di
dimostrazione della contronominale.

11 metodo di dimostrazione della contronominale si basa sul negare la tesi
e dimostrare che tale negazione implica la negazione delle ipotesi.

A=B

In termini logici significa ammettere che se & vera *

necessariamente vera anche B=4 :
Dalla logica booleana sappiamo che Iimplicazione logica & falsa
solamente se la causa € vera e la conseguenza & falsa.

, allora &
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Tradotto con la simbologia della logica matematica esso diviene (detto A
I'insieme di tutti gli uomini, b I’elemento identificativo di Socrate e C il
fatto di essere mortali):

ADClbed:b>C

E evidente che, logicamente, questo ragionamento & ineccepibile.

11 vero problema sta proprio nel primo enunciato.

Dire “tutti gli uomini sono mortali” significa di per sé sapere gia che
Socrate, in quanto uomo, & mortale. Detto in altri termini, il primo
enunciato deriva da un’induzione gia nota a priori e, come tale, ¢ una
congettura che non pud essere dimostrata, ma presa per vera (il buonsenso
ci dice che & cosi).

Come tale, il sillogismo, essendo un ragionamento che si basa su un primo
enunciato induttivo, non genera reale conoscenza.

Alla fine del terzo enunciato sappiamo che Socrate & mortale, ma in realtd
lo sapevamo gia all’inizio, in quanto, per poter affermare che tutti gli
uomini sono mortali, dovevamo, per forza di cose, avere gia incluso
Socrate stesso.

La logica moderna prescinde dall’'uso del sillogismo per arricchire la
conoscenza, facendo leva su altri costrutti logici, basati sulla deduzione e
la dimostrazione dei teoremi.

Esercizi

Esercizio 1

Dimostrare, tramite le proprieta logiche, il primo teorema di De Morgan.

11 primo teorema di De Morgan afferma che:

VA, BeG:(4nB)-AvB

Applicando la proprietd distributiva della negazione rispetto alla
congiunzione logica si giunge al risultato del teorema di De Morgan.

Allo stesso modo, si dimostra il secondo teorema.

Un metodo alternativo di dimostrazione consiste nel ricorrere alle tabelle
della verita.

18





OEBPS/images/ebook_page_image_39883_28.jpg
1 - Logica matematica elementare

NEGAZIONE

A A
v F
F v

La negazione ¢ vera se la proposizione ¢ falsa e viceversa.

Parte prima

CONGIUNZIONE LOGICA
4 AnrB
o
F F F
F v F
v F F
v v v

La congiunzione logica & vera
sono vere.

olamente quando entrambe le proposizioni

DISGIUNZIONE INCLUSIVA

A B

A

v B

F F F

F v v

v F v

v v v
La disgiunzione inclusiva & falsa solamente quando entrambe le
proposizioni sono false.

DISGIUNZIONE ESCLUSIVA

A E

F F F
F v v
\4 F v
v v F

La disgiunzione esclusiva & falsa se entrambe le proposizioni sono false (o

vere).
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Proprieta associativa:

Dati tre elementi appartenenti alla struttura logica, il risultato
dell’operazione logica fatta di essi non cambia in base all’ordine nel quale
si eseguono le operazioni.

VA,B,CeG:(AeB)e(C =

«(BeC)

Proprieta distributiva:

Dati tre elementi appartenenti alla struttura logica, 1’operazione logica
fatta su un gruppo di due di essi e sull’altro equivale all’ operazione logica
fatta a gruppi di due.

VA.B.CcG = Ae(Be(C)=(A4AeB)e(A4e()

I concetti di uguaglianza, congruenza, similitudine, proporzionaliti ed
appartenenza possiedono tutte queste proprieta appena elencate.

I simboli relativi all’ordinamento soddisfanno alle sole proprieta transitiva
e riflessiva. In tale caso, la proprietd di idempotenza ¢ soddisfatta
solamente includendo anche I’ordinamento con uguaglianza, mentre le
altre proprieta non sono ben definite.

L’implicazione logica soddisfa la proprieta riflessiva, di idempotenza e
transitiva, mentre non soddisfa quelle commutativa, associativa e
distributiva.

Draltro canto la co-implicazione le soddisfa tutte quante cosi come lo
fanno i connettori logici come la congiunzione logica e la disgiunzione
inclusiva.

Un’operazione in cui valgono contemporaneamente le proprieta riflessiva,
commutativa e transitiva & detta relazione di equivalenza.

In generale, valgono i due teoremi duali di De Morgan:

VA,BeG:(AANB)=AVvB
VA,BeG:(AvB)=AAB

Tali teoremi fanno intervenire le definizioni dei connettori logici e la
proprieta distributiva.

Logica booleana

Per i connettori logici si possono definire, con il formalismo della
cosiddetta logica booleana, delle tabelle di verita in base ai valori “vero” o
“falso” attribuibili alle singoli proposizioni.
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genere, seguendo tale schema, si applica un meccanismo che
dall’'universale giunge al particolare.

Dall’altro lato, si ha ’induzione che partendo da casi particolari astrae una
legge generale. Come pill volte messo in evidenza nel corso della storia
della logica, ogni induzione & in realtd una congettura e pertanto, se si
vuole utilizzare il metodo logico induttivo, tali proposizioni sono da
considerarsi degli assiomi.

Nella logica moderna, che non andremo ad esporre in questo paragrafo in
quanto tratta di concetti avanzati ben oltre lo scopo di queste semplici basi
elementari, il metodo induttivo non & accettato come ragionamento logico
corretto per dimostrare matematicamente delle tesi.

11 metodo deduttivo & dunque il metodo principale della dimostrazione
matematica.

Esso si distingue in metodo diretto, nel quale si dimostra effettivamente la
tesi partendo dalle ipotesi e in metodo indiretto, nel quale si suppone vera
1a tesi e si ricostruisce a ritroso il percorso logico per giungere alle ipotesi.
11 metodo indiretto pud, a sua volta, fare ricorso alla dimostrazione per
assurdo che, negando la tesi, fa si che si giunga ad una contraddizione
logica e quindi la tesi rimane dimostrata per il principio del terzo escluso.

11 metodo per assurdo consiste dunque non nel dimostrare che A=B,

vera, ma che 4 — B sn

A volte, si pud ricorrere alla dimostrazione della cosiddetta
contronominale per giungere alla dimostrazione del teorema.

Cio ha origine dalla seguente relazione logica.

Seevern 4 =8 , allora & necessariamente vera anche B 4,

In alcuni pamcolan settori della matematica, ad esempio in geomema si
possono utilizzare particolari costrutti dimostrativi come quelli della
similitudine e dell’equivalenza.

I procedimenti di dimostrazione logica sono costruttivi e iterativi, nel
senso che si possono usare risultati precedenti per dimostrare nuove tesi (&
il caso dei lemmi e dei corollari ad esempio) oppure si possono utilizzare
gli stessi procedimenti logici un numero di volte sufficiente per giungere
alla dimostrazione della tesi.

Infine, facciamo notare che i teoremi matematici, proprio perché sono da
dimostrare, non sono né veri né falsi in assoluto; sono le ipotesi a
determinare la veridicita o meno delle tesi.

Proprio per questo, una generale estensione delle conoscenze matematiche
& data dal meccanismo dell’indebolimento delle ipotesi.

Data una generale tesi dimostrata sotto opportune ipotesi, quali di queste
ultime possono essere “rilassate’ per ottenere la medesima tesi?

Se invece si cambiano altre ipotesi, quali nuove tesi si possono dedurre?
Queste sono le domande principali che spingono al superamento delle
conoscenze precedenti sia in ambito logico sia in quello matematico.
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IMPLICAZIONE LOGICA

A B A=EB

F F A\
F v v
A\ F F
A\ v v

L’implicazione logica & falsa solamente se la causa ¢ vera e la
conseguenza & falsa.

CO-IMPLICAZIONE LOGICA

A B ASB
F F \4

F A4 F

\4 F F

v A4 \4

La co-implicazione logica ¢ vera se entrambe le proposizioni sono vere (0
false).

Nel caso in cui 'implicazione logica sia vera, A ¢ detta condizione
sufficiente per B, mentre B ¢ detta condizione necessaria per A.
L’implicazione logica & la via maestra per la dimostrazione dei teoremi,
considerando che A rappresenta le ipotesi B le tesi, mentre il
procedimento dell’implicazione logica ¢ la dimostrazione del teorema.

La co-implicazione logica ¢ una relazione di equivalenza.

In questo caso A e B sono concetti logicamente equivalenti e sono
entrambi condizioni necessarie e sufficienti per Ialtro.

Ricordando le proprietd esposte, la co-implicazione logica si pud
esprimere anche come:

Ao B=(A=B)A(B=> 4)

Applicazioni della logica: dimostrazione dei teoremi

La dimostrazione matematica di un teorema si pud basare su due grandi
categorie logiche.

Da un lato vi & la deduzione che, partendo da ipotesi considerate vere (o
gia dimostrate in precedenza), determina la validitd di una tesi in virtd
della sola coerenza formale e logica del ragionamento dimostrativo. In
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a.c _dc
b d bd
a,c_adtcd
b d  bd

Una relazione letterale che lega MCD e mcm tra due numeri ¢ data da:

MCD(a.b)- mem(a,b)=a-b

Operazioni sulle potenze

L’elevamento a potenza e ’estrazione di radice sono cosi denotati

n

a

E si leggono come “a elevato alla n-esima potenza™ e “radice n-esima di
2
Le proprieta sono le seguenti:

men

m__n
a -a =a

(am)n —q™"

Quindi il prodotto di potenze aventi la medesima base ¢ dato dalla somma
delle potenze, mentre I’elevamento a potenza di una potenza ¢ dato dal
prodotto delle potenze.

Ricordando che esponenti negativi riconducono a simboli frazionari:

1

m

-m

Si ha la seguente proprieta duale relativa alla divisione tra potenze aventi
1la medesima base:
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4
CALCOLO LETTERALE

Operazioni

In matematica ¢& di diffuso utilizzo il calcolo letterale ossia la sostituzione
dei numeri con lettere che possono assumere qualsivoglia valore numerico.
La scelta delle lettere & del tutto casuale e non inficia la validita generale
di quanto andremo ad esporre. Tale settore della matematica si chiama
algebra e le operazioni che andremo ad elencare sono dette algebriche.
Cosi facendo si possono scrivere le operazioni di addizione e sottrazione
in tale modo:

atb=c

E allo stesso modo possono essere riscritte le proprieta di queste
operazioni.

Identicamente, per la moltiplicazione si ha (ricordando i vari simboli e la
possibilita di ometterli):

axb=a-b=ab=c

Per la moltiplicazione possiamo cosi riscrivere la proprieta distributiva
rispetto all’addizione e alla sottrazione:

a-(btc)=(a-b)+(a-c)=ab+ac

Tale proprietd, se letta in senso inverso ossia da destra a sinistra, si chiama
raggruppamento a fattor comune ed ¢ determinante nello sviluppo di
espressioni contenenti il calcolo letterale.

Per le frazioni, valgono le seguenti proprietd di moltiplicazione e di
addizione/sottrazione:
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I’elevamento all’ennesima potenza di una radice ennesima di un numero
restituisce il numero stesso.
La seconda proprietd afferma che la radice ennesima di una radice

emmesima ¢ data da una radice avente come indice il prodotto di n per m.
La terza proprieta indice I’interscambiabilita delle operazioni di radice e di
elevamento a potenza.

L’ultima proprieta € detta razionalizzazione del denominatore (se letta in
senso inverso viene detta irrazionalizzazione).

Condizioni di esistenza

Tutte le operazioni presentate in questo capitolo sono definite solamente
sotto due condizioni distinte, che d’ora in poi chiameremo condizioni di
esistenza.

La prima & data dal denominatore di una frazione, che deve essere sempre
diverso da zero.

La seconda ¢ data dal radicando di una radice pari, che deve essere sempre
maggiore o uguale a zero.

In formule si ha:

3%<b20
)

n=21>Wa=az=0

Monomi

Definiamo monomio un’espressione algebrica, nella quale non compaiono
né addizioni né sottrazioni, costituita da un coefficiente numerico e da una
parte letterale.

11 grado di un monomio & la somma degli esponenti presenti in esso.

Due monomi si dicono simili se hanno uguale parte letterale elevata ai
medesimi esponenti.

La moltiplicazione e la divisione dei monomi derivano dalle regole
espresse parlando di potenze, ad esempio si ha, con K e H coefficienti
numerici qualsiasi:

(Ka"b"c?d?)-(Hd' b’e") = KHa"" b"~c?de’
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m—n

Ossia la divisione tra potenze aventi la medesima base & data dalla
differenza delle potenze.
Se invece le basi cambiano ma sono identici gli esponenti, si ha:

=(a-b)"

fa\
b

Le due proprieta appena citate sono dette raggruppamento a fattor comune
della potenza.

Operazioni sui radicali

Ricordando che esponenti frazionari riconducono all’estrazione di radice:

1

a =%a

Si hanno le seguenti proprieta dei radicali:
fiaf ~a
W%l —™a
Va™ = {af

n/ a”

La prima proprietd riassume le definizioni di elevamento a potenza ed
estrazione di radice e afferma che esse sono operazioni inverse ossia
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BrA={0}

Dove al secondo membro & presente I’ insieme vuoto.

Si dice sottoinsieme proprio un insieme contenuto in un altro 2= 4 se
vale anche I"uguaglianza ¢ detto improprio.

L’insieme vuoto ¢ sottoinsieme di qualunque insieme esistente.

Si indica invece I'insieme delle parti come quell’insieme che € formato
dagli elementi composti dai sottoinsiemi dell’insieme di partenza

Detto A I’insieme di partenza, I’insieme delle parti ¢ P(A) e vale sempre
tale relazione:

card(P(A4)) > card(A)

Insiemi numerici

Possiamo costruire degli insiemi numerici ossia degli insiemi i cui
elementi sono i numeri.

L’insieme dei numeri naturali, indicato con N, € Iinsieme dei numeri
interi positivi.

L’insieme dei numeri relativi, indicato con Z, € I'insieme dei numeri interi
sia positivi sia negativi.

L’insieme dei numeri razionali, indicato con Q, & I'insieme dei numeri
ottenibili come rapporti tra due numeri interi sia positivi sia negativi.
L’insieme dei numeri irrazionali, indicato con I, ¢ I'insieme dei numeri
decimali non periodici che non possono essere espressi come rapporto tra
due numeri interi.

L’insieme dei numeri reali, indicato con R, & I'unione dell’insieme dei
numeri irrazionali con quelli dei numeri razionali.

‘Valgono dunque le seguenti proprieta tra tali insiemi:

R=0QuI
NcZcQcR

Nell’insieme dei numeri naturali & definita ’addizione e la moltiplicazione
tra due numeri naturali, inoltre valgono le proprieta associativa,
commutativa, distributiva e I’esistenza dell’elemento neutro (lo zero per
I"addizione e I'uno per la moltiplicazione).Tale insieme & chiuso nel senso
che anche la somma e il prodotto di numeri naturali sono numeri naturali.
L’insieme dei numeri naturali si puo ricavare per via assiomatica dagli
assiomi di Peano che sono rispettivamente:
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3
TEORIA DEGLI INSIEMI

Introduzione

Definiamo il concetto primitivo ed intuitivo di insieme matematico come
una collezione di oggetti, detti elementi, indicati con lettere minuscole,
mentre gli insiemi con lettere maiuscole.

Se un elemento appartiene ad un dato insieme si indica con il simbolo
logico di appartenenza.

Due insiemi coincidono se e solo se hanno gli stessi elementi.

Un insieme si dice finito se ha un numero finito di elementi, viceversa &
detto infinito.

11 numero di elementi di un insieme finito & detto cardinalita e si indica
con card(A).

Operazioni

Sugli insiemi si possono eseguire le operazioni logiche, gia descritte nel
primo capitolo, di unione, intersezione e negazione.

L’unione corrisponde alla disgiunzione inclusiva, mentre I’intersezione
alla congiunzione logica.

Possiamo definire anche la differenza tra I'insieme B e I'insieme A allo
stesso modo di come si definisce la differenza di due numeri.

Definiamo prodotto cartesiano, 'insieme di tutte le possibili coppie
ordinate (a,b) con a che appartiene all’insieme A e b all’insieme B.

11 prodotto cartesiano si indica cosi:

A®B

Due insiemi si dicono disgiunti se non hanno nessun elemento in comune
ossia
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Due insiemi si dicono equicardinali o equipotenti se fra i loro elementi si
puod stabilire una corrispondenza biunivoca ossia se ad ogni elemento di A
si associa uno e un solo elemento di B e viceversa.

La proprieta di equicardinalita & una relazione di equivalenza e possiamo
suddividere gli insiemi finiti in classi di equivalenza, ciascuna delle quali
puod essere rappresentata da un numero naturale.

A questo punto, quella classe di insiemi che si pud porre in corrispondenza
biunivoca con I'insieme dei numeri naturali ha la medesima cardinalita di
quest’ultimo e si dice cardinalita del numerabile (Iinsieme viene dunque
detto numerabile, anche se & infinito).

Cosi facendo si vede che N e Z possiedono la cardinalita del numerabile.
Cantor dimostrd che anche Q ha la cardinalita del numerabile ossia si pud
mettere in relazione biunivoca con Iinsieme dei numeri naturali sotto
opportune classi di equivalenza.

L’insieme dei numeri reali invece non puo essere messo in corrispondenza
biunivoca con quello dei numeri naturali proprio per la presenza dei
numeri irrazionali che non possono essere in alcun modo fatti rientrare in
alcuna classe di equivalenza in quanto possiedono infinite cifre decimali
non periodiche. L’insieme dei numeri reali non ha dunque cardinalita del
numerabile, ma si dice che ha cardinalita del continuo.

Esercizi

Esercizio 1

Dimostrare che nell’insieme dei numeri naturali valgono le proprieta
associativa, commutativa, distributiva e I’esistenza dell’elemento neutro
(lo zero per I’addizione e I'uno per la moltiplicazione).

Nell’insieme dei numeri naturali sono definite le operazioni di addizione e
di moltiplicazione. La proprieta commutativa dell’addizione deriva dalla
combinazione degli assiomi numero 2 e numero 4 di Peano. La proprieta
commutativa della moltiplicazione discende da quest’ultima, ricordando
che la moltiplicazione altro non & se non una somma (moltiplicare un
numero per un altro significa sommare il numero stesso per una quantita di
volta pari alla cifra che moltiplica). La proprieta associativa dell’addizione
deriva dagli assiomi 2 e 4 e dalla proprietd commutativa. Identicamente
per il caso della moltiplicazione. Da questo due proprieta deriva quella
distributiva dell’addizione e della moltiplicazione. L’elemento neutro
dell’addizione ¢ il primo assioma di Peano. L’elemento neutro della
moltiplicazione & il primo successore dello zero.
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1) Esiste un numero naturale corrispondente alla quantita nulla detto zero.
2) Ogni numero naturale a ha un numero naturale successore, indicato
come S(a)

3) Zero non & successore di alcun numero naturale

4) Numeri naturali distinti hanno successori distinti

5) Se una proprieta P & posseduta dallo zero e dal successore di ogni
numero naturale che possiede tale proprietd, allora la proprieta ¢ posseduta
da tutti i numeri naturali

Da quanto esposto, si vede che 1'ultimo assioma di Peano fa uso del
principio di induzione.

Nell’insieme dei numeri relativi valgono le medesime proprieta citate per
I'insieme dei numeri naturali con in aggiunta I’operazione di sottrazione e
Iesistenza dell’elemento opposto (che ¢ il negativo del numero
selezionato).

Nell’insieme dei numeri razionali valgono le medesime proprieta citate per
Iinsieme dei numeri relativi con in aggiunta I’operazione di divisione,
definita sempre tranne che per denominatori uguali a zero.

Nell'insieme dei numeri irrazionali viene definita in modo univoco
I’estrazione di radice, a patto che il radicando di una radice pari sia
maggiore o uguale a zero.

Nell’insieme dei numeri reali sono definite tutte le operazioni sopraesposte
con le due condizioni di esistenza derivanti dall’insieme dei numeri
razionali (denominatore diverso da zero) e dall’insieme dei numeri
irrazionali (radicando di radice pari maggiore o uguale a zero).

L’insieme dei numeri reali € un campo rispetto all’addizione e alla
moltiplicazione in quanto valgono le proprietd associativa, commutativa,
distributiva e di esistenza degli elementi neutri e inversi rispetto alle due
operazioni citate.

Inoltre tale insieme & ordinato in modo totale in quanto, per le relazioni di
ordinamento di minorazione o maggiorazione valgono le proprieta
riflessiva, antisimmetrica e transitiva, oltre a valere la proprieta di
dicotomia (dati due numeri reali non coincidenti, 0 uno ¢ maggiore
dell’altro o viceversa).

A dire il vero entrambe le proprietd di ordinamento totale e di essere un
campo sono proprie anche dell’insieme dei numeri razionali.

La grande differenza dei numeri reali & che I’ordinamento ¢ completo
ossia ogni sottoinsieme non vuoto di R ha un estremo superiore in R.
Questo ¢ I"assioma di Dedekind e deriva direttamente dall’aver inglobato,
nell’insieme dei numeri reali, i numeri irrazionali.

Questa differenza si riscontra anche sulla cardinalita di questi insiemi
numerici.

Difatti, benché siano tutti insiemi infiniti, non possiedono la medesima
cardinalita ossia vi sono infiniti di ordine diverso.
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Elevamento a potenza e estrazione di radice

L’elevamento a potenza ¢ un’operazione che riassume la moltiplicazione
iterata di numeri uguali.

11 numero moltiplicato pill volte ¢ detto base, il numero di moltiplicazioni
iterate & detto esponente.

L’esponente e la base possono essere numeri interi o decimali, sia positivi
sia negativi.

11 simbolo dell’elevamento a potenza € dato dalla base con un apice
superiore dove & posizionato I’esponente, ad esempio

3
27 =2x2x

e si legge “due elevato alla tre” oppure “due alla tre”.

Se I’esponente ¢ pari a 2 si parla di elevamento al quadrato, se & pari a3 di
elevamento al cubo.

Ogni elevamento a potenza di una base pari a zero da sempre zero, mentre
se la base & uno, il risultato & sempre uno.

Uno e zero sono dunque i due elementi neutri dell’elevamento a potenza.
Una base negativa dard una potenza negativa se ’esponente € dispari,
positiva se I’esponente & pari, mentre una base positiva dara sempre una
potenza positiva.

Con una medesima base, I'esponente negativo equivale a prendere il
reciproco del numero: ad esempio

Pertanto vi & un legame tra le operazioni di moltiplicazione, divisione ed
elevamento a potenza che si estende anche ai concetti di elementi neutri e
inversi.

Alla luce dell’elevamento a potenza, possiamo rivedere i concetti di unita,
decine, centinaia e migliaia.

o
Le unita sono quelle cifre che moltiplicano il valore di 107 -1 , le decine

ai 10" =10 1e centinaia di 10" =100 ¢ e migliaia di 107 =1000

Ecco perché il nostro sistema di calcolo ¢ detto decimale, poiché segue le
potenze di base 10.

L’operazione inversa all’elevamento a potenza ¢ detta estrazione di radice

ed ¢ indicata con il simboloV dove in alto a sinistra deve comparire
I’esponente della radice.

Tl numero da cui estrarre la radice ¢ detto radicando mentre il risultato &
detta radicale.
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Un altro modo di esprimere la divisione & quella di ricorrere al concetto di
frazione.

In questo caso il dividendo e il divisore sono detti, rispettivamente,
numeratore e denominatore.

Visto che non & definita la divisione per zero, il denominatore di una
frazione non potra mai essere pari a zero.

Una frazione si indica con il simbolo di fratto —, il numeratore va nella
parte superiore, il denominatore in quella inferiore.

Una frazione si dice ridotta ai minimi termini, o irriducibile, se il
numeratore e il denominatore sono numeri primi tra di loro, ossia non sono
piu divisibili tra di loro dando come risultato un quoto.

Se il numeratore ¢ maggiore del denominatore, la frazione ¢ maggiore di 1
ed ¢ detta impropria.

Viceversa, ¢ minore di 1 ed & detta propria.

Infine la frazione & apparente se il numeratore & un multiplo del
denominatore (in quanto, in questo caso la frazione &, in realtd, un numero
intero).

Definiamo reciproco di un numero, quel numero che, moltiplicato per il
primo, da sempre 1.

In altre parole il reciproco di un numero ¢ il suo elemento inverso rispetto
alla moltiplicazione.

Con questa definizione e con la notazione delle frazioni, possiamo
unificare il concetto di divisione con quello di moltiplicazione.

Una divisione altro non & se non una moltiplicazione tra il dividendo e il
reciproco del divisore;.

Ad esempio:

Definiamo minimo comune multiplo (abbreviato mcm) di due o pid
numeri interi, il pit piccolo intero positivo multiplo di tutto i numeri
considerati.

Se uno di tali numeri ¢ zero, allora tale mcm & zero.

Definiamo massimo comune divisore (abbreviato MCD) di due o piu
numeri interi che non siano tutti uguali a zero, il pil grande numero intero
positivo per il quale tutti i numeri possono essere divisi.

Nel caso di due numeri, se uno dei due & zero, allora MCD ¢ pari all’altro
numero.

Due numeri primi tra di loro hanno un MCD uguale a 1.
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Se prendiamo 1’esempio di poco fa, si ha

dove 8 ¢ il radicando, 3 & I’esponente e il radicale ¢ 2.

Se I’esponente ¢ pari a 2 si parla di radice quadrata, se & pari a 3 di radice
cubica.

Nel caso in cui i radicali siano dei numeri interi, i rispettivi radicandi sono
detti perfetti (quadrati perfetti nel caso di radice quadrata, cubi perfetti nel
caso di radice cubica). Tutti gli altri radicali sono numeri decimali, ma
hanno infinite cifre non periodiche dopo la virgola. Se I’esponente della
radice ¢ pari, il radicando deve essere per forza maggiore o uguale a zero,
se & dispari il radicando pud essere sia positivo sia negativo. Infine
I"estrazione di radice di uno e di zero sono sempre pari, rispettivamente, a
uno e zero, qualunque sia I’esponente. Uno e zero sono dunque i due
elementi neutri dell’estrazione di radice.

Espressioni numeriche e sistemi numerici

Le espressioni matematiche contengono numeri (interi, decimali, sotto
forma di frazioni, di potenze o di radici) e operazioni matematiche, quali
quelle esposte finora. La moltiplicazione, la divisione, 1’elevamento a
potenza e lestrazione di radice hanno la priorita sull’addizione e la
sottrazione nel senso che, in un’espressione di questo tipo 2x3-+4, prima si
attua la moltiplicazione tra 2 e 3 e poi la somma di questo risultato con 4.
Qualora si volessero dare delle priorita differenti, & necessario introdurre
delle parentesi: quelle graffe hanno prioritd maggiore rispetto a quelle
quadre e queste ultime rispetto a quelle tonde. Ad esempio, se
I"espressione precedente fosse stata scritta cosi 2x(3+4), si doveva attuare
prima la somma 3+4 e poi la moltiplicazione di questo risultato con 2.

11 sistema che noi usiamo & quello decimale, ma ne esistono di molti altri,
ognuno dei quali caratterizzato da un differente numero di cifre.

Dalla proprieta delle potenze, possiamo capire come un sistema numerico
diverso da quello decimale ha una base differente. In particolare, sono di
straordinaria importanza per I’elettronica e I'informatica i sistemi binari
(le cui cifre sono solo 0 e 1) e i sistemi esadecimali (a sedici cifre, oltre le
dieci del nostro sistema, vi sono anche le lettere A, B, C, D, E, F). Infine
per i sistemi geometrici ha senso definire, all’interno del sistema decimale,
un metodo di numerazione posizionale sessagesimale ossia che divide i
“numeri” geometrici, detti gradi, non in centesimi, ma in frazioni di 60.
Tale sistema ¢ lo stesso che utilizziamo per la misurazione del tempo in
minuti e secondi.
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Introduzione

NTRODUZIONE

Nella societa di oggi, la matematica ¢ la base di gran parte delle discipline
scientifiche e tecniche come la fisica, la chimica, I’ingegneria di tutti i
settori, I’astronomia, 1’economia, la medicina, I’architettura.

Inoltre modelli matematici governano la vita di tutti i giorni, ad esempio
nel settore dei trasporti, in quello della gestione e distribuzione
dell’energia, delle comunicazioni telefoniche e televisive, nelle previsioni
meteorologiche, nella programmazione della produzione agricola e nella
gestione dei rifiuti, nella definizione dei flussi monetari, nella codifica di
piani industriali e via dicendo, essendo le applicazioni pratiche pressoché
infinite.

Pertanto la matematica & una delle basi fondamentali per la formazione di
una cultura contemporanea di ogni singolo individuo e ben si vede sia dai
programmi scolastici che introducono, fin dai primi anni, I’insegnamento
della matematica sia dalla stretta relazione tra I’apprendimento proficuo
della matematica e lo sviluppo, sociale ed economico, di una societa.
Questa tendenza non & nuova, in quanto & diretta conseguenza di quella
rivoluzione avvenuta agli inizi del Seicento che introdusse il metodo
scientifico come principale strumento per descrivere la Natura e il cui
punto iniziale era proprio dato dalla considerazione che la matematica
potesse essere la chiave di volta per comprendere cid che ci circonda.

La grande “forza” della matematica sta in almeno tre punti distinti.
Innanzitutto, grazie ad essa & possibile descrivere la realtd in termini
scientifici, ossia prevedendo alcuni risultati prima ancora di compiere
I’esperienza reale.

Prevedere i risultati vuol dire anche prevedere le incertezze, gli errori e le
statistiche che si instaurano necessariamente quando si porta ’ideale della
teoria nella pratica piu spinta.

In secondo luogo, la matematica & un linguaggio che ha delle proprieta
peculiari.

E artificiale, in quanto costruito dagli esseri umani.

Vi sono altri linguaggi artificiali, come ad esempio I’alfabeto Morse: ma la
grande differenza della matematica ¢ di essere un linguaggio artificiale che
descrive la Natura e le sue proprieta fisiche, chimiche e biologiche.

Cio la rende superiore ad ogni altro possibile linguaggio, in quanto si parla
la stessa lingua dell’Universo e delle sue leggi. In questo frangente,
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Simbologia

La logica matematica fa intervenire dei simboli che poi ritorneranno in
tutti i singoli settori della matematica. Tali simboli sono svariati e facenti
parte di differenti categorie.

L’uguaglianza tra due elementi matematici ¢ indicata con il simbolo di

— , se invece tali elementi sono diversi tra di loro il simbolo della

disuguaglianza & dato da .
In ambito geometrico ¢ anche utile introdurre il concetto di congruenza,

o U
indicato cosi — e di similitudine
In ambito matematico si pud inoltre definire la proporzionalita, indicata
con % .

In molti casi si devono definire dei concetti matematici e geometrici, il

simbolo di definizione & questo *
Infine la negazione & data da una barra sopra il concetto logico.
Vi sono poi dei simboli logici quantitativi che sono in corrispondenza con

concetti linguistici. L’esistenza di un elemento € indicata cosi El 5
|

I'unicita dell’elemento cosi *, mentre la locuzione “per ogni elemento™ si
S

trascrive in tale modo

Altri simboli fanno riferimento a logiche di ordinamento ossia alla

possibilita di elencare i singoli elementi secondo criteri quantitativi,

introducendo informazioni ben oltre il concetto di disuguaglianza.

Se un elemento & pitl grande di un altro si indica con il simbolo di

maggiore >, se & pill piccolo con quello di minore <.

Allo stesso modo, per gli insiemi vale il simbolo di inclusione per indicare

una quantita piu piccola c s
Tali simboli si possono combinare con 1’uguaglianza per generare delle

estensioni includendo i concetti di “maggiore o uguale” e di “minore

o uguale” =

Ovviamente si puo avere anche la negazione dell’inclusione data da < g
Un’ulteriore categoria di simboli logici fa intervenire il concetto di
appartenenza.

Se un elemento appartiene a qualche altra struttura logica si indica con

€.

€ , Se non appartiene con

10
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1
LOGICA MATEMATICA ELEMENTARE

Introduzione

La logica matematica tratta della codifica, in termini matematici, di
concetti intuitivi relativi al ragionamento umano.

Essa ¢ il punto di partenza per qualsiasi processo di apprendimento
matematico e, pertanto, ha un senso compiuto esporre le regole elementari
di tale logica all’inizio dell’intero discorso.

Definiamo assioma un enunciato assunto come vero perché ritenuto
evidente di per sé o perché ¢ il punto di partenza di una teoria.

Gli assiomi logici sono soddisfatti da ogni struttura logica e si distinguono
in tautologie (enunciati veri per definizione privi di nuovo valore
informativo) oppure in assiomi considerati veri a prescindere, non
potendone dimostrare la validita universale.

Gli assiomi non-logici non sono mai delle tautologie ¢ prendono il nome
di postulati.

Sia gli assiomi sia i postulati sono indimostrabili.

li assiomi che fondano e che danno inizio ad una teoria sono

Un teorema invece ¢ una proposizione che partendo da delle condizioni
iniziali (dette ipotesi) giunge a delle conclusioni (dette tesi) tramite un
procedimento logico detto dimostrazione.

I teoremi sono, dunque, dimostrabili per definizione.

Altri enunciati dimostrabili sono i lemmi che, di solito, precedono e danno
le basi di un teorema e i corollari che, invece, sono conseguenti alla
dimostrazione di un dato teorema.

Una congettura & invece una proposizione ritenuta vera grazie a
considerazioni generali, di intuito e di buon senso, ma non ancora
dimostrata sotto forma di teorema.





OEBPS/images/ebook_page_image_39883_26.jpg
1 - Logica matematica elementare Parte prima

Proprieta

Inoltre, per una generica operazione logica ® si possono definire le
seguenti proprietd in una generica struttura logica G (non & detto che tutte
queste proprietd valgano per ogni operazione e per ogni struttura logica,
dipendera da caso a caso).

Proprieta riflessiva:
Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, I’operazione logica
fatta sul medesimo elemento rimanda internamente alla struttura logica.

VAeG:340 4G

Proprieta di idempotenza:
Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, I’operazione logica
fatta sul medesimo elemento da come risultato lo stesso elemento.

VAeG:AeA=4

Proprieta di esistenza dell’elemento neutro:

Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, esiste un altro
elemento tale per cui I’operazione logica fatta su di esso restituisce sempre
I’elemento di partenza.

JE€G,VAcG:AeE=FEeA=4

Proprieta di esistenza dell’elemento inverso:

Per ogni elemento appartenente alla struttura logica, esiste un altro
elemento tale per cui I’operazione logica fatta su di essi restituisce sempre
I’elemento neutro.

V4eG,34 ' cG: 404 =E

Proprietd commutativa:

Dati due elementi appartenenti alla struttura logica, il risultato
dell’operazione logica fatta su di essi non cambia se si cambia I’ordine
degli elementi.

VA,BeG = AeB=BeA4

Proprieta transitiva:
Dati tre elementi appartenenti alla struttura logica, 1’operazione logica
fatta sulla catena degli elementi dipende solamente dal primo e dall’ultimo.

Y4,B.CcG = (4eB)e(BsC)=(4eC)

12
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Alcuni simboli logici trascrivono cid che normalmente si attua nei processi
logici di costruzione verbale.
L’implicazione data da una frase subordinata ipotetica (il classico

se...allora™) & codificata cosi — ~ , mentre la co-implicazione logica
—
(“se e solo se”) in tale modo et
11 costrutto linguistico “tale per cui” & sintetizzato nell’uso dei due punti :

>V

Infine, vi sono dei simboli logici che codificano le espressioni “e/0”

AN

0

(disgiunzione inclusiva), (congiunzione logica),

v (disgiunzione esclusiva).
Nei primi due casi, si pud trovare un corrispettivo nell’unione tra piu

m .

elementi, indicata con o , e nell’intersezione tra piu elementi
Tutti questi simboli sono detti connettori logici.

Principi

Vi sono quattro principi logici validi in assoluto nello schema della logica
elementare (ma non lo sono in alcuni schemi di logica avanzata).

Tali principi sono delle tautologie ed erano conosciuti gia nella filosofia
greca antica, facendo parte del sistema logico di Aristotele.

1) Principio di identita: ogni elemento & uguale a se stesso.
2) Principio di bivalenza: una proposizione o & vera o ¢ falsa.

3) Principio di non-contraddizione: se un elemento & vero, la sua
negazione ¢& falsa e viceversa. Da questo deriva necessariamente che non

AnA

puod essere vera tale proposizione

4) Principio del terzo escluso: non & possibile che due proposizioni
contradditorie siano entrambe false. Questa proprietd generalizza quella
precedente, in quanto la proprieta di non-contraddizione non esclude che
entrambe le proposizioni siano false.

11
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Le nozioni e i concetti esposti in questa parte erano, in parte, gia
conosciuti nell’antichita (ai tempi dei Greci ad esempio), soprattutto per
quanto concerne la parte di logica elementare, unitamente alle operazioni
elementari e alle relazioni geometriche.

I restanti capitoli della prima parte descrivono le conoscenze acquisite
dall’umanita nel corso dei secoli, in particolare dopo la grande esplosione
del pensiero avvenuta nel Rinascimento, fino a tutto il Seicento.

Tale limite & considerato come demarcazione tra la matematica elementare
e quella avanzata, proprio perché I’analisi matematica, introdotta a fine
Seicento da Newton e Leibnitz, ha permesso il salto di qualita verso nuovi
orizzonti e verso Ia reale descrizione della Natura in termini matematici.
Proprio per questo, benché ogni paragrafo costituisca un argomento
completo in sé, I’esposizione degli argomenti segue un ordine logico,
permettendo la continua progressione delle conoscenze in base a quanto
appreso in precedenza.

La prima parte del libro coincide, pill o meno, con quanto insegnato fino
alla fine delle scuole superiori (solo per i licei scientifici, con la fine del
quarto anno e non del quinto).

La seconda parte del libro fornisce tutte le basi della matematica avanzata,
comprendendo in essa sia la grande disciplina dell’analisi matematica, sia
tutti i disparati settori che sono sorti nel corso degli ultimi due secoli, tra
cui, citando solo alcuni di essi, la geometria differenziale e frattale, le
geometrie non euclidee, la topologia algebrica e I’analisi funzionale.

Quasi tutte queste nozioni sono state sviluppate dopo I'introduzione del
formalismo dell’analisi matematica a fine Seicento e, da allora, il cammino
della matematica & proseguito sempre in parallelo tra questo settore e tutte
le altre possibili sotto-discipline che si sono via via affiancate e hanno
prese strade autonome.

Resta da comprendere il perché I’analisi matematica abbia introdotto
quello spartiacque tra la matematica elementare e quella avanzata.

Vi sono due ambiti che si completano a vicenda in questo discorso.

Da un lato, solo con I’introduzione dell’analisi matematica & stato
possibile descrivere, con un formalismo adatto, le equazioni che
governano i fenomeni naturali, siano essi fisici, chimici o di altra
estrazione, ad esempio sociale o economica.

In altre parole, I’analisi matematica ¢ lo strumento principale per costruire
quei meccanismi che ci permettono di prevedere dei risultati, di progettare
delle tecnologie e di pensare a nuove migliorie da introdurre.

Dall’altro lato, 'analisi matematica possiede, internamente alla propria
natura, una peculiaritd specifica che ben la distingue dalla matematica
elementare precedente.

Essa prevede delle considerazioni locali, non esclusivamente puntuali.
Proprio il passaggio da puntualitd a localiti permettera di costruire un
discorso di globalita, andando ad oltrepassare di molto lo scibile anteriore.
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ognuno di noi pud fare intervenire le proprie ideologie o credenze, laiche o
religiose che siano.

Molti pensatori hanno messo in evidenza come Dio sia un grandissimo
matematico e come la matematica sia il linguaggio preferito per
comunicare con questa entita superiore.

L’ultima proprieta della matematica ¢ di essere un linguaggio universale.
In termini matematici, non potrebbe esistere la torre di Babele.

Ogni essere umano che ha qualche rudimento di matematica sa benissimo
cosa si intende per alcune simbologie specifiche, mentre servono traduttori
e vocabolari per intenderci con le parole scritte o i discorsi orali.

Sappiamo molto bene come il linguaggio sia il presupposto di tutta la
conoscenza.

L’essere umano apprende, nei primi anni di vita, una serie di informazioni
basilari per lo sviluppo dell’intelligenza, proprio tramite il linguaggio.

11 cervello umano si distingue proprio per questa peculiaritd specifica di
articolare una serie di linguaggi complessi e cio ci ha dato tutti i vantaggi
ben noti rispetto ad ogni altra specie del regno animale.

11 linguaggio ¢ anche uno dei presupposti della conoscenza filosofica,
speculativa e scientifica ¢ Gadamer lo ha messo in evidenza, in modo
inequivocabile e definitivo.

Ma vi & una terza proprietd della matematica che ¢ di gran lunga pit
importante.

Oltre ad essere un linguaggio artificiale e universale che descrive la Natura,
la matematica & propriamente risoluzione di problemi, pertanto & la
concretezza fatta scienza, in quanto da sempre ['uomo tende alla
risoluzione di problemi che lo attanagliano.

Per togliere gli ultimi dubbi in merito, conviene riportare qualche esempio
concreto riferito a millenni fa.

La scoperta dei numeri irrazionali fatta da Pitagora, su tutti il pi greco e la
radice quadrata, non fu una mera speculazione teorica.

Alla base di quel simbolismo matematico vi era la risoluzione di due
problemi molto concreti.

Da un lato, essendo le case di pianta quadrata, bisognava calcolare
esattamente la diagonale interna per poter minimizzare il materiale
scartato nella costruzione delle pareti, dall’altro il pi greco era il
collegamento matematico tra distanze rettilinee e quelle curvilinee, come
ad esempio il raggio di una ruota e la circonferenza della stessa.

Di fronte a problemi concreti, I'intelletto umano ha inventato questo
linguaggio matematico la cui proprietd & proprio quella di risolvere i
problemi descrivendo la Natura.

La prima parte di questo libro ha il preciso scopo di fomire i rudimenti
della matematica elementare ossia di tutta quella parte della matematica
antecedente all’introduzione dell’analisi matematica.
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computazionale, alla logica, alla teoria della complessitd e del caos,
nonché a concetti geometrici ed algebrici.

Essendo una scienza viva, proprio come un linguaggio universale, la
‘matematica si arricchisce di continuo di nuovi vocaboli e di nuovi costrutti
ed & per questo che quanto presentato in questo libro ¢ solamente un
trampolino di lancio verso conoscenze ancora piti avanzate e specifiche.
Raccogliere la sfida nello scrivere un nuovo capitolo o un singolo capitolo
in questa avvincente storia dell’unico linguaggio artificiale universale che
descrive la Natura, ¢ parte dell’evoluzione della nostra specie ed & per
questo che ognuno di noi & chiamato ad esserne partecipe.
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Questa parte presenta concetti di solito affrontati a livello universitario nei
vari corsi di analisi e geometria.

Nella terza parte del libro saranno poi esposti degli argomenti di interesse
generale che possono prescindere dall’analisi matematica, come 1’algebra
avanzata, la statistica e la logica avanzata.

Ogni singolo capitolo del libro si pud considerare come un settore della
matematica completo in sé, ma solamente analizzando la totalita degli
argomenti si potra toccare con mano la vastitd della matematica ed & per
questo che I'ordine dei capitoli rispecchia una successione delle
conoscenze in continuo progredire.

Difatti, la matematica ha in sé un’ampiezza di settori e di applicazioni
pressoché illimitata.

Non vi ¢ scienza alcuna che possa fare a meno di concetti matematici e
non vi ¢ applicazione alcuna che non abbia preso a prestito le nozioni
matematiche e non le abbia fatte evolvere con linguaggi particolari.

E cosi che sono nate moltissime discipline e moltissime teorie non
presentate in questo libro, citando solo alcuni esempi si possono
annoverare la teoria dei giochi e la matematica finanziaria in ambito
economico, le applicazioni della teoria dei gruppi e dell’algebra avanzata
per la fisica teorica e delle particelle elementari, le evoluzioni del calcolo
tensoriale per problemi di cosmologia e astrofisica.

Per tale motivo, questo libro, pur essendo molto vasto, non & di certo
completo e totalizzante.

Vi sono oltre 1'000 esercizi svolti, ma il numero di problemi ed esercizi
possibili & pressoché illimitato.

Inoltre, in tutto il libro non sono presenti le dimostrazioni dei teoremi che
avrebbero appesantito ulteriormente la voluminosita e la comprensione.

L’evoluzione della matematica applicata alle singole discipline e
tecnologie ha portato ad una ramificazione estrema e ad una continua
evoluzione che prosegue anche ai giorni nostri.

Cio ha un’importante conseguenza: la matematica ¢ una scienza “viva”,
contemporanea e futura e non ¢ relegata ad un ruolo storico.

Quanto detto non vale solamente per le innumerevoli applicazioni, ma
anche per la matematica “pura” ossia per i problemi matematici presentati
in questo manuale.

Facendo uno storicismo circa le nozioni e i risultati espressi si potrebbe
vedere in modo lampante come alcuni assunti e alcune dimostrazioni sono
recentissime (un esempio su tutti la dimostrazione della congettura di
Poincaré) ossia avvenute nel Ventunesimo Secolo.

Non ¢ per niente un caso che esistano premi per la risoluzione di problemi
ancora aperti e che sono sia storici, come le famose domande di Hilbert di
inizio Novecento, sia modernissimi relativamente al calcolo
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lettore), oppure guardando I’espressione in faccia e applicando in modo
furbo le regole matematiche.
Si tratta di una differenza tra quadrati quindi si ha:

(a+b—a+bla+b+a—b)=2b-2a=4ab
b) Esplicitando i conti si ha:
& +85° +6a’b+12ab’ +@’ — b’ =24’ +75° +6a’b+12ab”

¢) Il numeratore e il denominatore della frazione sono differenze tra
quadrati quindi:

(a+b—-1)a+b+]) —
(@a-b-1)a-b+1)

Non si possono eseguire ulteriori semplificazioni.

Esercizio 10
Scomporre il seguente polinomio utilizzando la regola di Ruffini:
a'+3d -2a"-2=0

Si pud vedere come il polinomio abbia una radice corrispondente ad a=1
Applicando lo schema secondo la regola di Ruffini si ha:

1 30 2| 2
1 0 14 4] o
| 1 4 4 2] o0

11 polinomio ¢ dunque scomposto in:

(a-I& +4a” +4a+2)
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Dove Q ¢ il quoziente e R & il resto.

Si pud vedere che a=1 ¢ un radice del numeratore e quindi il resto sara
nullo R=0.

Cid vuol dire trovare quel polinomio che moltiplicato per (a-1) dia il
numeratore.

(a—1)a” +4a+4)
La seconda frazione rimane quindi:
(@ +4a+ 4 =(a+2)-(@a+2)=(a+2)
1l risultato & dunque:
(a+2) —(ab)* =(a+2-ab)a+2+ab)
Dove nell’ultimo passaggio si ¢ applicato il prodotto notevole dato dalla

differenza tra quadrati.

Esercizio 9

Risolvere le seguenti espressioni polinomiali:

N (a+b)’ —(a-b)y
b) (a+2b)’ +d’ - b

@by’ -1,
G e
NC

a) L’esercizio si puo risolvere in due modi. O applicando la regola sui
quadrati di un binomio e facendo i conti (fatica inutile che lasciamo al
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5
GEOMETRIA EUCLIDEA PIANA

Definizioni elementari

La geometria & quel settore della matematica che si occupa delle forme e
delle figure in una determinata ambientazione.

Qui di seguito diamo i fondamenti della geometria elementare, sviluppata
in gran parte gia ai tempi dell’antica Grecia.

11 concetto primitivo della geometria ¢ il punto, concepito come entitd
adimensionale e indivisibile, che caratterizza la posizione ed ¢&
caratterizzato da essa.

Un insieme infinito e successivo di punti & detto segmento, se tale insieme
& delimitato da due punti detti estremi.

Due segmenti sono consecutivi se hanno un estremo in comune, mentre
sono esterni se non hanno punti in comune.

Due segmenti si dicono incidenti se hanno un solo punto in comune, detto
punto di intersezione, che perd non & un estremo.

11 punto medio di un segmento ¢ quel punto che divide esattamente a meta
il segmento.

Un insieme infinito e successivo di punti & detto retta, se tale insieme non
¢ delimitato da alcun estremo, mentre viene detto semi-retta se esiste un
solo estremo.

‘Un segmento si pud dunque vedere come parte di una retta.

Due segmenti consecutivi sono adiacenti se appartengono alla stessa retta.
Le rette, i segmenti e le semi-rette sono caratterizzati da una sola
dimensione detta lunghezza.

L’ente geometrico caratterizzato da due dimensioni, dette lunghezza e
altezza, & il piano, mentre quello caratterizzato da tre dimensioni (in
aggiunta a quelle citate vi & la larghezza) ¢ detto spazio. La geometria
piana si occupa dello studio del caso bidimensionale, quella solida del caso
tridimensionale.
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11 polinomio tra parentesi ha una radice non facilmente calcolabile a mano,
salvo ricorrere a tecniche di calcolo numerico che esulano dagli scopi di
questa trattazione.
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1
w Nab  Ja
a) Dalle proprieta dei radicali si ha:

3 .6b77257 bﬁ 36a7b
fbf—\/aT br\/i T

L N G

Dove nell’ultimo passaggio si € sfruttata la proprieta del “portar dentro”
ossia di portare un b sotto radice trentesima per togliere 1’esponente
negativo all’interno della radice.

‘Un metodo pitl veloce per risolvere il radicale si avrebbe avuto ricordando
che le radici possono essere identificate con esponenziali fratti ossia:

Wi512 6043524
0 p

2 4 3 2
a’b-a’h-b*-a’-b
B N

a®p® —WgBp — b“va”b"

Tramite tale metodo si vede come il calcolo dei radicali altro non ¢ se non
un’applicazione delle proprieta delle potenze.

Yabar) 1 #Ya¥arl b))
Jab Na  alb Yz

Al primo passaggio si & raccolto a fattor comune il termine sotto radice
cubica, mentre successivamente si sono applicate le regole dei radicali.
Anche in questo caso si sarebbe potuto procedere con le normali proprieta
delle potenze.

b)
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Esercizio 4

Risolvere le seguenti espressioni:

, ba dc
a -
¢ bc

a

(ab’y’

.
a’-b> +(a’b)" +G)

b)

a) L’espressione si sviluppa in tale modo, ricordando le proprieta delle
potenze:

&ba & s @b & s @b +dc-abc
5 +b¢2"_aab =—+——ab’= =
c ¢ bc bc*
@@’ +c-b'c?)
>

Dove nel terzo passaggio si & effettuata I’operazione frazionaria a
denominatore comune e nell’ultimo passaggio si & raccolto a fattor
comune il termine che compariva in tutte le espressioni letterali al
numeratore.

Lespressione & definita solo se sia b sia ¢ sono diversi da zero.

b) Dalle proprieta delle potenze, si ha:

1 1 ¢ 1 b & 1+b'+a’c

+ + = =
apy &' b aP P a’b’

Lespressione & definita solo se sia a sia b sono diversi da zero.

Esercizio 5

Risolvere i seguenti radicali:
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24141 34142 14143 416 5
3%55%6%a b e = b'c
b) Come nel primo esercizio:

4=2)d?p” =2a7p7

Esercizio 8

Risolvere i seguenti polinomi scomponendoli in fattori primi:
o 3@’ +4ab—5a'p*
) ab(1+36) + @ (b+30)3ab

ay - a’h’ N a’ +3a> -4
o a-b a-1
a) Raccogliendo a fattor comune si ha:

ab(3ab® +4—5a°h)

b) Eseguendo le operazioni e raccogliendo successivamente a fattor
comune, si ha:

ab+3ab® +a’'b+3a’ —3ab=3d’ +3ab’ + a’b—2ab=
=a(3a” +3b” + ab—2b)
¢) La prima frazione si semplifica in questo modo:

a2’V (b—a) —a’b’(a-b) &
a-b a-b
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Per la seconda frazione si effettua la divisione polinomiale ossia:
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Esercizio 6

Determinare le condizioni di esistenza delle seguenti espressioni nel
campo dei valori reali:

at+3 1
—
»a-3 a

b),/(a'fl) ++Ja+l

1
yar L
9 Ya-1

a) Si tratta di imporre i denominatori diversi da zero, quindi la condizione
di esistenza & qualunque valore di a appartenente ad R tranne O e 3.

b) Si tratta di porre i radicandi maggiori o uguali a zero. Entrambe le
condizioni devono valere quindi:

a>lna>-1>a>1

¢) I radicandi possono assumere qualunque valore, in quanto le radici
hanno indice dispari. L’unica condizione di esistenza ¢ quella relativa al
denominatore che deve essere diverso da zero.

Lespressione & dunque definita su tutto 1’insieme R tranne per a=1.

Esercizio 7

Risolvere le seguenti operazioni sui monomi:
o3@°b’c-5abc-6ab’c’
v) d4ab+2a°0

a) Si tratta di applicare le normali regole delle potenze:
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Esercizio 2

Risolvere il seguente calcolo frazionario:

2a b ¢
= T 4+
3b 2a ab

1 primi due termini si condensano nella frazione:

4a* -3
6ab

Avendo il medesimo denominatore del terzo termine, si ha semplicemente:

4a” -3 +c
6ab

Osservazione: la regola utilizzata del “prodotto a croce” permette di
semplificare molto i conti rispetto al normale calcolo di massimo comun
divisore per il denominatore e di moltiplicazione dei fattori restanti per i
numeratori. Questo ¢ uno dei numerosi casi nei quali la matematica
predilige una via “furba™ ossia un modo elegante (e veloce!) per risolvere i
problemi senza impantanarsi in calcoli inutili, lunghi e forieri di ogni
tipologia di errore.

Esercizio 3

Trovare il minimo comune multiplo e il massimo comun divisore dei
seguenti numeri: 15 e 18.

15=5x3

18=3x3x2

T massimo comun divisore ¢ evidentemente 3.

La regola ci permette di evitare calcoli inutili, affermando che il minimo
comune multiplo & semplicemente dato da 15 x 18 diviso 3 ossia 90.

37





OEBPS/images/ebook_page_image_39883_50.jpg
4 — Calcolo letterale Parte prima

Quadrato di un binomio:
(atb)’ =a* +b*> +2ab

Quadrato di un trinomio:
(atbtc)’ =a* +b* +c* +2ab+2ac F2bc

Cubo di un binomio:

(atbh) =d* +b° +3a’b+3ab’

Differenza di quadrati:

(@*-b*)=(a-b)a+b)

Somma e differenza tra cubi:

(& £b*)=(a+b)(a* Fab+b*)

Esercizi

Esercizio 1
Risolvere la seguente espressione letterale:
a-(b+c)+b-(c+2a)+c-(3b+a)

Applicando la proprietd distributiva della moltiplicazione rispetto
alladdizione si ha:

ab+ac+bc+2ab+3bc+ac

Sommando e riordinando i termini:

3ab+2ac+4bc
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Polinomi

L’addizione e la sottrazione di monomi non simili tra di loro da origine ai
polinomi.

Se il polinomio ¢ costituito da due monomi ¢ detto binomio, se invece i
‘monomi sono tre & detto trinomio.

Per grado di un polinomio si intende il grado massimo dei singoli monomi
costituenti il polinomio. Un polinomio di grado zero & una costante
numerica, se & di grado uno si dice lineare, di grado due quadratico (o
conico), di grado tre cubico.

11 prodotto tra polinomi ¢ dato dalla somma dei prodotti di ogni singolo
monomio del primo polinomio per tutti gli altri monomi del secondo
polinomio, applicando la nota regola della proprieta distributiva.

Con lintroduzione dei polinomi diventa naturale generalizzare tutte le
espressioni letterali.

Tali espressioni possono condurre a delle identita, quando le parti letterali
si confrontano tra di loro oppure a delle equazioni.

Quando un valore di una parte letterale del polinomio & tale da annullare
tutto il polinomio, si parla di radice del polinomio.

La ricerca delle radici di un polinomio ¢ determinante per la risoluzione di
problemi matematici e ricorre alle proprieta di scomposizione dei polinomi
in fattori primi, ossia all’inverso della proprieta distributiva poc’anzi
ricordata.

La divisione tra due polinomi porta alla formazione di due polinomi, uno
dato dal quoziente e I"altro dal resto, entrambi con grado minore rispetto al
polinomio di partenza.

Se il polinomio del resto ¢ nullo, vuol dire che i due polinomi di partenza
sono divisibili tra di loro e che si & effettuata una scomposizione in fattori
primi.

Tale teorema & noto come teorema del resto. Un suo corollario & dato dal
teorema di Ruffini, secondo il quale se un polinomio & divisibile per (x-a)
allora a & una radice del polinomio.

Da ci6 discende la nota regola di Ruffini che, una volta individuata la
radice di un polinomio, permette di scomporlo e di ricavare il polinomio
quoziente, di grado ovviamente inferiore rispetto al polinomio di partenza.

Prodotti notevoli

Alcuni risultati utili per la scomposizione dei polinomi sono dati dai
cosiddetti prodotti notevoli:
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Triangolo

Chiamiamo triangolo un poligono convesso di tre lati e tre angoli.

In geometria euclidea, la somma degli angoli interni di un triangolo ¢ di
180°.

Un triangolo degenere ha un angolo pari a 180° ed in questo caso non si
parla di figura chiusa vera e propria.

I
i
|
A c B H

In un triangolo non degenere, un lato qualunque & minore della somma
degli altri due e maggiore della loro differenza. In formule si ha:

b-a<c<b+a

Tale disuguaglianza & detta triangolare.

11 perimetro di un triangolo qualunque & dato dalla somma delle lunghezze
dei singoli lati, mentre 'area ¢ data dalla moltiplicazione di un lato
qualunque per la meta dell’altezza relativa a quel lato. Prendendo i
riferimenti come in figura, si ha:

2p=a+b+c
4=
2

Una formula alternativa per I'area del triangolo & data dalla formula di
Erone (p ¢ il semiperimetro):

A=\p(p-a) p-b)(p-c)
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La retta passante per il fuoco e perpendicolare alla direttrice & ’asse di
simmetria della parabola.

L’intersezione tra I'asse di simmetria e la parabola stessa ¢ detto vertice ed
¢ il punto medio tra il fuoco e la proiezione sulla direttrice.

Poligoni: definizioni

Un poligono & la parte di piano delimitata da una linea spezzata chiusa
ossia dall’unione finita di tre o piti segmenti consecutivi detti lati.

11 punto in comune a due lati consecutivi ¢ detto vertice.

Un poligono ¢ detto semplice se i suoi lati non si intersecano, complesso
se invece si intrecciano.

‘Un poligono semplice si dice convesso se i suoi angoli sono tutti minori o
uguali all’angolo piatto, viceversa ¢ detto concavo.

Lo studio della geometria elementare tratta solo di poligoni semplici
convessi.

Un poligono & equilatero se tutti i suoi lati sono uguali ed equiangolo se
tutti i suoi angoli sono uguali.

‘Un poligono convesso, equiangolo ed equilatero & detto regolare.

La somma degli angoli interni di un poligono convesso ¢ pari ad un
numero di angoli piatti uguali al numero dei lati meno due.
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Si chiama ortocentro il punto di intersezione delle altezze relative ad ogni
lato; baricentro il punto di incontro delle mediane, incentro il punto di
intersezione delle bisettrice, circocentro il punto di intersezione degli assi.
Si puo notare che I'incentro & anche il centro della circonferenza inscritta
nel triangolo mentre il circocentro ¢ il centro della circonferenza
circoscritta.

Per circonferenza inscritta si intende I*unica circonferenza tangente ai lati
del triangolo, per circonferenza circoscritta si intende I'unica
circonferenza passante per i suoi tre vertici, come in figura:

Un triangolo si puo classificare in base agli angoli o ai lati.

Se un angolo ¢ retto, il triangolo & detto rettangolo.

Se tutti gli angoli sono acuti & detto acutangolo, se un angolo & ottuso &
detto ottusangolo.

Se tutti i lati sono uguali, il triangolo ¢ detto equilatero.

Se due lati sono uguali, ¢ detto isoscele.

Se tutti lati sono diversi tra di loro, ¢ detto scaleno.

Un triangolo equilatero ha tutti i lati (e tutti gli angoli) congruenti quindi &
il poligono regolare di tre lati.

Gli angoli misurano tutti 60°.
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Definiamo perimetro la misura della lunghezza del contorno di una figura
piana (indicato generalmente con 2p) e semiperimetro la metd del
perimetro.

Definiamo altresi area la misura dell’estensione della regione
bidimensionale del piano euclideo inclusa all’interno del perimetro di una
figura piana.

Circonferenza

Iniziamo a prendere in considerazione le figure curve ossia composte da
punti non allineati secondo rette.

Definiamo circonferenza quel luogo geometrico costituito da punti
equidistanti da un punto fisso detto centro.

La distanza dal centro a qualunque punto del luogo geometrico & detta
raggio.

Le circonferenze sono curve chiuse semplici, che dividono il piano in una
superficie interna, detta cerchio, e una superficie esterna (tutto il piano
euclideo meno il cerchio).

Circonferenze concentriche hanno il medesimo centro, ma raggio diverso.
11 diametro ¢ dato dal doppio del raggio ed & quel segmento che unisce i
punti opposti su una circonferenza, passando per il centro, come in figura:

Detto O il centro del cerchio e P un generico punto della circonferenza, il
luogo geometrico & espresso da questa formula:

OP=r

50





OEBPS/images/ebook_page_image_39883_63.jpg
5 — Geometria euclidea piana Parte prima

Due oggetti geometrici sono congruenti quando & possibile trasformarli
I'uno nell’altro mediante isometrie. La relazione di congruenza ¢ una
relazione di equivalenza logica.

Trasformazioni che invece aumentano o diminuiscono le distanze, ma
mantengono invariati gli angoli sono dette omotetie.

Date due rette parallele a e b e una retta incidente, possiamo definire gli
angoli come in figura:

t
\ o
a o AP
77\
\
b o B

(a.6)

Si definiscono angoli opposti al vertice, le coppie di angoli e

(ﬂ ? :/) (ovviamente anche i rispettivi angoli con I’apice).
Si definiscono angoli corrispondenti tutte le coppie del tipo (er.0) F

o ,
angoli coniugati interni (e e (6.6) 5

(@) (.8

angoli coniugati esterni

@.a) (-8 .

angoli alterni esterni (B.7) e (a.6 )

In geometria euclidea si hanno le seguenti proprieta:

gli angoli coniugati (interni ed esterni) sono supplementari,

gli angoli opposti al vertice, corrispondenti e alterni (interni ed esterni)
sono congruenti tra di loro.

angoli alterni interni

Figure: definizioni

La geometria euclidea piana tratta anche delle figure piane che si possono
definire in geometria euclidea.
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Una retta tangente ad una circonferenza forma, nel punto di tangenza, un
angolo retto con il raggio della circonferenza.

Ellisse

Lrellisse ¢ il luogo dei punti per i quali la somma delle distanze da due
punti fissi ¢ una costante.

Questi punti sono detti fuochi e, nel caso coincidano in un punto, si ha la
circonferenza.

Considerando questa figura:

D

L’equazione del luogo geometrico & data da:
CF, +CF, =2a

La distanza tra i punti antipodali dell’ellisse, vale a dire tra punti
simmetrici rispetto al suo centro, & massima lungo I’asse maggiore che
contiene anche i fuochi ed ¢ minima lungo I'asse minore, che ¢
perpendicolare a quello maggiore.

Parabola

Una curva piana non chiusa di particolare importanza ¢ data dalla parabola,
definita come il luogo geometrico dei punti equidistanti da una retta, detta
direttrice, e da un punto, detto fuoco, non appartenente a tale retta.
Considerando la figura, si ha:
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11 perimetro del cerchio, dato dalla circonferenza, e I’area del cerchio
valgono rispettivamente:

>

Un segmento avente gli estremi sulla circonferenza & detto corda: il
diametro € 'unica corda che passa per il centro, le altre corde avranno
lunghezza minore del diametro.

11 diametro divide in due parti congruenti il cerchio, detti semicerchi.

Ogni corda divide la circonferenza in due parti dette segmenti circolari.
Un angolo viene detto al centro se ha come vertice il centro del cerchio,
mentre viene detto alla circonferenza se il vertice appartiene alla
circonferenza.

L’intersezione tra un angolo al centro ed il cerchio stesso individua una
parte del cerchio detta settore circolare, come in figura:

Se I'angolo al centro ¢ retto, il settore circolare ¢ detto quadrante, se
invece 1’angolo ¢ piatto, il settore circolare coincide con un semicerchio.

11 perimetro di un settore circolare & equivalente alla somma dei due raggi
e della lunghezza del segmento circolare, detto anche arco.

L’angolo per il quale l'arco & uguale al raggio ¢ detto radiante.
Generalmente, gli angoli si misurano in radianti, partendo da questa
equivalenza: un angolo giro, pari a 360° & anche uguale a 27 radianti.

In figura, I’angolo al centro relativo si dice che insiste sull’arco AB.

‘Un angolo al centro che insiste su un arco & sempre il doppio di un angolo
alla circonferenza che insiste sul medesimo arco.

L’area compresa tra due cerchi concentrici ¢ detta corona circolare.

Una retta si dice esterna alla circonferenza se non ha punti di intersezione
con essa, si dice secante se ha due punti di intersezione distinti, mentre si
dice tangente se il punto di intersezione & unico.
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Ovviamente il piano e lo spazio prendono I’aggettivo qualificante di
euclideo.

Tre o piu punti nello spazio sono allineati se sono contenuti in una retta,
quattro o pitl punti nello spazio sono complanari se sono contenuti in un
piano.

Di tutti i postulati di Euclide, ¢ il quinto postulato a determinare la
geometria euclidea.

Tale postulato & anche detto postulato delle parallele e la sua non
accettazione da origine alle geometrie non euclidee, delle quali non ci
occuperemo in questo manuale che, invece, & tutto incentrato sulla
geometria euclidea.

11 nome di postulato delle parallele deriva dalla versione equivalente, e pilt
nota, data a tale postulato:

Data una qualsiasi retta r ed un punto P non appartenente ad essa, ¢
possibile tracciare per P una ed una sola retta parallela alla retta r data.

Quindi due rette sono incidenti se hanno un punto di intersezione, mentre
se non lo hanno sono dette parallele.

In geometria euclidea, due rette parallele mantengono sempre la stessa
distanza tra di loro.

In geometria euclidea, la minima distanza tra due rette parallele, o tra un
punto esterno ad una retta e la retta stessa, ¢ data dall’altezza.

Altre definizioni

Definiamo traslazione una trasformazione del piano o dello spazio
euclideo che sposta tutti i punti di una distanza fissa nella stessa direzione.
Definiamo rotazione una trasformazione del piano o dello spazio euclideo
che sposta tutti i punti di un dato angolo (detto angolo di rotazione)
mantenendo un punto fisso attorno al quale avviene la rotazione (detto
centro di rotazione). Per convenzione, il senso di rotazione & quello anti-
orario.

La combinazione di una traslazione con una rotazione & detta
rototraslazione.

Definiamo riflessione una trasformazione del piano o dello spazio euclideo
che specchia tutti i punti rispetto ad un punto, una retta o un piano (detti
rispettivamente, centro, asse o piano di riflessione). I punti cosi specchiati
sono detti simmetrici ai primi.

Le operazioni di traslazione, rotazione e riflessione sono delle isometrie
ossia delle trasformazioni che mantengono le distanze costanti.
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Si definisce bisettrice la retta o la semiretta o il segmento che divide in due
parti uguali I’angolo sotteso tra due segmenti o due semirette o due rette.
Una particolarita della bisettrice & data dal fatto che se una semiretta &
bisettrice di un angolo, il suo prolungamento lo ¢ anche per I’angolo
esplementare al primo.

Si definisce mediana la retta o la semiretta o il segmento che divide in due
parti uguali la lunghezza di un dato segmento ossia che passa per il punto
medio del segmento.

Si definisce altezza la retta o la semiretta o il segmento che &
perpendicolare ad un’altra entitd geometrica quali una retta o una semiretta
o un segmento. Il punto di intersezione tra I’altezza e la retta o semiretta o
segmento dato & detto piede.

Si definisce asse la retta o la semiretta o il segmento che & perpendicolare
ad un segmento nel suo punto medio.

Postulati di Euclide

Euclide enuncio cinque postulati che, se accettati, fanno ricadere la
geometria nella cosiddetta geometria euclidea. I cinque postulati sono dati
da:

1) Tra due punti qualsiasi & possibile tracciare una e una sola retta.

2) Si pud prolungare una retta oltre i due punti indefinitamente.

3) Dato un punto e una lunghezza, & possibile descrivere una circonferenza.
4) Tutti gli angoli retti sono uguali.

5) Se una retta taglia altre due rette determinando dallo stesso lato angoli
interni la cui somma ¢ minore di quella di due angoli retti, prolungando
indefinitamente le due rette, esse si incontreranno dalla parte dove la
somma dei due angoli ¢ minore di due angoli retti.

11 terzo postulato di Euclide fa intervenire il concetto di circonferenza che
non abbiamo ancora introdotto. Definiamo circonferenza il luogo dei punti
del piano equidistanti da un punto detto centro (la distanza costante & detta
raggio).

Alcune conseguenze dei primi quattro postulati sono le seguenti:

Per ogni punto del piano passano infinite rette.

Per due punti distinti del piano passa una ed una sola retta.

Per una retta nello spazio passano infiniti piani.

Per tre punti non allineati nello spazio passa un solo piano.

Per tre punti non allineati nel piano passa una sola circonferenza.
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Due rette o due segmenti sono detti complanari se giacciono nel medesimo
piano, altrimenti sono detti sghembi.

In geometria, i punti sono indicati con lettere maiuscole, i segmenti con le
lettere maiuscole dei due estremi barrate in alto da una linea, mentre le
rette e le semirette con lettere minuscole.

Inoltre, tutte le dimensioni geometriche sono, per definizione, positive.
Due segmenti, due rette o due semirette sono dette coincidenti se e solo se
tutti i punti presenti nel primo elemento geometrico sono esattamente gli
stessi del secondo elemento geometrico.

In geometria piana, nel caso di due semirette aventi un estremo in comune
si pud definire il concetto di angolo.

Difatti si vede che le due semirette dividono il piano in due parti.

Gli angoli sono denotati o con lettere minuscole dell’alfabeto greco o con
le lettere maiuscole degli estremi, intervallate dal punto di origine delle
due semirette (detto vertice) con un accento circonflesso sopra
quest’ultima lettera.

Per convenzione, la misura degli angoli si effettua in senso anti-orario.

In geometria piana, se le due semirette sono coincidenti, I’angolo contiene
tutto il piano ed ¢ detto angolo giro, la cui misura ¢, per definizione, 360°.
La meta di un angolo giro ¢ detto angolo piatto e misura 180° e si ha
quando le due semirette sono adiacenti.

‘Un angolo si dice convesso se ¢ minore di 180°, concavo se ¢ maggiore,
come in figura:

Pre— pr—

La meta di un angolo piatto & detto angolo retto e misura 90°.

Un angolo compreso tra 0° e 90° & detto acuto, un angolo compreso tra
90° e 180° ¢ detto ottuso.

Due rette o due semirette o due segmenti si dicono perpendicolari (o
ortogonali) tra di loro se I"angolo di incidenza & un angolo retto. Va da sé
che tali elementi geometrici sono per forza incidenti.

Due angoli si dicono complementari se la loro somma da un angolo retto,
supplementari se da un angolo piatto ed esplementari se da un angolo giro.
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