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      COMPLEMENTI DI MATEMATICA
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      1. MATRICI E SISTEMI LINEARI


    


  

    

      1.1. Matrici


      Si chiama matrice m×nm \times n il quadro
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            \begin{pmatrix}

a_{11}a_{12}\ldots a_{1n} \\

a_{21}a_{22}\ldots a_{2n} \\

\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots \\

\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots \\

a_{m1}a_{m2}\ldots a_{mn} \\

\end{pmatrix} = \left( a_{ij} \right)\ i = 1,\ldots,m

          

        

      


      formato da m×nm \times n numeri, che si chiamano elementi della matrice, distribuiti in mm linee orizzontali dette righe e in nn linee verticali dette colonne. Ciascun elemento della matrice viene indicato da una lettera con due indici; il primo indica la riga in cui è posto l'elemento, il secondo la colonna.


      Se il numero delle righe è uguale al numero delle colonne, la matrice si dice quadrata e tale numero si chiama ordine della matrice; una matrice quadrata AA si rappresenta nella forma:
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            A = \begin{bmatrix}

a_{11} & \cdots & a_{1n} \\

 \vdots & \ddots & \vdots \\

a_{n1} & \cdots & a_{nn} \\

\end{bmatrix}

          

        

      


      Sia A=(aij),i=1,…n,j=1,…nA = \left( a_{ij} \right),i = 1,\ldots n,j = 1,\ldots n, una matrice quadrata. Gli elementi con indici uguali formano la diagonale principale delle matrice quadrata. La somma di tali elementi si chiama traccia della matrice e si indica con il simbolo trAtrA, ossia:
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      Se aij=ajia_{ij} = a_{ji} per ogni i,ji,j, allora la matrice quadrata AA si dice simmetrica. La matrice AA si dice poi diagonale se aij=0a_{ij} = 0 per i≠ji \neq j, triangolare inferiore se aij=0a_{ij} = 0 per ogni i<ji < j, triangolare superiore se aij=0a_{ij} = 0 per ogni i>ji > j.


      

        Per esempio si ha:
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              matrice diagonale

               

            

            \begin{bmatrix}

1 & 0 & 0 & \ldots & 0 \\

0 & 3 & 0 & \ldots & 0 \\

0 & 0 & 9 & \ldots & \ldots \\

 & & & & \ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots....... \\

0 & 0 & 0 & \ldots & 6 \\

\end{bmatrix}\text{~}\text{matrice\ diagonale}\text{~}
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            \begin{bmatrix}

2 & 0 & 0 & \ldots & 0 \\

1 & 4 & 0 & \ldots & 0 \\

7 & 3 & 1 & \ldots & 0 \\

 & & & & \ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots.. \\

1 & 4 & 9 & \ldots & 7 \\

\end{bmatrix}

          

         matrice triangolare inferiore
[146…7035…5007…3………………………000…8]\begin{bmatrix}

1 & 4 & 6 & \ldots & 7 \\

0 & 3 & 5 & \ldots & 5 \\

0 & 0 & 7 & \ldots & 3 \\

 & & & & \ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots \\

0 & 0 & 0 & \ldots & 8 \\

\end{bmatrix} matrice triangolare superiore


      Pertanto in una matrice diagonale sono nulli tutti gli elementi che non appartengono alla diagonale; in una matrice triangolare sono nulli tutti gli elementi che stanno sopra (o sotto) la diagonale.


      Si chiama matrice unità, e si indica con il simbolo II, una matrice diagonale in cui aii=1a_{ii} = 1, ossia:
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            \begin{pmatrix}

1 & 0 & 0 & \ldots & 0 \\

0 & 1 & 0 & \ldots & 0 \\

0 & 0 & 1 & \ldots & 0 \\

 & & & & \ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots.. \\

0 & 0 & 0 & \ldots & 1 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      Si chiama matrice trasposta della matrice quadrata AA, e si indica con il simbolo AtA^{t}, la matrice che si ottiene da AA scambiando le righe con le colonne. Pertanto se A=(aij)A = \left( a_{ij} \right), allora At=(aji)A^{t} = \left( a_{ji} \right).


      Per esempio:
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            A = \begin{pmatrix}

1 & 4 & 5 & 2 & 1 \\

8 & 0 & 2 & 1 & 7 \\

0 & 9 & 1 & 3 & 0 \\

1 & 4 & 5 & 9 & 9 \\

7 & 0 & 0 & 1 & 1 \\

\end{pmatrix}\ A^{t} = \begin{pmatrix}

1 & 8 & 0 & 1 & 7 \\

4 & 0 & 9 & 4 & 0 \\

5 & 2 & 1 & 5 & 0 \\

2 & 1 & 3 & 9 & 1 \\

1 & 7 & 0 & 9 & 1 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      Ogni matrice simmetrica coincide con la propria trasposta.


    


  

    

      1.2. Determinante


      Si chiama determinante della matrice quadrata di ordine nn, A=(aij)A = \left( a_{ij} \right), e si indica con i simboli det AA oppure |A||A|, la som-


ma degli nn ! prodotti ai,1,…,ain,a_{i,1},\ldots,a_{i_{n},} distinti che si possono formare moltiplicando tra loro nnelementi della matrice data presi in tutti i modi possibili, facendo sì che in ciascun prodotto due elementi non appartengano alla stessa riga e alla stessa colonna; ciascun prodotto poi deve essere preso con il segno positivo o negativo a seconda che i1,i2,…,ini_{1},i_{2},\ldots,i_{n} sia una permutazione di classe pari o dispari (ossia occorre un numero pari o dispari di scambi per passare dalla permutazione i1,i2,…,ini_{1},i_{2},\ldots,i_{n} alla permutazione 1,2,…,n)\left. \ 1,2,\ldots,n \right).


      In simboli:
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      dove i1,…,ini_{1},\ldots,i_{n} è una delle nn ! permutazioni degli interi 1,2 , …,n\ldots,n, e hh è pari o dispari a seconda della classe della permutazione considerata.


      Il determinante pertanto è dato dalla somma di tutti i prodotti che si ottengono tenendo fissi i secondi indici (quelli relativi alle colonne) e variando i primi (quelli relativi alle righe) o viceversa.


      Per esempio si ha:
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            \begin{matrix}

det\begin{pmatrix}

a & b \\

c & d \\

\end{pmatrix} = ad - bc \\

det\begin{pmatrix}

a_{1} & a_{2} & a_{3} \\

a_{4} & a_{5} & a_{6} \\

a_{7} & a_{8} & a_{9} \\

\end{pmatrix} = a_{1}a_{5}a_{9} + a_{2}a_{6}a_{7} + a_{3}a_{4}a_{8} + \\

 - a_{3}a_{5}a_{7} - a_{1}a_{6}a_{8} - a_{2}a_{4}a_{9} \\

\end{matrix}

          

        

      


      Lo sviluppo del determinante di una matrice del terzo ordine può essere ottenuto con la regola di Sarrus: a destra della matrice data si scrivono ordinatamente le due prime colonne della matrice, si prendono i prodotti formati con gli elementi della diagonale principale e delle due linee parallele, negativamente quelli della seconda diagonale e delle linee parallele e se ne calcola la somma.


      Per esempio:
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      1.3. Proprietà del determinante


      

        	

          Il valore di un determinante non cambia scambiando ordinatamente le righe e le colonne; pertanto la matrice data e la sua trasposta hanno lo stesso determinante.


        


        	

          Scambiando nella matrice data due righe o due colonne, il determinante cambia segno.


        


        	

          Moltiplicando tutti gli elementi di una medesima riga (o colonna) per un numero kk diverso da zero, il determinante viene moltiplicato per kk.


        


        	

          Se due righe o due colonne sono proporzionali, allora il determinante è nullo.


        


        	

          Il valore di un determinante non cambia quando agli elementi di una riga [colonna] si aggiungono gli elementi di altre righe [colonne] parallele moltiplicate per costanti arbitrarie.


        


      


      Si chiama minore complementare dell'elemento aija_{ij} la matrice AijA_{ij} ottenuta dalla matrice data sopprimendo in essa la ii-esima riga e la jj-esima colonna.


      Si chiama complemento algebrico dell'elemento aija_{ij} il numero (−1)i+jdetAij( - 1)^{i + j}detA_{ij}.


      Per esempio, data la matrice
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            A = \begin{pmatrix}

0 & 3 & 4 \\

1 & 2 & 3 \\

0 & 2 & 1 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      il complemento algebrico di a11a_{11} è:
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2 & 3 \\

2 & 1 \\

\end{pmatrix} = - 4

          

        

      


      Per il calcolo effettivo di determinanti di ordine elevato (n>3)(n > 3) si rivela utile la seguente regola: «Il determinante di una matrice di ordine nn è uguale alla somma dei prodotti tra gli elementi di una riga [colonna] e i rispettivi complementi algebrici».


      Per esempio si ha:
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            \begin{matrix}

det\begin{bmatrix}

1 & 2 & 0 & 3 \\

1 & 0 & 2 & 4 \\

0 & 2 & 1 & 1 \\

1 & 2 & 1 & 0 \\

\end{bmatrix} = \\

 = 1 \cdot det\begin{pmatrix}

0 & 2 & 4 \\

2 & 1 & 1 \\

2 & 1 & 0 \\

\end{pmatrix} - 2 \cdot det\begin{pmatrix}

1 & 2 & 4 \\

0 & 1 & 1 \\

1 & 1 & 0 \\

\end{pmatrix} + \\

 + 0 \cdot det\begin{pmatrix}

1 & 0 & 4 \\

0 & 2 & 1 \\

1 & 2 & 0 \\

\end{pmatrix} - 3 \cdot det\begin{pmatrix}

1 & 0 & 2 \\

0 & 2 & 1 \\

1 & 2 & 1 \\

\end{pmatrix} = \\

 = 4 + 6 + 12 = 22 \\

\end{matrix}

          

        

      


      Data una matrice AA, non necessariamente quadrata, m⋅nm \cdot n, si chiama minore di ordine kk una qualunque matrice quadrata ottenuta dalla matrice AA prendendo gli elementi comuni a kk righe e a kk colonne.


      Per esempio dalla matrice
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      si possono ottenere i minori di ordine due:
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\end{pmatrix}\begin{pmatrix}
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\end{pmatrix}\begin{pmatrix}

6 & 9 \\

1 & 6 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      La matrice AA ha caratteristica rr se il massimo ordine dei minori con determinante non nullo è rr.


      Per esempio la matrice
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              )

            

            \begin{pmatrix}

2 & 3 & 2 \\

4 & 6 & 4 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      ha caratteristica 1 , mentre la matrice


      

        

          

            

              (

              

                

                  

                    2

                  

                  

                    3

                  

                  

                    1

                  

                

                

                  

                    4

                  

                  

                    6

                  

                  

                    4

                  

                

              

              )

            

            \begin{pmatrix}

2 & 3 & 1 \\

4 & 6 & 4 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      ha caratteristica 2 .


    


  

    

      1.4. Operazioni tra matrici


      

        Date due matrici quadrate di ordine n,A=(aij),B=(bij)n,A = \left( a_{ij} \right),B = \left( b_{ij} \right) si chiama matrice somma la matrice C=(cij)C = \left( c_{ij} \right) i cui elementi sono dati da:


      

        

          

            

              

                c

                

                  i

                  j

                

              

              =

              

                a

                

                  i

                  j

                

              

              +

              

                b

                

                  i

                  j

                

              

            

            c_{ij} = a_{ij} + b_{ij}

          

        

      


      Analogamente si chiama matrice differenza la matrice C=(cij)C = \left( c_{ij} \right) i cui elementi sono dati da:


      

        

          

            

              

                c

                

                  i

                  j

                

              

              =

              

                a

                

                  i

                  j

                

              

              −

              

                b

                

                  i

                  j

                

              

            

            c_{ij} = a_{ij} - b_{ij}

          

        

      


      Si chiama poi matrice prodotto righe per colonne la matrice quadrata di ordine nABnAB data da:


      

        

          

            

              A

              B

              =

              

                (

                

                  

                    

                      

                        d

                        11

                      

                    

                    

                      …

                    

                    

                      

                        d

                        

                          1

                          n

                        

                      

                    

                  

                  

                    

                      

                        d

                        

                          n

                          1

                        

                      

                    

                    

                      …

                    

                    

                      

                        d

                        

                          n

                          n

                        

                      

                    

                  

                

                )

              

            

            AB = \begin{pmatrix}

d_{11} & \ldots & d_{1n} \\

d_{n1} & \ldots & d_{nn} \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      dove


      

        

          

            

              

                d

                

                  i

                  j

                

              

              =

              

                a

                

                  i

                  1

                

              

              

                b

                

                  1

                  j

                

              

              +

              

                a

                

                  i

                  2

                

              

              

                b

                

                  2

                  j

                

              

              +

              …

              +

              

                a

                

                  i

                  n

                

              

              

                b

                

                  n

                  j

                

              

            

            d_{ij} = a_{i1}b_{1j} + a_{i2}b_{2j} + \ldots + a_{in}b_{nj}

          

        

      


      In altri termini, dijd_{ij} si ottiene moltiplicando gli elementi della riga ii-esima della matrice AA ordinatamente per quelli della colonna jj-esima della matrice BB e sommando tra loro i prodotti così ottenuti.


      Valgono le proprietà:


      

        	

          

            

              

                

                  A

                  +

                  B

                  =

                  B

                  +

                  A

                

                A + B = B + A

              

             (proprietà commutativa);


        


        	

          

            

              

                

                  A

                  +

                  

                    (

                    B

                    +

                    C

                    )

                  

                  =

                  

                    (

                    A

                    +

                    B

                    )

                  

                  +

                  C

                

                A + (B + C) = (A + B) + C

              

             (proprietà associativa);


        


        	

          

            

              

                

                  k

                  

                    (

                    A

                    +

                    B

                    )

                  

                  =

                  k

                  A

                  +

                  k

                  B

                

                k(A + B) = kA + kB

              

             (dove kk è uno scalare).


        


      


      Il determinante della matrice prodotto ABAB è uguale al prodotto del determinante di AA per quello di BB, ossia:


      

        

          

            

              d

              e

              t

              A

              B

              =

              d

              e

              t

              A

              ⋅

              d

              e

              t

              B

            

            detAB = detA \cdot detB

          

        

      


      Pertanto se la matrice AA (oppure BB ) ha determinante nullo, lo stesso accade per la matrice ABAB. La matrice A2=AAA^{2} = AA ha la stessa caratteristica della matrice AA.


      In generale il prodotto tra matrici non è commutativo, ossia, generalmente, si ha AB≠BAAB \neq BA.


    


  

    

      1.5. Matrice inversa e matrice aggiunta


      Sia AA una matrice di ordine nn con determinante non nullo. Si chiama matrice inversa della matrice AA, e si indica con il simbolo A−1A^{- 1}, la matrice tale che


      

        

          

            

              A

              

                A

                

                  −

                  1

                

              

              =

              

                A

                

                  −

                  1

                

              

              A

              =

              I

            

            AA^{- 1} = A^{- 1}A = I

          

        

      


      dove II è la matrice unità. Ovviamente [A−1]−1=A\left\lbrack A^{- 1} \right\rbrack^{- 1} = A e inoltre


      

        

      


      

        

          

            

              d

              e

              t

              

                A

                

                  −

                  1

                

              

              =

              

                1

                

                  d

                  e

                  t

                  A

                

              

            

            detA^{- 1} = \frac{1}{detA}

          

        

      


      Se A=(aij)A = \left( a_{ij} \right), gli elementi della matrice inversa A−1=(bji)A^{- 1} = \left( b_{ji} \right) sono dati da:


      

        

          

            

              

                b

                

                  j

                  i

                

              

              =

              

                

                  

                    

                      (

                      −

                      1

                      )

                    

                    

                      i

                      +

                      j

                    

                  

                  d

                  e

                  t

                  

                    A

                    

                      i

                      j

                    

                  

                

                

                  d

                  e

                  t

                  A

                

              

            

            b_{ji} = \frac{( - 1)^{i + j}detA_{ij}}{detA}

          

        

      


      dove AijA_{ij} ì il minore complementare dell'elemento aija_{ij}.


      Per esempio la matrice


      

        

          

            

              A

              =

              

                (

                

                  

                    

                      1

                    

                    

                      2

                    

                    

                      3

                    

                  

                  

                    

                      4

                    

                    

                      5

                    

                    

                      6

                    

                  

                  

                    

                      2

                    

                    

                      8

                    

                    

                      9

                    

                  

                

                )

              

            

            A = \begin{pmatrix}

1 & 2 & 3 \\

4 & 5 & 6 \\

2 & 8 & 9 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      ha come inversa la matrice


      

        

          

            

              

                A

                

                  −

                  1

                

              

              =

              

                [

                

                  

                    

                      −

                      

                        1

                        5

                      

                    

                    

                      

                        2

                        5

                      

                    

                    

                      −

                      

                        1

                        5

                      

                    

                  

                  

                    

                      −

                      

                        8

                        5

                      

                    

                    

                      

                        1

                        5

                      

                    

                    

                      

                        2

                        5

                      

                    

                  

                  

                    

                      

                        22

                        15

                      

                    

                    

                      −

                      

                        4

                        15

                      

                    

                    

                      −

                      

                        1

                        5

                      

                    

                  

                

                ]

              

            

            A^{- 1} = \begin{bmatrix}

 - \frac{1}{5} & \frac{2}{5} & - \frac{1}{5} \\

 - \frac{8}{5} & \frac{1}{5} & \frac{2}{5} \\

\frac{22}{15} & - \frac{4}{15} & - \frac{1}{5} \\

\end{bmatrix}

          

        

      


      Indicato con αij\alpha_{ij} il complemento algebrico dell'elemento aija_{ij}, ossia


      

        

          

            

              

                α

                

                  i

                  j

                

              

              =

              

                

                  (

                  −

                  1

                  )

                

                

                  i

                  +

                  j

                

              

              d

              e

              t

              

                A

                

                  i

                  j

                

              

            

            \alpha_{ij} = ( - 1)^{i + j}detA_{ij}

          

        

      


      si chiama matrice aggiunta della matrice AA, e si indica con il simbolo A*A^{*}, la trasposta della matrice (αij)\left( \alpha_{ij} \right).


      Per esempio l'aggiunta della matrice


      

        

          

            

              A

              =

              

                [

                

                  

                    

                      a

                    

                    

                      b

                    

                  

                  

                    

                      c

                    

                    

                      d

                    

                  

                

                ]

              

            

            A = \begin{bmatrix}

a & b \\

c & d \\

\end{bmatrix}

          

        

      


      è la matrice


      

        

          

            

              

                A

                *

              

              =

              

                [

                

                  

                    

                      d

                    

                    

                      −

                      b

                    

                  

                  

                    

                      −

                      c

                    

                    

                      a

                    

                  

                

                ]

              

            

            A^{*} = \begin{bmatrix}

d & - b \\

 - c & a \\

\end{bmatrix}

          

        

      


      mentre per la matrice


      

        

          

            

              A

              =

              

                (

                

                  

                    

                      1

                    

                    

                      2

                    

                    

                      3

                    

                  

                  

                    

                      1

                    

                    

                      0

                    

                    

                      4

                    

                  

                  

                    

                      1

                    

                    

                      0

                    

                    

                      0

                    

                  

                

                )

              

            

            A = \begin{pmatrix}

1 & 2 & 3 \\

1 & 0 & 4 \\

1 & 0 & 0 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      si ha:


      

        

      


      

        

          

            

              

                

                  

                    α

                    11

                  

                  =

                  0

                

                

                  

                    α

                    12

                  

                  =

                  4

                

                

                  

                    α

                    13

                  

                  =

                  0

                

              

              

                

                  

                    α

                    21

                  

                  =

                  0

                

                

                  

                    α

                    22

                  

                  =

                  −

                  3

                

                

                  

                    α

                    23

                  

                  =

                  2

                

              

              

                

                  

                    α

                    31

                  

                  =

                  8

                

                

                  

                    α

                    32

                  

                  =

                  −

                  1

                

                

                  

                    α

                    33

                  

                  =

                  −

                  2

                

              

            

            \begin{matrix}

\alpha_{11} = 0 & \alpha_{12} = 4 & \alpha_{13} = 0 \\

\alpha_{21} = 0 & \alpha_{22} = - 3 & \alpha_{23} = 2 \\

\alpha_{31} = 8 & \alpha_{32} = - 1 & \alpha_{33} = - 2 \\

\end{matrix}

          

        

      


      e perciò


      

        

          

            

              

                A

                *

              

              =

              

                (

                

                  

                    

                      0

                    

                    

                      0

                    

                    

                      8

                    

                  

                  

                    

                      4

                    

                    

                      −

                      3

                    

                    

                      −

                      1

                    

                  

                  

                    

                      0

                    

                    

                      2

                    

                    

                      −

                      2

                    

                  

                

                )

              

            

            A^{*} = \begin{pmatrix}

0 & 0 & 8 \\

4 & - 3 & - 1 \\

0 & 2 & - 2 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      Valgono le proprietà:


      

        	

          

            

              

                

                  

                    

                      (

                      A

                      B

                      )

                    

                    *

                  

                  =

                  

                    A

                    *

                  

                  

                    B

                    *

                  

                

                (AB)^{*} = A^{*}B^{*}

              

            ;


        


        	

          se detA≠0detA \neq 0, allora A*=(detA)⋅A−1A^{*} = (detA) \cdot A^{- 1}.


        


      


    


  

    

      1.6. Matrice esponenziale


      Sia AA una matrice quadrata di ordine nn. Si chiama matrice esponenziale la matrice


      

        

          

            

              e

              x

              p

              

                (

                A

                )

              

              =

              I

              +

              A

              +

              

                1

                

                  2

                  !

                

              

              

                A

                2

              

              +

              

                1

                

                  3

                  !

                

              

              

                A

                3

              

              +

              …

              +

              

                1

                

                  n

                  !

                

              

              

                A

                n

              

              …

            

            exp(A) = I + A + \frac{1}{2!}A^{2} + \frac{1}{3!}A^{3} + \ldots + \frac{1}{n!}A^{n}\ldots

          

        

      


      Proprietà della matrice esponenziale:


      

        	

          se A,BA,B sono due matrici di ordine nn tali che A⋅B=B⋅AA \cdot B = B \cdot A allora exp(A+B)=[exp(A)][exp(B)]exp(A + B) = \lbrack exp(A)\rbrack\lbrack exp(B)\rbrack.


        


        	

          se CC è una matrice di ordine nn con detC≠0detC \neq 0, allora C−1exp(A)=exp(C−1AC)C^{- 1}exp(A) = exp\left( C^{- 1}AC \right);


        


        	

          

            

              

                

                  e

                  x

                  p

                  [

                  

                    (

                    c

                    +

                    d

                    )

                  

                  A

                  ]

                  =

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    c

                    A

                    )

                  

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    d

                    A

                    )

                  

                

                exp\lbrack(c + d)A\rbrack = exp(cA)exp(dA)

              

             con c,dc,d reali;


        


        	

          

            

              

                

                  [

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    A

                    )

                  

                  

                    ]

                    

                      −

                      1

                    

                  

                  =

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    −

                    A

                    )

                  

                

                \lbrack exp(A)\rbrack^{- 1} = exp( - A)

              

            

          


        


        	

          

            

              

                

                  [

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    A

                    )

                  

                  

                    ]

                    k

                  

                  =

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    k

                    A

                    )

                  

                  k

                

                \lbrack exp(A)\rbrack^{k} = exp(kA)k

              

             intero;


        


        	

          

            

              

                

                  e

                  x

                  p

                  

                    (

                    O

                    )

                  

                  =

                  I

                  (

                  O

                

                exp(O) = I(O

              

             matrice nulla, ossia matrice i cui elementi sono tutti nulli).


        


      


    


  

    

      1.7. Autovalori e autovettori


      Sia AA una matrice quadrata di ordine nn. Si chiamano autovalori di AA le soluzioni dell'equazione in ss


      

        

          

            

              d

              e

              t

              

                (

                s

                I

                −

                A

                )

              

              =

              0

            

            det(sI - A) = 0

          

        

      


      Tale equazione si chiama equazione caratteristica associata alla matrice AA e l'insieme degli autovalori si dice spettro della matrice AA.


      Per esempio gli autovalori della matrice


      

        

      


      

        

          

            

              A

              =

              

                (

                

                  

                    

                      2

                    

                    

                      −

                      3

                    

                    

                      3

                    

                  

                  

                    

                      4

                    

                    

                      −

                      5

                    

                    

                      3

                    

                  

                  

                    

                      4

                    

                    

                      −

                      4

                    

                    

                      2

                    

                  

                

                )

              

            

            A = \begin{pmatrix}

2 & - 3 & 3 \\

4 & - 5 & 3 \\

4 & - 4 & 2 \\

\end{pmatrix}

          

        

      


      sono −2,−1,2- 2, - 1,2, in quanto, essendo


      

        

          

            

              d

              e

              t

              

                (

                s

                I

                −

                A

                )

              

              =

              d

              e

              t

              

                [

                

                  

                    

                      s

                      −

                      2

                    

                    

                      3

                    

                    

                      −

                      3

                    

                  

                  

                    

                      −

                      4

                    

                    

                      s

                      +

                      5

                    

                    

                      −

                      3

                    

                  

                  

                    

                      −

                      4

                    

                    

                      4

                    

                    

                      s

                      −

                      2

                    

                  

                

                ]

              

            

            det(sI - A) = det\begin{bmatrix}

s - 2 & 3 & - 3 \\

 - 4 & s + 5 & - 3 \\

 - 4 & 4 & s - 2 \\

\end{bmatrix}
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