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Un po’ di storia

Chi crede in quello che fa & capace di trasmettere il suo entusiasmo agli altri. 11
Prof. Carlo Pucci credeva nella Matematica come scienza formativa e socialmente

utile e credeva anche nel ruolo del docente universitario come maestro ¢ sostenitore
dei giovani promettenti. Forse & per questo che la gara matematica di Firenze,

nata da tali motivazioni, ¢ stata subito condivisa dai colleghi del Profess

ore ¢
fin da subito ha vivacizzato ambiente austero dell'allora “Istituto Matematico
Ulisse Dini’. Le porte dell'Universita si sono cosi aperte agli studenti delle Scuole
Superiori e un gruppo di giovani laureati & stato incaricato di controllare i t
degli esercizi, di fare assistenza in aula durante la prova, di correggere i compiti,
etc ... Tra quei giovani laureati c’ero anch'io.

Lo spirito della gara & sempre stato quello di una sana competizione su e
di tipo non convenzionale, che non premiassero le conoscenze tecniche ma piuttosto
lingegno e la logica, qualith irrinunciabili in un buon matematico. La tecnica

ereizi

invece si pud sempre acquisire con lo studio!
La correzione dei compiti era affidata ai giovani, ma la Commi

ione Scientifica,
e da alcuni colleghi, tra cui Adriano Barlotti ¢ Francesco
Gherardelli erano punti fissi, sacrificava un intero pomeriggio ad ascoltare le nostre
motivazioni sui giudizi assegnati a ciascun elaborato per stabilire infine il vincitore.
Memorabili le discussioni di ore per decidere a chi assegnare quel mezzo punto che
poteva fare la differenzal

La trasparenza ¢ stata la parola d’ordine, la correttezza la regola di comporta-
mento: figurarsi che i testi degli esercizi venivano aperti e fotocopiati solo mezz’ora
prima della gara, per evitare possibili fughe di notizie. Se si scorrono i nomi degli
tudenti che sono stati premiati nelle varie edizioni della gara se ne trovano dive
si che sono diventati a loro volta ricercatori o docenti universitari, anche tra gli
autori di questo libro.

Cosl & stato per sedici anni, fino a quando, nel 2000, Carlo Pucci lascio la gara
matematica a quegli “ormai non pitt giovani” che lo avevano sostenuto fin dai primi
anni. Nel 2000, nuovo millennio, la gara matematica da competizione forentina &
diventata gara aperta a tutta la Toscana, gli iscritti sono passati da circa cento a
pitt di trecento, ma ha voluto mantenere gli stessi principi che avevano animato il
suo fondatore.

Nel frattempo, la riforma universitaria e quella della scuola secondaria hanno
favorito la nascita di progetti di “orientamento” volti a facilitare le relazioni tra
le Universita e le Scuole Superiori ¢ la gara matematica, che in questo senso ha
precorso i tempi, & entrata a farne parte. In tal modo ¢ iniziata una proficua
collaborazione con “Il Giardino di Archimede - Un Museo per la Matematica”, di
cui ¢ Presidente e fondatore Enrico Giusti, e con la “Fondazione Carlo Marchi”
che ci ha sostenuto anche finanziariamente nella condivisione degli obiettivi.
£ nata la “Coppa del Dini”, che ha il nome del nostro Dipartimento e della super-
ficie matematica che le d la forma, il trofeo che viene assegnato per un anno alla
ndossate con orgoglio dai
nostri studenti; le medaglie della Casa Editrice Le Monnier sono diventate spillette
aventi la forma del nostro logo; ¢ riapparso 'asse esta volta offerto dalla

formata da Carlo Pucci

scuola del vincitore; sono nate le magliette matematich
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Prefazione

Quando lo scorso anno ci trovammo per la riunione annuale per la stesura del testo
della Gara Matematica, quasi casualmente qualeuno osservd che la prima edizione
della gara si era svolta nel 1983 ¢ che quindi stavamo preparando il testo della
ventinovesima edizione (in realtd le cose non stavano cosi, come poi avremmo
scoperto) ¢ che gli elementi di continuitd tra le prime edizioni e quelle recenti
erano ormai limitati ai giovaniss
edizioni trasformatosi nel frattempo in organizzatore delle gare attuali.

imi collaboratori e qualche concorrente delle prime

tazione: in trenta

Trenta anni sono un traguardo importante per una manife
anni cambiano molte cose; nel 1983 il personal computer esisteva solo da due anni;
il modello di punta, 'IBM XT, aveva un processore a 4.77 MHz, 128 Kb di me-
moria e un hard disk da 10Mb — le unita di misura sono corrette, non ¢t nessun
errore — “Giga” e “Tera” erano prefissi del tutto sconosciuti.

Anche la Gara Matematica si & evoluta col passare degli anni: inizialmente rivolta
agli studenti di Firenze e comuni limitrofi, con gli anni ¢ stata estesa agli studenti
di tutta la Toscana e, recentemente, della provincia di Perugia. Altri fattori hanno

poi contribuito all'evoluzione dei temi assegnati: i partecipanti alle prime edizioni
erano del tutto privi di una preparazione specifica per le gare (il progetto “Olim-
piadi della Matematica” dell’Unione Matmatica Italiana nascerd solo nel 1987) e il

giorno della gara si trovavano ad affrontare situazioni nuove per quanto elementari.
Oggi non & pi cost: la maggior parte delle scuole partecipa ogni anno a varie com-
petizioni (Giochi di Archimede, Kangourou, ecc. ecc.) e i ragazzi hanno alle spalle,
chi piti chi meno, una certa esperienza, frutto a volte anche di una preparazione
specifica molto accurata.

Col passare degli anni la difficolt dei temi assegnati probabilmente & cresciuta
ma & comunque rimasto Iaspetto elementare (non presuppongono ciot la conoscen-
za di tecniche o risultati di livello avanzato) rendendo la loro lettura interessante
non solo per studenti ¢ docenti che intendono avvicinarsi alle competizioni ma-
tematiche ma anche per il semplice appa
proprie capacith matematiche e logiche.

fonato che vuole mettere alla prova le

In questo volume sono stati raccolti non solo i temi assegnati, completi di
svolgimento, ma anche le graduatorie dei migliori classificati ¢ gli elenchi dei par-
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volta diventati studenti universitari, le indossano con orgoglio. Le piti eleganti ¢
ricercate sono quelle nere, che puoi mettere anche nei locali e in discoteca.

La gara matematica testimonia oggi un altro valore positivo e quanto mai at-
tuale. 1l valore del merito invece che della raccomandazione. 11 valore di mettersi
in gioco e di progettare su una disciplina creativa, al crocevia tra le discipline
umanistiche e quelle scientifiche, tra la cultura di base e le applicazioni. La mate-
matica ha avuto, storicamente, un ruolo importante nella promozione
pitt meritevoli ¢ 'iniziativa della gara serve a tenere alto questo valore

La gara matematica fiorentina ha certo un'influenza su una gara ben pitt corpo-
sa, le Olimpiadi della Matematica, che sono un po’ la sorella maggiore, di respiro
internazionale. Da qualche anno I'Ttalia prepara in modo professionale una squa-
dra di studenti di scuola superiore che partecipa alle Olimpiadi.

Vorra dire qualche cosa per la nostra scuola se la squadra italiana si piazza sempre
in modo dignitoso! Battendo la Francia ininterrottamente dal 2005 ad oggi, cosa
impensabile vent’anni fa.

In questi momenti difficili per il nostro Belpac
I'Italia pud vincere non soltanto nel calcio.
L'aumento di iscrizioni che si & registrato a Matematica e a tutte le laurce scien-
tifiche, dopo qualche anno di magra, fa ben sperare sullo spirito di impegno ¢

ci di speranza immaginare che

passione dei giovani, che scelgono dei percorsi che richiedono sforzo intellettuale ¢

costanza.

Un ringraziamento speciale a chi ha avuto la pazienza di organizzare questo
libro, e di ripercorrere tutte le soluzioni. La riuscita della gara la si deve a tante
persone, che negli anni si sono alternate nell'organizzazione, e mi spiace di non
avere lo spazio per ringraziarle tutte.

Comincio da Gloria Papi e Paolo Gronchi, animatori storici della gara, che in
gioventi hanno avuto I'onore di svolgere le esercitazioni al corso del Prof. Pucci.
Un grazie anche a Elena Comparini, Alessandro Martinelli, Francesco Mugelli.

a tutto il loro entusiasmo, rimasto intatto negli anni.

Tra gli estensori di questo libro, si pud trovare un vincitore delle prime gare
(lascio ai lettori il compito di individuarlo...).

Last but not least, non posso dimenticare Giuseppe Anichini, segretario dell'U-
nione Matematica Italiana, con il suo lavoro prezioso e discreto al tempo stesso.
Senza le informazioni da lui archiviate non sarebbe stato possibile ricostruire tutta
la storia della gara.

E il momento di concludere, torniamo a guardare avanti.

A quale scuola andra la prossima “Coppa del Dini"? Sapete che il profilo della
Coppa ha per equazione una superficie algebrica?

Un grande augurio per la gara 2012 a tutti i partecipanti per la trentesima
edizione. S , come qualcuno tra i pitt smaliziati avra notato, gli anni sono soltanto
ventinove, (ma) & mai possibile che i matematici abbiano sbagliato i calcoli?

Giorgio Ottaviani
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Regolamento della gara

Art. 1 E istituita presso il Dipartimento di Matematica “Ulisse Dini” dell’ Unive
sita degli Studi di Firenze una “Gara Matematica” riservata agli studenti
delle Scuole Medie Superiori della Toscana. La Gara ha cadenza annuale.

Art. 2 La partecipazione degli studenti avviene su segnalazione del docente di
materie matematiche della classe a cui lo studente @ iscritto.

Art. 3 1 temi proposti nella Gara sono stabiliti da una Commissione responsabile
nominata dal Dipartimento di Matematica “Ulisse Dini”. La Commissione
provvederd anche alla correzione degli elaborati e alla formulazione della
graduatoria di merito.

Art. 4 Eistituito un premio per la Scuola di appartenenza del vincitore. 1l premio
ha carattere perpetuo: alla Scuola viene affidata in custodia per un anno
una Coppa.

La coppa verra consegnata al Preside della Scuola, o a un suo delegato,

in occasione della premiazione della Gara, e dovra essere riconsegnata un

mese prima della premiazione della Gara dell’anno successivo.

In questa occasione, alla Scuola verrd consegnata una targa sostitutiva.

3

Sono istituiti premi per il vincitore e per i primi tre classificati.

T4 rilasciato un atte

3

A ogni partecipante ve tato di partecipazione con

Vindicazione della propria classifica.

11 Direttore del Dipartimento

Quello riportato ¢ il regolamento vigente. Inizialmente non c’era un regolamen-

to scritto e tantomeno disponibile online. Le informazioni sulla gara passavano per
via orale, per conoscenze dirette. La gara cra riservata alle scuole di Firenze ¢ ad
alcune scuole delle province di Prato, Pistoia e Arezzo. E solo dal 2000 (dichiarato
anno mondiale della matematica dall' UNESCO) che la gara si & aperta a tutta la
Toscana. Questo cambiamento ha ovviamente influenzato enormemente Iintera
organizzazione, fino anche alla scelta degli eserciz.
Come recita l'articolo 3 del regolamento, i temi vengono selezionati da un’apposita
Commissione. Agli inizi, il responsabile era unicamente il Prof. Carlo Pucci. Altri
docenti universitari (Francesco Gherardelli, Adriano Barlotti ¢ Luigi Antonio Ro-
sati in primis) mandavano proposte a Pucci e lui aggiungeva qualche esercizio (di
solito almeno uno sulla ricerca di un massimo o minimo!) e selezionava i quattro
esercizi di varie difficolta. Non doveva mancare un esercizio facile (come ricorda
Ottaviani) ed almeno una domanda difficile, ma cost difficile da occupare sicura-
mente le due ore di tempo a qualunque studente. Pucci & stato per molti anni
Direttore di un Istituto del CNR ¢ Ii chiedeva aiuto per produrre il testo finale,
ciod batterlo a macchina (competenza della mitica segretaria Grazia Ponsacchi) e
di solito la mattina prima della
gara per evitare fughe di notizie. Collaborazione, specialmente nella correzione
degli esercizi, veniva chiesta anche ad alcuni ricercatori dell'Istituto: Marco Lon-
ginetti, Gabricle Bianchi e Luca Sgheri nei primi anni, Andrea Colesanti, Elisa
Francini e Paolo Gronchi negli anni '90.

fotocopiarlo (incombenza di Antonio Girimonti),
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“Fondazione Carlo Marchi”, come premio al primo classificato, riprendendo l'anti-
ca tradizione iniziata dalla famiglia Spinoso, interrotta nel 1996; & stata mantenuta
la tradizionale consegna dei libri-premio, un modo per contribuire all'educazione
dell’approfondimento personale e al gusto della lettura: un ringraziamento spe-
ciale va all’Unione Matematica Italiana che, per interessamento del suo segretario
Giuseppe Anichini, ha da sempre mantenuto Iimpegno di coprire in parte questo
tipo di premio.

Tanti altri nel corso di qu ato la loro attivita con
quella della gara: 'attuale Direttore del Dipartimento “Ulisse Dini”, Gabriele Vil-
lari, che & sempre intervenuto alla cerimonia di premiazione, stringendo la mano
ad ogni ragazzo premiato; Paolo Marcellini, che ¢ stato Direttore del Dipartimen-
to e Preside della Facoltd di Scienze Matematiche, Fisiche e Naturali e che ha
portato una ventata innovativa agli inizi degli anni 2000 aiutandoci a stampare il
primo opuscolo informativo; I'attuale Presidente di Corso di Laurea in Matema-
tica, Giorgio Ottaviani, anche lui tra i primi correttori degli elaborati, che, oltre
a collaborare in vario modo, ha partecipato a questa pubblicazione con una testi-
monianza scritta; Riccardo Ricci che ha avuto Uidea di istituire la Coppa del Dini
Elena Comparini che, insieme all’ esperta di grafica Laura Manneschi, ha idea-
to i disegni delle maglictte e che ancora oggi si occupa della gestione dei premi;
Giovanni Frosali che con la sua macchina fotografica ha fissato dal 2000 in poi, i
momenti salienti della premiazione, Graziano Gentili, che con la sua esperienza di
Direttore della SMI (Societa Matematica Italiana) ci ha sostenuto nelle prime fasi
organizzative.

Una menzione speciale alla storica Commissione Scientifica che si ¢ da sempre
occupata di preparare i testi: iniziarono Carlo Pucci, Adriano Barlotti ¢ Francesco
Gherardelli coadiuvati dall’allora giovanissimo Marco Longinetti, e hanno conti-
nuato Paolo Gronchi e Francesco Mugell, aiutati di volta in volta da collaboratori
pitt 0 meno costanti negli anni tra cui: Alessandro Martinelli, Marco Romito, Ema-
nuele Paolini, Emanuele Sacco, Francesco Bellacci, Giovanni Gherdovich ed inol-
tre Marco Barlotti, Irene Benedetti, Gabriele Bianchi, Chiara Bianchini, Barbara
Bianconi, Cinzia Bisi, Chiara Brambilla,
Paolo Cascini, Filippo Chicco, Gianni Ciol

i trenta anni hanno intrec

Alessandro Calamai, Angela Caporicci

, Andrea Colesanti, Mario Corsolini

Giovanni Cupini, Eloisa Detomi, Silvio Dolfi, Loredana Faienza, Matteo Focardi,
Elisa Francini, Francesco Fumagalli, Federico Galletti, Federico Greco, Meri Li-

Maria Rita Lungo, Marco Maggesi, Francesco Maggi, Elvira Mascolo, Anna
Migliorini, Serena Migliorini, Sara Mossa, Simone Naldi, Lucia Pinzauti, Laura
Poggiolini, Tommaso Ricci, Mauro Rinaldelli, Paolo Salani, Matteo Santacesaria,
Luca Sgheri, Francesco Siepe, Tlaria Vicini, Imad Zaza, Enrico Zoli.

Ce ne sono tanti altri e non possiamo citarli tutti, ma ce li ricordiamo bene e
a tutti va il nostro ringraziamento, anche a chi, con pazienza e competenza, ci ha
aiutato nella gestione logistica degli spazi e delle aule del Dipartimento.

Tuttavia, le persone pitt importanti e senza le quali la gara matematica non
potrebbe pitt essere disputata sono senza dubbio i Professori ¢ gli Studenti delle
Scuole Medie Superiori. E a loro che rivolgiamo il ringraziamento pit grande
gurandoci che questa proficua collaborazione continui ad apportare arricchimento
reciproco.

au-

Gloria Papi
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tecipanti. Le prime edizioni della Gara erano organizzate dal prof. Carlo Pucci,
direttore dell'Istituto di Analisi Globale ed Applicazioni del CNR. Con il trasfe-
rimento dellIstituto e la scomparsa di Pucci alcuni dati delle prime edizioni sono
andati persi. E stato possibile ricostruire molto — non tutto, purtroppo — basan-
dosi sulle informazioni pubblicate sul Notiziario dell'Unione Matematica Italiana
e grazie al contributo della sig.ra Grazia Ponsacchi, segretaria dell'Istituto; da lei
abbiamo appreso che 'edizione 1986 non si ¢ disputata, complice un soggiorno al-
Testero di Pucci per motivi di studio e una organizzazione non proprio impeccabile
da parte di chi ad essa era stato delegato.
La gara ha dunque trenta anni ma l'edizione 2012 & la ventinovesima!

Le immagini delle edizioni antecedenti I'anno 2000, tra cui quella utilizzata in
copertina, sono tratte da articoli pubblicati sulle edizioni locali de “Il Corriere
di Firenze”, “La cittd”, “La Nazione”, “La Repubblica”. Un ringraziamento va
infine a Laura Manneschi, ideatrice dei disegni utilizzati sulle magliette che, da
una decina di anni a questa parte, figurano tra i premi per i migliori classificati ¢
che abbiamo riportato in varie parti nel testo.

Gli autori
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Tnizialmente, il primo premio della gara era offerto dalla famiglia Spinoso, in
memoria di Giuseppe Spinoso. Era un assegno, nemmeno tanto modesto, destina-
to al vincitore.
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Una copertina di “Angolo Acuto”. Tra gli studenti premiati si nota Marco Barlotti,
membro dello staff della gara nelle prime edizioni e docente di algebra.

Giuseppe Spinoso, insegnante nella scuola superiore, aveva fondato nel 1948 il pe-
riodico “Angolo Acuto”. Negli anni '70 veniva stampato a Firenze, aveva Iaspetto
di un giornalino e quella grafica accattivante dove 'angolo, dotato di occhi, naso
¢ bocca, manifestava un’espressione aggrottata per essere stato disegnato un po’
troppo acuto. “Angolo Acuto” ¢ stato un po’ il precursore delle gare matematiche
a Firenze, dove venivano proposti problemi matematici, e venivano pubblicate le
migliori soluzioni. Si veda il bell'articolo di Stefano Campi sul numero 4 della rivi-
sta “Archimede” del 2010, reperibile anche su internet; che racconta di un periodo
che appare cost lontano rispetto ai file pdf di oggi, dove un giornalino si costruiva
in modo amatoriale con colla, forbici, telai di vetro e tanto entusiasmo. Spinoso
mancd nel 1982, Dal 1983 la famiglia Spinoso comineid a intervenire personalmente
alla premiazione, consegnando Iassegno.

gno al vincitore & rimasto, ed ¢ offerto oggi dalla Fondazione Carlo Mar-

Ai parte
tanti libri.

panti che si sono cla
Tra gli altri prem
loro multiformi edizioni? Fa piacere vedere tanti partecipanti della gara che,

sificati dopo il vincitore, sono stati sempre regalati
chi non ricorda le “magliette dei matematici” nelle

una
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Ha trent’anni ma non li dimostra

Quando nel 1983 si svolse la prima edizione della gara matematica a Firenze, tutti
i partecipanti furono sistemati in un’unica aula. L'aula 3, la pitt grande dell’Ulisse
Dini. Dotata di quell'incredibile loggione, da cui il professore diventa piccolo pic-
colo, e che sembra fatta apposta per attaccare discorso con la ragazza accanto.

E quella enorme lavagna, che rimane enorme anche da lontano, e che pud contenere
per intero le formule dei romanzi di Asimov.

Poi di aule ne servirono due. Poi tre. Ormai tutto I'Ulisse Dini viene sequestrato
per la gara matematica, i partecipanti si accodano a frotte per 'identificazione, in
modo quasi disciplinato. Gli studenti vengono da tutta la Toscana, per chi viene
da lontano Iintera giornata & dedicata alla gara, con la merenda nello zainetto ¢
linseparabile bottiglietta d’acqua. Qualcuno tra i pit frettolosi sgomita un po’.
Qualcuno attacca discorso per stemperare lemozione. Qualeuno si guarda intorno,
perché entra per la prima volta nell’Ulisse Dini, dove forse vorra iscriversi al mo-
mento della scelta universitaria. Guarda le aule, guarda incuriosito la biblioteca ¢
forse non sa che possiede una delle collezioni classiche pitt complete nel mondo.
Alcuni dei partecipanti alla gara, i piti fortunati, si sistemano nell'aula 5, pitt
piccola, ma pitt romantica. Con quella infinita vetrata, che permette durante gli
intervalli del pomeriggio di assistere agli allenamenti di calcio, e che nelle sere di
primavera regala uno dei pitt rossi tramonti di Firenze. Un’aula che ha tante storie
da raccontare ¢ che ha ospitato le conferenze di René Thom, di Michael Atiyah ¢
di altri prestigiosi detentori di una “Fields Meda

Ricordando la prima gara del 1983, il pensicro corre a Carlo Pucci, che ha idea-
to ¢ fondato la manifestazione, e alla sua mitica Cinquecento giardinetta rossa.
Professore ma prima ancora cittadino nella societd, con la passione civile che ha
contraddistinto tutta la sua vita. Le sue affascinanti lezioni di analisi reale. Rigo-
rosamente in aula 5.
Pucci raccomandava: “formuliamo sempre uno dei problemi in modo che
stanza semplice, affinché tutti i partecipanti possano scrivere qualcosa, e tornino
a casa con un'esperienza positiva’
E questo ¢ rimasto lo spirito della gara. In pieno stile De Coubertin, dove
Timportante & partecipare e, soprattuto, divertirsi.

a abba-

Al contrario dell'esame per la patente,

alla gara matematica non si risolvono

quiz. Non si mettono crocette ma si affrontano problemi, dove la soluzione va
trovata e spiegata, ¢ dove occorre fermarsi a riflettere, a volte a lungo.

Alcuni dei primi problemi vennero proposti da Adriano Barlotti, Francesco Ghe-
rardelli, Luigi Antonio Rosati. Problemi a volte un po’ pepati, intriganti, mai

meccanici o ripetitivi.

Percorrere questo libro & un’attivita stimolante, con la sua collezione di proble-
mi ingegnosi e culturalmente significativi. E non mancano problemi che anticipano
le tematiche pitt moderne, ricerche di algoritmi, aspetti discreti della matematica,
soluzioni costruttive. Quante volte ci siamo trovati in un corridoio a discutere di
un problema passato o futuro. La matematica trae linfa proprio dai problemi.
Problemi che vengono dalle applicazioni o dallo stesso formalismo. Problemi geo-
metrici e problemi algebrici. Problemi seri, che ¢ utile prendere come un gioco,
ma un gioco impegnativo.
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6 Gara 1983

(1) si ottiene
4K 44k — 4y

D-1

da cui s

egue che esistono soluzioni soltanto se D & della forma 4m + 1 con m
numero intero.

Viceversa, sempre scrivendo @ = 2k + 1, se D ¢ il successivo di un multiplo di
4, cio D = 4m + 1 con m numero intero, allora I'equazione (1) diventa

k(k+1)=y+m,

che mostra come ogni valore di k determini un unico valore di y (e chiaramente di
. Pertanto, fis
valore intero di k. Tali soluzioni pos

(2k+1,k2+k—¥>

4m + 1, abbiamo infinite soluzioni (z,y), una per ogni
> nella forma
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Gara 1983 5

- h =2, che individua il triangolo degenere di lati 2, 4 ¢ 6;

- h=1, che individua il triangolo rettangolo di lati 3, 4 ¢ 5;
- h che individua il triangolo equilatero di lato 4.
Esercizio 2

Se tre persone 4, B e C fos
ed E, come nemici. Ma proprio per la reciprocith dell’inimicizia richiamata nel
testo, cid significa che D (come del re:
richiesto.

oro fra loro amiche, allora avrebbero le altre due, D

to E) avrebbe tre nemici e non due come

Esercizio 3

1l poligono A, supposto di n lati, & convesso e quindi pud essere visto come in-
tersezione di semipiani, ad esempio possiamo considerare i semipiani 7y,
7, individuati dalle rette che contengono i lati di A. Consideriamo ade
sione di poligoni

suce

By=B, Bi=BoNm, Bo=BiNm, ..., Bu=Bu 1Nm.

Per prima cosa o
ogni semipiano m;, per i = 1,2, .
ad A. Viceversa, A & contenuto in B ed in ogni semipiano 7; e quindi ¢ contenuto
in ogni By, per i =0,1,...,n.

Adesso dimostriamo che il perimetro di B; & minore o uguale al perimetro di
Bi_1, per ogni i = 1,2,...,n. Ovviamente & possibile che sia B; = B;_1, nel qual
:as0 non abbiamo niente da dimostrare. Se invece B; # Bj_1, allora percorriamo il
perimetro di B;_1, ad esempio in senso orario, partendo da un punto in comune ai
due poligoni. Buona parte del tragitto restera su punti in comune ai due poligoni,
ma almeno un tratto del percorso sara esterno a B; (soltanto un tratto se B;_;
& convesso, ma in generale potrebbero essere molti). Indichiamo con Py il punto
d'inizio di un tratto esterno a B; ¢ con Py il primo punto di B; che si incontra
nel cammino dopo Py. La differenza tra il perimetro di B e quello di B; & data
(eventualmente sommando i contributi dei singoli tratti esterni a B;) proprio dalla
differenza tra la lunghezza del percorso da Py a Py fatto seguendo il perimetro

orviamo che B, = A. Infatti ogni punto di B, appartiene ad

n e quindi appartiene alla loro intes

zione, ciot

di Bi_i e la lunghezza del segmento Py Ps. Poiché & noto che non esiste percorso
pitt breve del segmento per congiungere due punti distinti, abbiamo dimostrato
che il perimetro di B; ¢ minore o uguale al perimetro di B;_;. Inoltre abbiamo
dimostrato che i due perimetri sono uguali se e solo se i due poligoni sono uguali.

Ripetendo il ragionamento per ogni i, concludiamo che il perimetro di A &

minore o uguale al perimetro di B e che i due perimetri sono uguali se e solo se
A=B.

Esercizio 4

Siccome D & un numero dispari, anche #2 ¢ quindi # sono necessariamente dispari.
Quindi possiamo scrivere # = 2k + 1, con k numero naturale. Sostituendo nella
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Riportiamo i nomi dei migliori classificati:
Nome Cognome _ Scuola
T Giovanni __ Branco Michelangelo”, Firenze
2 Simone Piccardi L. S. “Leonardo Da Vinci”, Firenze
3 Claudia Pippi L. . “Leonardo Da Vinci”, Firenze
4 Jacopo Silli L. C. “Michelangelo”, Firenze
5 Sergio Brucato L. C. “Dante”, Firenze

Alessandro  Cipriano LT.I. “Leonardo Da Vinci”, Firenze
Francesco Leoncino L. 8. “G. B. Morgagni”, Firenze
Alessandro  Mannucci  L.S. “Castelnuovo”, Firenze
Simone Puglioli L. S. “A.M.E. Agnoletti”, Firenze

Tema
Gara matematica per studenti di scuola secondaria del 28 marzo 1983

1) Tl perimetro di un triangolo ha misura 12. Trovare la misura dei lati sapendo
che questi sono numeri naturali in progres ca. Vi & un solo
triangolo con questa proprieta?

one aritme

™

In un gruppo di 5 persone ciascuna ha due persone amiche e due nemiche
fra le altre quattro. Provare che non esistono tre persone che sono fra loro
e A & amico

amiche (si suppone la reciprocita dell’amicizia ed inimicizia cio
di B, B ¢ amico di A).

3) Sia A un poligono convesso, contenuto nel poligono B. Provare che il
perimetro di A & minore del perimetro di B.

4) Sia D un numero dispari. Provare che I'equazione

2 =4y +D 1)

& risolubile in numeri interi (ciot con «, y interi) se e solo se D & della forma
4m +1 (con m intero). Trovare in tal caso tutte le radici della (1).

Soluzioni

Se le misure dei lati sono numeri in progressione aritmetica, allora esistono m ed h
tali che i lati misurano rispettivamente m — h, m e m+ h. Poiché la loro somma &
12, ricaviamo che m = 4. Dovendo essere i lati di misura intera, potremo scegliere
h tra i numeri naturali minori di 4. Perd non tutte le terne di numeri possono
saria e sufficiente

e

re le lunghezze dei lati di un triangolo. La condizione nec
& che ogni lato sia minore o uguale della somma degli altri due. Nel nostro caso
dobbiamo verificare che

m+h<2m-h

e quindi 2h < m = 4. Pertanto le uniche possibilita sono:
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| Gara Matematica 1983

11 28 marzo, presso IIstituto Matematico di Firenze
tica riservata a studenti dell’ultimo anno dei Licei Cla
Alla gara hanno partecipato 76 studenti.

Vi era un primo premio i

wvolta una gara matema-
i e Scientifici.

ituito in memoria del prof. Giuseppe Spinos
re per molti anni di una rivista artigiana, “Angolo Acuto”, che proponeva ai lettori
problemi matematici di carattere elementare. Agli autori degli elaborati migliori
sono stati assegnati anche premi in libri offerti dall'UMI e medaglie offerte da Le
asa editrice della rivista “Archimede”.

Monnier, ¢

La signora Pieralda Spinoso premia il vincitore Giovanni
Branco.

(Foto tratta da “La Citta” del 14 aprile 1983)
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Regolamento della gara

Verso la fine del secolo scors

50 le condizioni di salute del Prof. Pucci lo obbligarono
ad occuparsi sempre meno della gara matematica. Nell’anno 2000 lorganizzazione
passa sulle spalle di Gloria Papi ed in parte di Paolo Gronchi e molte cose cambia-
10. Da quell’anno la gara & aperta a tutte le scuole della Toscana, incrementando
di molto il numero dei partecipanti e di conseguenza quello dei correttori dei temi.
Anche la Commissione che
fino a comprendere studenti di dottorato e del corso di laurea in matematica.
Cid che non ¢ cambiato ¢ lo spirito della gara. Forse perché lappagante
che si prova nel risolvere un sa per tutti da mil-
lenni ed & proprio l'essenza del divertimento che alcuni partecipanti manifestano.
Nei primi anni Pucei era solito parlare agli studenti prima dellinizio della gara,

cleziona gli esercizi si ¢ aperta sempre pitt negli anni,

ensazione

orcizio per noi non banale & la ste

anche s erano divisi in due aule. Quando le aule utilizzate sono diventate cinque
& stato deciso di scrivere nero su bianco quelle indicazioni, per poterle leggere in
ogni aula. Qui le riportiamo. Piu che indicazioni sono dichiarazioni di intenti e
consigli per la gara e per il dopo gara e forse svelano un po’ di quello spirito che
& rimasto immutato in trent’anni.

Da leggere prima del testo della gara

1- La gara vuole essere un gioco. Non prendetevela se non riuscite a risolvere
nemmeno un esercizio. Come nello sport, il rendimento in una gara dipende
molto dall’allenamento che si & fatto negli anni precedenti. Anche
riuscirete oggi potreste riuscirci domani!

> non

o

Non crediate che qui si possa (o voglia) valutare la vostra attitudine a fare
matematica. Non saper suonare il pianoforte non significa essere “negati” per
la musica. 1l cantante, il compositore e lo strumentista sono tutte persone che

amano la musica, ma cid nonostante svolgono compiti diversi con attitudini
diverse ed il pitt delle volte non intercambiabili. Per la matematica & un
po’ la stessa cosa. Non saper risolver
niente. La maggior parte dei risultati fondamentali in matematica sono stati
ottenuti con mesi (e non ore) di lavoro!

e in due ore un esercizio non significa

3- Vi saranno presentati quattro problemi, forse un po’ diversi da quelli che
siete abituati a risolvere a scuola. Gli strumenti per affrontarli dovreste averli
tutti. Cid che vi serve ¢ intuizione e ragionamento. Non solo per arrivare

alla soluzione dell'esercizio, ma anche per scrivere una dimostrazione, ciod
una serie di ragionamenti e spiegazioni che possano convincere chi legge il
compito che le vostre conclusioni sono ineccepibili. Coloro che correggeranno
il compito saranno pit interessati al ragionamento seguito che al risultato
ottenuto.

-

Durante la gara potrete soltanto chiedere eventuali chiarimenti sui testi e
sulla loro interpretazione (non certo sull'esattezza dei risultatil). Per evitare
di distrarre gli altri compagni durante la gara, vi chiediamo di ascoltare
attentamente il testo degli esercizi che tra poco leggeremo e di segnalarci
subito eventuali dubbi di interpretazione.
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2 Albo d’oro

1999. Salvatore Barbera (Liceo Scientifico “Duca D’Aosta” - Pistoia)

2000. Stefano Brocchi (Liceo Scientifico “G. Galilei” - Poppi)

- Arezzo)

2001. Carlo Rosati (Liceo Scientifico “F. Redi
2002. Luca Daveri (Liceo Scientifico “F. Redi” - Arezzo)

2003. Enrico Cecchi (Liceo Scientifico “A. di Savoia” - Pistoia)
2004. Luca Margheri (Liceo Scientifico “F. Redi” - Arezzo)

2005. Federico Galletti (Liceo Scientifico “F. Redi” - Arezzo)

2006. Davide Rafanelli (Liceo Scientifico “A. di Savoia” - Pistoia)
2007. Francesco Salvatori (Liceo Scientifico “G. Marconi” - Carrara)
2008. Andrea Caleo (Liceo Scientifico “G. Marconi” - Carrara)

2009. Francesco Salvatori (Liceo Scientifico “G. Marconi” - Carrara)

2010. Pietro Ottanelli (Liceo Scientifico “L. Da Vi - Firenze)

2011. Giacomo Bertolucci (Liceo Scientifico “G. Marconi” - Carrara)

Per Istituto

1. Liceo Scie: “F. Redi”, Arezzo (92, 94, 95, 01, 02, 04, 05) 7

“AM.E. Agnole
“Duca d’Ao
“G. Marconi

sto Fiorentino (84, 87, 93, 95) 4
A (92, 99, 03, 06)
Carrara (07, 08, 09, 11)

“Michelange irenze (83, 96)
enze (91, 98)

ntifico “L. Da Vinc

Firenze (97, 10) 2

tifico “C. Li rato (85)

0 “Galileo”, Firenze (87) 1
fentifico “G. B. Morgagn
“N. Fortegu
0 “Dant
cientifico “Gali

enze (90)
Poppi (AR) (00)
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Albo d’oro|

Individuale

1983.
1984.
1985.
1986.
1987.

1988.
1989.
1990.
1991.
1992.

1993.
1994,
1995.

1996.
1997.
1998.

Giovanni Branco (Liceo Classico “Michelangelo” - Firenze)

Franc

co Mugelli (Liceo Scientifico “A.M.E. Agnoletti” - Sesto Fiorentino)

Francesco Pacini (Liceo Scientifico “C. Livi” - Prato)

Non disputata

Gianni Camici (Liceo Scientifico “A.M.E. Agnoletti” - Sesto Fiorentino)
Benedetta Fontanella (Liceo Classico “Galileo” - Firenze) ex aequo

Maurizio Manfredini (Liceo Scientifico “G. B. Morgagni” - Firenze)
Giovanni Gaiffi (Liceo Classico “N. Forteguerri” - Pistoia)
Giacomo Graziani (Liceo Classico “Dante” - Firenze)

Michele Canapa (ITIS “Meu

- Firenze)

Bruno Martelli (Liceo Scientifico “F. Red Arezzo)
Stefano Francaviglia (Liceo Scientifico “Duca D’Aosta” - Pistoia) ex aquo

Guido Risaliti (Liceo Scientifico “A.M.E. Agnoletti” - Sesto Fiorentino)
Manolo Eminenti (Liceo Scientifico “F. Redi” di Arezzo)

Manolo Eminenti (Liceo Scientifico “F. Redi” di Arezzo)
Erica Raffaelli (Liceo Scientifico “A.M.E. Agnoletti’ - Sesto Fiorentino) ex
@&quo

Donatello Materassi (Liceo Classico “Michelangelo” - Firenze)

Alberto Mazzoni (Liceo Scientifico “L. Da Vinci” - Firenze)

Marco Belli (ITIS “Meu - Firenze)





