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    PRÓLOGO


    

    

    

    Como bien afirmó Galileo, las matemáticas constituyen un lenguaje universal. Podríamos decir que no sólo constituyen la base de todo conocimiento, sino también de cualquier tipo de desarrollo científico y tecnológico y, naturalmente, resulta de gran utilidad en las ciencias económicas y sociales. De hecho, ciencias como la filosofía o la psicología se valen de modelos matemáticos para la resolución de sus problemas.


    Sin embargo, la visión de la ciencia en general y de las matemáticas en particular puede resultar en ocasiones inquietante y desagradable, y los conocimientos sobre ella ciertamente sesgados. Además, tal y como se constata en el informe PISA, los resultados de nuestros estudiantes en la asignatura de Matemáticas no son nada positivos. No obstante, en contraposición, parece estar generalmente aceptada la idea de que la ciencia es importante y que toda persona debe tener algunas nociones básicas de ella.


    ¿Cuál podría ser la causa de todo ello? Probablemente, las matemáticas se presentan alejadas de la vida cotidiana y poco accesibles al público en general, y todo ello genera un gran desinterés en la materia.


    La divulgación de las matemáticas constituye una vía por la que la población de todos los niveles e intereses puede conocer los conceptos e información que han cambiado la vida de nuestra civilización. La divulgación de la ciencia, igual que su enseñanza, corresponde a los científicos, pero mientras que la de la enseñanza persigue el objetivo del aprendizaje, la de la ciencia se esfuerza en presentar la visión científica del mundo al gran público y motivar e ilustrar el conocimiento.


    Puesto que convivimos con la ciencia, no sólo en las aulas sino también en el día a día, pensamos que resulta muy conveniente realizar una labor de divulgación que tenemos formalizada por medio de una red de docencia sobre la difusión de las matemáticas, y que hemos materializado durante todo este tiempo en actividades como las siguientes: la participación y realización de comunicaciones en distintos congresos nacionales e internacionales, la organización del curso de verano «Los números en la sociedad» dentro de la convocatoria de 2013 de los cursos de verano Rafael Altamira de la Universidad de Alicante, la impartición en 2012 del curso de libre elección CECLEC titulado «Las matemáticas a través del arte, cine y televisión» en la UA, la realización en 2013 del taller divulgativo «Las matemáticas transversales» en la Universidad Permanente de la UA (para mayores), la impartición de múltiples charlas de divulgación en distintos foros, tareas de divulgación en los medios de comunicación como la radio o la prensa escrita, o incluso la publicación de varios artículos docentes. Nuestra pretensión es culminar esta labor iniciada hace ya algún tiempo dentro de las actividades de una red de innovación docente enfocada a la difusión de las matemáticas con la edición de este libro divulgativo dirigido a todo tipo de lector.


    A través de trece capítulos, elaborados independientemente por distintos autores consultados, en este texto presentamos una estimulante visión matemática de algunos ámbitos de la vida cotidiana tales como el amor, el arte, el cine, la lingüística, la literatura, la música, la naturaleza, la pintura, la publicidad o la televisión, que a priori no parecerían conectados con las matemáticas y que, sin embargo, no podrían entenderse sin ellas. El libro se dirige, por tanto, a una amplia audiencia, desde el lector general interesado en la ciencia o en la divulgación, al estudiante o docente de Matemáticas interesado en ampliar el abanico de conocimientos matemáticos, estrategias docentes o ámbitos divulgativos.


    

    Los autores,


    octubre de 2014


    

    

    

    

    

    LOS NÚMEROS DE LA NATURALEZA


    Alma Luisa Albujer Brotons1


    

    

    

    La naturaleza está escrita con el lenguaje de las matemáticas


    Isaac Newton


    

    



    
      
        
      

      
        
          	
            Vamos a presentar un número y una sucesión que, aún sin damos cuenta, los podemos encontrar a nuestro alrededor casi por doquier. Se trata del número áureo, de oro o divino y de la sucesión de Fibonacci. Estas cifras rigen fenómenos tan diversos de la naturaleza como son la distribución de las hojas de una planta, los pétalos de las flores, el crecimiento de los caparazones de los caracoles, la forma de las galaxias e incluso las proporciones del cuerpo humano. Haremos una revisión no exhaustiva de algunos de estos fenómenos. Además, el número áureo parece ser el favorito por numerosos artistas ya que interviene de un modo u otro en sus obras, y también lo encontramos en elementos tan comunes y cotidianos como las tarjetas de crédito. Esto se debe a que el número áureo está asociado tradicionalmente con la perfección y la belleza pero, ¿por qué esta asociación?

          
        

      
    


    

    

    

    Un número con nombre


    Desde tiempos inmemoriales los científicos y matemáticos se han sentido cautivados por una serie de números tales como π, √2, o el conocido como número áureo Ф. Todos estos números son números irracionales, es decir, tienen infinitos decimales que no siguen ningún patrón determinado, y por tanto es imposible dar una expresión decimal exacta de ellos. Si esto es así, ¿qué tienen estos números de especial para llamar tanto la atención? Todas estas cifras aparecen de forma natural en las representaciones geométricas más sencillas. Por ejemplo, es bien conocido que el número


    π = 3,1415926535897932384626433832795028841971...


    representa la relación entre la longitud de una circunferencia y su diámetro, mientras que el número


    √2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696...


    es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado una unidad. Sin embargo, posiblemente sea el número áureo el menos conocido de todos ellos, aunque curiosamente es el que más se encuentra en la naturaleza.


    La definición del número áureo aparece por vez primera en el libro VI de los Elementos de Euclides: «Se dice que una recta está dividida en extrema y media razón cuando la recta entera es a la parte mayor como la mayor lo es a la menor». Esta extrema y media razón en la que se divide la recta es lo que se conoce como número o proporción áurea, también denominado en ocasiones número de oro o número divino.


    Comencemos con unas sencillas operaciones matemáticas para ver cómo se puede interpretar esta definición de manera que obtengamos una expresión numérica del número áureo. Debemos entender la recta a la que se refiere la definición de Euclides como un segmento que dividimos en dos partes. Supongamos que el segmento entero mide x unidades, la parte mayor 1 unidad, y por tanto la parte menor medirá x-1 unidades, es decir:
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    Si la proporción entre la longitud total del segmento y la de la parte mayor ha de coincidir con la proporción entre la parte mayor y la menor, se tiene que cumplir la igualdad
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    siendo esta proporción el número áureo
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    Mediante unas operaciones básicas podemos convertir la expresión anterior en una ecuación de segundo grado:
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    cuya única solución positiva es, precisamente, el número áureo
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    El número áureo admite otras construcciones matemáticas curiosas. Por ejemplo, es posible expresarlo como una sucesión infinita de raíces cuadradas


    [image: ]


    o como una fracción continua
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    De cualquier modo, hoy en día, y especialmente para nuestros propósitos, las expresiones anteriores sólo representan una mera curiosidad matemática. Con la potencia de los ordenadores actuales es posible hallar un número inimaginable de cifras decimales del número áureo (y en general de cualquier número irracional) en un espacio muy breve de tiempo, y por tanto se puede trabajar con toda la precisión que se desee. Sin embargo, no hay que ir muy atrás en el tiempo para comprender que en otras épocas no sería tan sencillo el cálculo, y las expresiones anteriores podían resultar muy útiles para obtener un número aceptable de decimales.


    Por otro lado, nosotros no estamos interesados en la cifra en sí, sino en sus propiedades geométricas, y en como dichas propiedades permiten relacionar el número áureo con multitud de fenómenos naturales.


    

    

    Una sucesión en la naturaleza


    Olvidémonos ahora de estos números infinitos, para estudiar un problema posterior de apariencia muy distinta. Leonardo de Pisa (1170-1250), más conocido como Fibonacci fue, probablemente, el matemático italiano más destacado de la Edad Media. Su principal aportación a la matemática europea fue la difusión del sistema de numeración indo-arábigo que se emplea a día de hoy (es decir, supuso el cambio de los números romanos al actual sistema de numeración decimal). Hay que tener en cuenta que, a pesar de que en nuestros tiempos es impensable emplear en los cálculos del día a día otros sistemas de numeración como puedan ser los números romanos o el sistema hexagesimal, no fue nada fácil cambiar la mentalidad de los calculistas de la época y modificar los viejos métodos de cálculo que se empleaban en el Medievo.
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    Figura 1. Leonardo de Pisa, Fibonacci.


    



    No obstante, Fibonacci fue un matemático muy completo en el sentido que sus aportaciones fueron mucho más allá de la aritmética y los métodos de cálculo, ya que trató problemas de muy diversa índole: de álgebra, geometría, teoría de números, contabilidad mercantil...


    Pero, sin duda alguna, el problema más conocido de Fibonacci es el famoso problema de los conejos cuya solución es la sucesión que hoy se conoce con su nombre, es decir, la sucesión de Fibonacci (por una sucesión se entiende en matemáticas a un conjunto ordenado de infinitos números). El problema es el siguiente: supongamos que tenemos una pareja de conejos recién nacidos, y supongamos también que cada pareja de conejos es capaz de procrear una nueva cada mes, a partir de su segundo mes de vida en el que alcanzan su madurez sexual. ¿Cómo evolucionará nuestra población de conejos? El primer mes contamos con una pareja de conejos (recién nacidos). El segundo mes seguimos con esta misma pareja, pero ahora ya son adultos. Sin embargo, en el tercer mes, nuestra pareja original ya tiene descendencia por lo que tenemos dos parejas, una adulta y otra recién nacida. En el siguiente esquema se representa la evolución de la población de conejos durante los primeros cinco meses:
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    La sucesión que forman el número total de parejas de conejos mes a mes es


    1 — 1 — 2 — 3 — 5 — …


    y es fácil deducir a partir de este patrón de crecimiento que cada término de la sucesión se obtiene como suma de los dos anteriores. Por tanto, si continuamos con esta misma regla obtendremos


    1 — 1 — 2 — 3 — 5 — 8 — 13 — 21 — 34 — 55 — ...


    Resulta sorprendente que esta sucesión aritmética está íntimamente ligada con el número áureo. De hecho, veamos que ocurre cuando realizamos los cocientes entre cada número de la sucesión y el inmediatamente anterior:
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    Como podemos observar da la sensación que los cocientes de los términos sucesivos de la sucesión de Fibonacci se acercan al número áureo tanto como queramos. En lenguaje matemático esto se expresa diciendo que el límite de los cocientes de términos sucesivos de la sucesión de Fibonacci es el número áureo.


    La sucesión de Fibonacci y el número áureo no sólo establecen el ritmo de crecimiento más básico en una población (como el ejemplo de los conejos), sino que están presentes en multitud de fenómenos naturales, como veremos ahora.


    

    

    Las proporciones de la naturaleza


    Uno de los ejemplos más asombrosos en el que se hace evidente la presencia del número áureo y de la sucesión de Fibonacci en la naturaleza lo encontramos en el estudio de la filotaxis de muchos vegetales. Se conoce como filotaxis de una planta, árbol o flor a la distribución de sus órganos laterales. Es decir, la filotaxis representa la distribución de las hojas alrededor del tallo de una planta, de las ramas alrededor del tronco de un árbol, o de los pétalos y las semillas de una flor.


    Sería pretencioso pensar que los árboles se comporten de acuerdo a leyes matemáticas sin mayor motivo, pero todos estaremos de acuerdo en que por su naturaleza tienen una cierta intuición que les hace luchar por su supervivencia, y por la reproducción y/o por la máxima expansión de su especie. Teniendo en cuenta esta intuición, parece natural pensar que cada rama o cada hoja nueva de un árbol no crecerá superponiéndose a las anteriores, ya que en este caso la nueva absorbería toda la luz, y en consecuencia, se morirían las más antiguas. Pero no sólo esto es cierto, sino que aparentemente las ramas y las hojas de cualquier planta o árbol siguen distribuciones bien definidas. De hecho, las hojas de los árboles no crecen de forma desordenada y arbitraria, sino que brotan en sentido helicoidal respecto al eje central, que es el tallo, formando una especie de hélice cuyas aspas, que son las propias hojas, están dispuestas de modo equiangular, es decir, el ángulo que forma cualquier par de hojas consecutivas es constante. A este ángulo constante se le llama ángulo de divergencia, y realizando mediciones experimentales se ha comprobado que, en la mayoría de las ocasiones, este ángulo es aproximadamente 137,5°.
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    Figura 2. Distribución de las hojas de una planta.


    



    Dejemos la botánica a un lado y observemos la filotaxis desde un punto de vista matemático. Si suponemos que los órganos laterales de los vegetales crecen manteniendo un ángulo constante (y empíricamente esto parece ser cierto) podemos considerar un modelo matemático, propuesto por H. Vogel en 1979, con el objetivo de calcular el ángulo que proporcione la máxima exposición a la luz vertical. La solución a este problema es:
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    ¡Y aquí tenemos un nuevo número irracional relacionado con el número áureo! De hecho, al ángulo anterior se le conoce como ángulo de oro o ángulo áureo y se puede definir de modo similar a la definición de Euclides del número áureo. El ángulo áureo se define como el ángulo que divide a una circunferencia en media y extrema razón, es decir, es el menor de los dos ángulos que dividen a una circunferencia en dos partes de manera que el ángulo menor es al mayor como el ángulo mayor lo es al todo.


    Evidentemente para que estas mediciones matemáticas fueran precisas y exactas necesitaríamos una situación ideal, es decir, sólo se ajustarían con perfección en el caso de tener un árbol aislado, con su tronco perfectamente cilíndrico y vertical, y sin interrupción alguna a su insolación (esto es, a la captación de la energía solar). Este caso apenas se da en la realidad, ya que normalmente el crecimiento de las plantas y de los árboles se ve condicionado por objetos que limitan sus zonas de luz y sombra como pueden ser otras plantas u obstáculos artificiales como edificaciones. Es por esto por lo que las mediciones empíricas no siempre coinciden con el modelo matemático y por tanto los ángulos medidos son sólo aproximaciones (más o menos exactas) del número áureo.
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    Figura 3. Las espirales del girasol.


    



    Lo mismo ocurre, a menor escala, cuando observamos las semillas de muchas flores o las escamas de las piñas. Estas se distribuyen alrededor de un punto central de modo que entre cada dos semillas o escamas consecutivas se observa un ángulo constante que se acerca al ángulo áureo. Además, a simple vista se comprueba que las semillas crean un patrón con dos familias de espirales, conocidas como parastiquias, una a favor y otra en contra de las agujas del reloj. Este hecho es fácil de simular matemáticamente, pero lo más sorprendente es que si contamos el número de espirales que componen cada una de las dos familias obtendremos dos términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci. Esto es lo que ocurre, entre otras especies, con las escamas de las piñas o las semillas de los girasoles. Por último, otra curiosidad matemática es que esta distribución en espirales utilizando el ángulo áureo también resuelve un problema matemático de empaquetamientos, es decir, de una óptima distribución de los objetos en el plano o en el espacio.


    Sólo por nombrar otros fenómenos naturales en los que la proporción áurea y/o la sucesión de Fibonacci juegan un papel importante se puede observar que el número de pétalos de determinadas flores, como por ejemplo las margaritas, es casi siempre un elemento de la sucesión de Fibonacci. Por otro lado, los insectos trazan una espiral áurea cuando se acercan a un punto de luz, al igual que las aves de presa mantienen esa misma trayectoria cuando se lanzan a cazar, ya que ésta es la única manera que les permite acercarse a un punto fijo conservando el ángulo de giro. Además, entre las proporciones del cuerpo humano ideal aparece múltiples veces la proporción áurea, hecho al que volveremos más adelante.


    

    

    Armonía y belleza


    Olvidémonos por un momento de la conexión que parece existir entre la proporción áurea y la naturaleza, y cambiando de ámbito estudiemos la relación del número áureo con el arte.


    Se llama rectángulo áureo a aquel cuyos lados están en proporción áurea, es decir:
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    Se dice que en las grandes construcciones de los antiguos egipcios ya es posible observar la proporción áurea, y en concreto el rectángulo áureo. No obstante, no está claro si los egipcios buscaron dicha proporción en su arquitectura, o si su aparición es fortuita. Sin embargo, es en la antigua Grecia donde se encuentran las primeras construcciones en las que la presencia de la proporción áurea se hace más evidente, y es indiscutible que esta proporción tenía en ellas un papel fundamental. De hecho, el número áureo se denota por la letra griega phi, Ф, en honor al escultor, pintor y arquitecto griego Fidias (ya que es la inicial de su nombre en griego Phidias). Sin duda, la construcción más famosa de Fidias es el Partenón. En el diseño del Partenón la proporción áurea juega un papel protagonista. De hecho, tanto los rectángulos que forman su fachada como su planta son rectángulos áureos, y la distribución de sus columnas además de múltiples detalles también se encuentran en esta misma proporción.
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    Figura 4. Fachada del Partenón de Fidias con algunos rectángulos áureos.


    



    Dando un gran salto en el tiempo, queremos destacar también la Alhambra como un complejo arquitectónico en el que la proporción áurea aparece constantemente, destacando especialmente la fachada del Palacio de Comares desde el Patio Dorado. Mención aparte se merece la arquitectura moderna, y en particular las construcciones de Le Corbusier, que busca formas geométricas rectas y simples basándose siempre en las principales proporciones geométricas.


    También en la pintura, especialmente desde el Renacimiento, destaca la búsqueda de la perfección mediante el uso de la proporción áurea. Así, podemos encontrar múltiples rectángulos áureos enmarcando los principales elementos de algunas obras del gran genio italiano del Renacimiento Leonardo da Vinci, como La última cena o la Gioconda, o en los grabados del artista alemán Durero. Por último, no podemos olvidar a Dalí, que tanto en el formato de sus lienzos como en los principales elementos que componían sus obras utilizaba frecuentemente la proporción áurea.


    A la vista de estos datos, nos podemos plantear la siguiente pregunta: ¿es casualidad que todos estos artistas hayan optado por la proporción áurea y por el rectángulo áureo como un elemento básico en sus creaciones? Evidentemente, la respuesta es negativa. Tratando de encontrar una explicación a este hecho, se han realizado diversos experimentos para estudiar aquellas proporciones que mejor representen la armonía y la belleza, veamos algún ejemplo. En el siglo XIX, Gustav Theodor Fechner, un psicólogo alemán, realizó un experimento para tratar de probar empíricamente si la proporción áurea es la más armoniosa para el ojo humano. Para ello, realizó un test en el que mostraba una serie de rectángulos y pedía elegir aquel rectángulo que más atrajera por su armonía o estética sin más criterio que la subjetividad y el gusto estético de cada individuo. La respuesta fue la esperada, puesto que la mayoría de los encuestados optó por los rectángulos de proporciones áureas o casi áureas. Recientemente, el experimento se ha vuelto a llevar a cabo de forma similar con el proyecto The Golden Ratio Project. Con la ayuda de las nuevas tecnologías, este proyecto ha permitido extender el estudio a un mayor número de individuos de todo el mundo, y de nuevo se ha llegado a la misma conclusión: el rectángulo preferido por su belleza y armonía parece ser el rectángulo áureo.
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    Figura 5. Elipse aproximada de visión.


    

    Pero, ¿qué esconde la proporción áurea para ser tan especial?, ¿por qué nos parecen tan armoniosos todos estos objetos y elementos construidos según la proporción áurea? La respuesta a estas preguntas, como ya adelantábamos antes, la encontramos en nuestra propia fisiología: la proporción áurea rige muchos aspectos del cuerpo humano ideal. En particular también se encuentra en el ojo humano, y en concreto en nuestro campo de visión. Tal y como podemos constatar en el libro La divina proporción y la retina del Prof. Roberto Sampaolesi, podemos comprobar que si superponemos los campos de visión de ambos ojos, obtenemos como resultado una elipse cuyos ejes están en proporción áurea. Por ese sentido, los rectángulos áureos son los que más se aproximan a nuestro marco de visión y, por tanto, nos resultan más naturales y estéticamente más agradables.


    Los rectángulos áureos también se encuentran en los elementos más comunes que utilizamos a diario. Si abrimos nuestra cartera podemos observar que nuestro DNI, las tarjetas de créditos, el carnet de la universidad, el de la biblioteca... tienen todos el mismo tamaño y por supuesto la misma proporción. Tal y como podemos imaginar, esta proporción no es otra que la proporción áurea, y de hecho estos carnets son nuestros mejores aliados para observar la proporción áurea en la naturaleza y en la arquitectura que nos rodea. Si interponemos entre nuestros ojos y cualquier ventana, cuadro o fachada que estemos observando una de estas tarjetas, podremos comprobar si estos siguen la proporción áurea. Si conseguimos, acercando o alejando la tarjeta en cuestión, que los bordes de ambas figuras coincidan será porque ambas comparten la misma proporción.


    

    

    

    Referencias


    [1] Corbalán, F. (2010). La proporción áurea. El lenguaje matemático de la belleza. RBA, El mundo es matemático.


    [2] Gielis, J. (2003). Inventing the Circle. The geometry of Nature. Geniaal.


    [3] Lindenmayer A. y Prusinkiewicz, P. (1990). The algorithmic beauty of plants. Springer-Verlag, New York.


    [4] Sampaolesi, R. (2006). La divina proporción y la retina. Olmo ediciones.


    
Enlaces


    [1] Café matemático. La sucesión de Fibonacci: http://cafematematico.com2011/05/16/la-sucesion-de-fibonacci.


    [2] The Golden Ratio Project: http://www.goldenratioproject.org/index_es.php.


    
Imágenes


    [1] http://www.geocaching.com/geocache/GC3GW3B_fibonacci.


    [2] http://ehfdisenos.blogspot.com.es.


    [3] http://bargas-la-sagra.blogspot.com.es.


    [4] http://evasocialesarte.blogspot.com.es.


    [5] http://coloruruguay.bligoo.es.


    

    

    

    

    

    LOS AXIOMAS EN LA MÚSICA


    José Luis Besada Portas2


    

    

    

    Je trouve plus d’inspiration musicale dans la contemplation des étoiles -surtout à travers un télescope- et dans la haute poésie d’une démonstration mathématique que dans le récit le plus sublime des passions humaines3


    Edgard Varèse


    

    



    
      
        
      

      
        
          	
            La imagen del genio espontáneo e irreflexivo, paradigmática de la música del Romanticismo en el siglo XIX, ha sido en gran medida abandonada por una significativa parte de los compositores del siglo XX que han tratado de razonar los fundamentos formales de sus prácticas musicales. En concreto, el término «axioma», decisivo en la matemática moderna, aparece en el discurso sobre la música a partir del compositor vienés Ernst Krenek. Este texto tiene por objeto el hacer un breve recorrido histórico en torno a la axiomática musical, que pondrá de manifiesto la variedad de posturas tomadas, desde una visión neopositivista de la música hasta un enfoque eminentemente pragmático. El capítulo concluirá con un ejemplo explícito: la adecuación de los sistemas de Lindemnayer en el concertante para violín y trío de cuerdas Arborescencias del compositor Alberto Posadas.

          
        

      
    


    

    

    

    Los axiomas y las artes


    Los postulados y los axiomas son un sistema de proposiciones fundamentales en el desarrollo de la actividad matemática, desde la aritmética a la geometría pasando por ejemplo por la probabilidad y la estadística. Sin un conjunto de presupuestos o de sentencias lógicas previamente aceptadas no podría lograrse el eficiente desarrollo formal de un pensamiento matemático. Lejos de ser un apriorismo limitante de la creatividad, la posibilidad de engendrarlos, reformularlos o incluso rechazarlos actúa como un motor indispensable en la evolución de la historia de las matemáticas. Uno de los casos más célebres y bien documentados [19] es el abandono del quinto postulado de los Elementos de Euclides: Nikolái Lobachevski y János Bolyai fueron capaces de formular en el siglo XIX nuevas geometrías coherentes en sí mismas, obviando dicha premisa. De este modo, la geometría hiperbólica apareció en la matemática como el primer caso de geometría riemanniana no euclidiana.


    Dado el interés que históricamente ha tenido un gran número de pintores por las matemáticas, no resulta extraño que el nacimiento de unas nuevas geometrías haya podido estimular a algunos artistas plásticos. Es el caso por ejemplo de M. C. Escher, quien encontró en el modelo hiperbólico del disco de Poincaré un soporte original para el desarrollo de sus sofisticadas teselaciones pictóricas. La obra de Escher tiene a su vez una consecuencia musical importante: el compositor transilvano György Ligeti encontró en las formas insólitas y en el trabajo sobre las transiciones geométricas de aquél una fuente de inspiración para la composición de obras como San Francisco Polyphony (1973-74) o Monument-Selbsportait-Bewegung (1976) [16].


    Aunque en los escritos de Ligeti no haya rastro de una concepción axiomática de la música, otros compositores del siglo XX sí han utilizado dicha terminología explícitamente para referirse tanto a sus prácticas creativas como a la teoría musical. De hecho, ya anteriormente, el texto Crotalogía, ó ciencia de las castañuelas (1792) de Fray Juan Fernández de Rojas -bajo el pseudónimo Licenciado Francisco Agustín Florencio- contiene referencias axiomáticas. Dicha obra discute la técnica de la danza del bolero, con la intención de satirizar el estilo de los enciclopedistas por medio de una escritura que imitaba la de los tratados matemáticos de su época. A cambio, en los últimos ochenta años algunos compositores se han fijado en la axiomática lógico-matemática moderna para tratar de describir su pensamiento musical.


    

    

    Un pionero: Ernst Krenek


    El primer caso documentado de referencia explícita y seria a los axiomas en unos escritos teóricos de la música acontece con Ernst Krenek. El compositor vienés, discípulo del gran teórico de la música Franz Schenker y posteriormente adscrito como artista al dodecafonismo -corriente musical nacida a inicios del siglo XX en Austria, y exponente máximo de las vanguardias en calidad de «nueva música» [1]-, hizo referencia a la axiomática moderna de David Hilbert para legitimar su postura. Su argumentación tuvo una primera acogida durante una serie de conferencias dictadas en otoño de 1936 en la Sociedad Austríaca de Ingenieros y Arquitectos [17], y posteriormente fueron redactadas bajo el epígrafe «Axioms in Music» (en su traducción americana) [11].


    La concepción de axioma en Krenek es principalmente de orden epistemológico, y no tanto de índole lógico-formal. Su objetivo no es en definitiva el tratar de transferir aspectos matemáticos en la música, sino el plantear que las nociones de la teoría musical provienen de un ejercicio de abstracción mental, en lugar de estar regladas por un cierto orden naturalista o metafísico:


    Los sistemas musicales, los lenguajes de sonido o los lenguajes sonoros, como podemos llamarlos en nuestra terminología, no han sido creados por la Naturaleza o por un Ser Supremo místico, sino que han sido producidos por el hombre para hacer la música posible en una cierta esfera. Los aspectos fundamentales del lenguaje sonoro pueden tener muchos puntos de similitud formal con un sistema axiomático. [11]


    Estas premisas no tendrían tampoco la pretensión consensual de los axiomas matemáticos, en calidad de un conjunto de bases mínimas compartidas por la comunidad científica y que federan los encadenamientos lógicos del pensamiento. Para Krenek una concepción axiomática de la música era un ejercicio individual que pondría de relieve la libertad subjetiva del compositor:


    Estas proposiciones formarían las bases de una teoría musical que incluyese todos los lenguajes sonoros de cualquier naturaleza. Como el estudio de los axiomas elimina la idea de que éstos son algo absoluto, concibiéndolos entonces como proposiciones libres del pensamiento humano. [11]


    

    

    La Music Theory norteamericana


    Si se tiene en cuenta la migración de Krenek en 1938 hacia los Estados Unidos, así como la inmediata traducción de su reflexión teórica al inglés, resulta patente el impacto de su pensamiento en la music theory norteamericana. Esta disciplina de la musicología pretende despojar al discurso sobre la música de sus componentes hermenéuticos o metafóricos. En concreto, el entorno del compositor norteamericano Milton Babbitt y la revista Perspectives of New Music de la Universidad de Princeton plantearon la necesidad de un enfoque axiomático para la reflexión en torno a la música.


    Dentro de la incipiente music theory a partir de los años cincuenta, su multitud de voces no canalizó un discurso de ideología monolítica. La vertiente pragmática de Babbitt [2] y de Benjamin Bortez [4], por ejemplo, es heredera tanto de la filosofía neopositivista del Círculo de Viena, principalmente de la obra de Rudolf Camap [5, 6], así como de su respuesta crítica desde el pragmatismo norteamericano en la obra de Willard Van Orman Quine [14], A cambio, otros autores prefirieron establecer principalmente una teoría de la música a imagen del axiomatismo en la teoría de conjuntos:


    Cualquier teoría de la música [...] puede construirse como una extensión de una teoría de conjuntos. En dicha teoría de conjuntos, añádanse ciertos predicados primitivos musicales y axiomas, y se obtendrá la fundación de la teoría de la música que se desee. [15]


    Esta postura de John Rahn fue llevada a una ejecución práctica en los artículos de Richard Kassler [9, 10], quien elaboró de facto una teoría de la música a partir de los axiomas de la teoría de conjuntos, mediante un proceso de estratificación metalingüística que paulatinamente iba añadiendo nuevos axiomas de significado musical. Estas concepciones de la música han sido enormemente criticadas por amplios sectores de la teoría musical moderna. En cualquier caso, el enfoque de la music theory ha sido determinante para comprender el devenir -tanto por filiación como por absoluto rechazo- de la musicología anglosajona hasta nuestros días.


    

    

    La formalización de Iannis Xenakis


    Volviendo al otro lado del Atlántico, algunos textos de Iannis Xenakis [22] hacen alusión frecuente a la axiomatización respecto de la manera en la que dicho autor concibe la formalización musical. La obra de Xenakis es absolutamente determinante en el devenir de la música contemporánea en Europa: fue el primer compositor en generar automáticamente una obra por ordenador en el viejo continente, y su concepción estadística del sonido en los años cincuenta marcó una de las más visibles líneas de disidencia [21] respecto del serialismo integral -una importante corriente musical de postguerra, heredera directa del dodecafonismo- que dominaba la escena de la música contemporánea del momento.


    Las relaciones entre la música y las matemáticas en la obra del compositor griego recorren un gran número de dominios: la probabilidad y la estadística, las teorías de conjuntos y de números, la teoría de juegos,... Igualmente, el compositor desarrolló su faceta artística en el campo arquitectónico. Desde el punto de vista de los axiomas, quizás su aportación teórica más evidente haya sido la reinterpretación de la axiomática de Peano en términos musicales:


    Es necesario dar una axiomatización para la estructura de orden total (estructura de grupo aditivo = estructura aditiva de Aristógenes) de la escala cromática temperada. La axiomática de la escala cromática temperada se basa en la axiomática de Peano de los números:


    Términos preliminares. O = el corte4 del origen; n = un corte; n’ = un corte resultante del desplazamiento natural de n; D = el conjunto de valores de una característica sonora concreta (altura, densidad, intensidad, velocidad, desorden, ...). Los valores son idénticos que los cortes de los desplazamientos. Primeras proposiciones (axiomas).


    1. El corte O es un elemento de D.


    2. Si el corte n es un elemento de D, entonces el nuevo corte n’ es un elemento de D.


    3. Si los cortes n y m son elementos de D, entonces los nuevos cortes n’ y m’ son idénticos si y solo si los cortes n y m son idénticos.


    4. Si el corte n es un elemento de D, entonces es un corte distinto a O en el origen.


    5. Si algunos elementos que pertenecen a D tienen la propiedad especial P, de modo que la tiene el corte O, y tal que si para cada n de D que la tenga entonces también la tiene n’, entonces todos los elementos de D tienen la propiedad P. [22]


    Esta concepción de una escala cromática -el temperamento convencional de doce sonidos en la música occidental hoy en día- sirvió de soporte a Xenakis para justificar formalmente su teoría de cribas en la música en los años setenta. Con la identificación numérica que acabamos de exponer, el compositor elaboró un mecanismo para poder describir numerosas escalas musicales del pasado -que son defectivas respecto de la escala cromática- o para engendrar otras nuevas mediante las congruencias en la teoría de números. Entre algunas de las piezas más emblemáticas del catálogo del compositor concebidas mediante el apoyo de la teoría de cribas [8] podemos citar la primera sección de su monumental obra para orquesta Jonchaies (1977), así como Mists (1980), para piano. Por otra parte, también llevó dicha teoría a la construcción de intrincados patrones rítmicos, como ocurre por ejemplo en Psappa (1975), para percusión.


    

    

    El sistema de los siete términos de Francisco Guerrero


    Dentro del ámbito musical español, la voz de Francisco Guerrero destaca como pionera en la formulación de una axiomática de la música. Considerado en la península como el «Xenakis español», la música del compositor linarense se hizo eco de diversos aspectos de las matemáticas, tales como la combinatoria, algunas nociones propias de la topología y los fractales.


    La referencia a la axiomática en el discurso de Guerrero guarda relación con la de Krenek, desde la reivindicación de una subjetividad y absoluta libertad del artista a la hora de plantear dichos presupuestos. Así ha quedado registrado en una conferencia que dictó en la Residencia de Estudiantes de Madrid en 1994, en compañía de su asistente informático, Miguel Ángel Guillén (transcrita parcialmente en Morate, 2010):


    Es necesario que existan mecanismos de restricciones muy simples de tipo axiomático, que posteriormente ofrecen muchas posibilidades de juego [...]. Los axiomas no eran absolutamente libres, pero sí espontáneos, pues sus fabricantes éramos nosotros y podíamos aplicarlos de la forma que quisiéramos. Se cumplían siempre una serie de reglas previas que desde el punto de vista del compositor podían ser cambiantes, es decir, variar según sus gustos. A fin de cuentas él es el responsable último de la obra.


    Además del contenido ideológico de esta declaración, Guerrero explicitó por escrito algunas de sus técnicas compositivas, imitando certeramente el estilo del formalismo axiomático pese a su reducida formación científica. Su etapa creativa de transición entre un empleo de la combinatoria y la adopción de los fractales, el llamado «sistema de los siete términos», da fe de ello:


    Sea S la totalidad de la obra. Un elemento de S es cada uno de los materiales o sucesos sonoros bien definidos que la componen, y sea clase-L cada una de las partes de la obra.


    Sean ahora los siguientes axiomas:


    Axioma 1: Si A y B son elementos distintos de S, existe por lo menos una clase-L que contiene a Ay a B.


    Axioma 2: Si Ay B son dos elementos distintos de S no hay más que una clase-L que contiene a A y a B.


    Axioma 3: Dos clases-L cualesquiera tienen por lo menos un elemento en común de S.


    Axioma 4: Las clases-L están formadas por tres elementos de S.


    [...]


    Para el conjunto S = (A, B, C, D, E, F, G) obtendríamos el siguiente conjunto de clases-L.


    S= (ABC, BDE, DCF, CEG, EFA, FGB, GAD). [7]


    Dentro del catálogo del compositor andaluz, el empleo de este sistema comenzó con su obra para conjunto de saxofones Rhea (1988), y se extiende hasta la primera aparición de fractales en su pieza orquestal Sáhara (1991).
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