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Préface
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Ce livre est l'aboutissement de ma fascination pour le sujet de l'informatique et de ses applications. Il a été conçu pour les étudiants en informatique au niveau des cycles supérieurs et est logiquement conçu, autonome, bien organisé et convivial.

Tout exprimer de manière claire, concise et correcte nécessite un certain degré de formalisation. Je suppose une connaissance de base des mathématiques discrètes, seulement. En particulier, il peut être utile que le lecteur ait une compréhension de base de ce qui constitue la preuve d'une assertion mathématique. Tout le matériel restant est introduit dans le texte. Les concepts fondamentaux sont également illustrés. Je suis fermement convaincu qu'un compromis solide entre l'exactitude formelle et les idées intuitives peut aider à la fois les étudiants et les instructeurs à profiter de la richesse des connaissances que ce livre vise à présenter.

L'accent est mis sur l'interaction de la théorie et de la pratique en informatique. La théorie doit traiter des problèmes d'importance pratique et l'informatique pratique a besoin d'une base solide pour développer son plein potentiel. Par conséquent, les deux tiers du livre sont consacrés aux langages formels et à la théorie des automates.

Les langages formels sont indispensables à l'informatique appliquée, puisqu'on les rencontre partout. Ainsi, je couvre les grammaires (formalisant la génération), les automates (formalisant l'acceptation) et leur interaction pour les langages réguliers et hors-contexte.

Le tiers restant formalise la notion intuitive d'algorithme en introduisant des fonctions récursives partielles et des machines de Turing. Nous montrons l'équivalence de ces deux modèles et prouvons l'existence d'une machine de Turing universelle. C'est-à-dire qu'il existe un dispositif informatique capable d'effectuer tous les calculs possibles. Enfin, je montre qu'il existe des problèmes qui ne peuvent être résolus par aucun ordinateur. Ici, je commence par le problème de l'arrêt, continue avec le problème de correspondance de Post et applique la théorie développée pour obtenir une image assez complète des problèmes qui se posent naturellement dans la théorie du langage formel.

Le livre contient une couverture approfondie de tous les sujets liés à la théorie du calcul tels que mentionnés dans les programmes de BE, MCA et M.Sc. (Informatique) de diverses universités. Une quantité suffisante d'apports théoriques soutenus par un certain nombre d'illustrations sont inclus pour ceux qui s'intéressent profondément au sujet. Dans les premiers chapitres, le livre présente le matériel de base nécessaire à l'étude des théories des automates. Exemples de sujets inclus : langages réguliers et théorème de Kleene ; automates minimaux et monoïdes syntaxiques ; la relation entre les langages sans contexte et les automates à pile ; et les machines de Turing et la décidabilité. Ce livre facilite aux étudiants un style d'écriture plus informel tout en offrant la couverture la plus accessible de la théorie des automates, un traitement solide sur la construction de preuves, de nombreuses figures et diagrammes pour aider à transmettre des idées et des encadrés pour mettre en évidence le matériel connexe. Chaque chapitre offre une abondance d'exercices pour un apprentissage pratique.
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Chapitre 1


Préliminaires mathématiques : ensemble des fonctions et des relations
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Ensembles




Un ensemble est une collection d'objets bien définis. Habituellement, l'élément d'un ensemble a des propriétés communes. Par ex. tous les étudiants qui s'inscrivent à un cours « théorie du calcul » constituent un ensemble.




Exemples




L'ensemble des entiers positifs pairs inférieurs à 20 peut être exprimé par




E   = {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18}




Soit  E   =  {x | x est pair et 4<x<20}






Ensembles finis et infinis




Un ensemble est fini s'il contient un nombre fini d'éléments. Et infini sinon. L'ensemble vide n'a pas d'élément et est noté ɸ.




Cardinalité de l'ensemble




C'est un nombre d’éléments dans un ensemble. Le cardinal de l'ensemble E est | E | = 8.




Sous-ensemble




Un ensemble A est sous-ensemble d'un ensemble B si chaque élément de A est aussi élément de B et est noté A ⊆ B






Tout au long de ce livre, nous supposerons que vous connaissez les mathématiques suivantes concepts mathématiques :



	Un ensemble est une collection d'objets bien définis. Les exemples sont (i) l'ensemble de tous les médaillés d'or olympiques néerlandais, (ii) l'ensemble de tous les pubs d'Ottawa et (iii) l'ensemble de tous les nombres naturels pairs.


	L'ensemble des nombres naturels est N = {1, 2, 3, ...}.


	L'ensemble des entiers est Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}.



4. L'ensemble des nombres rationnels est Q = {m/ n : m ∈  Z, n ∈  Z, n 6 = 0}.






5. L'ensemble des nombres réels est noté R.

6. Si A et B sont des ensembles, alors A est un sous-ensemble de B, écrit A ⊆ B, si tout élément de A est aussi un élément de B. Par exemple, l'ensemble des nombres naturels pairs est un sous-ensemble de l'ensemble de tous les nombres naturels. Tous ensemble A est un sous-ensemble de lui-même, c'est-à-dire A ⊆ A. 

L'ensemble vide est un sous-ensemble de chaque ensemble A, c'est-à-dire ∅ ⊆ A.






7. Si B est un ensemble, alors l'ensemble de puissance P (B) de B est défini comme étant l'ensemble de tous les sous-ensembles de B :

P (B) = {UNE : UNE  B}.





	
⊆



	P (B) et B ∈ P (B).

	











	
Observez que ∅ ∈



	











	








	








	












Opérations d'ensemble

1. Union


L'union de deux ensembles a des éléments, les éléments de l'un des deux ensembles et éventuellement des deux. L'union est notée AU B.



2. Intersection


L'intersection de deux ensembles est la collection de tous les éléments des deux ensembles qui sont communs et est notée A ⋂ B.



	Différences



La différence de deux ensembles A et B, notée A - B, est l'ensemble de tous les éléments qui sont dans l'ensemble A mais pas dans l'ensemble B.



	Le produit cartésien de A et B est défini comme




UNE × B = {(x, y) : x ∈ A et y ∈ B}, 






	Le complément de A est défini comme




A' = {X : X 6 ∈ UNE}



Séquences et tuples


Une séquence d'objets est une liste d'objets dans un certain ordre. Par exemple, la séquence 7, 4, 17 serait écrite sous la forme (7, 4, 17). Dans l'ensemble, l'ordre n'a pas d'importance, mais dans la séquence, il l'est. De plus, la répétition n'est pas autorisée dans un ensemble mais est autorisée dans une séquence. Comme set, la séquence peut être finie ou infinie.



Relations et fonctions


Une relation binaire sur deux ensembles A et B est un sous-ensemble de A×B. par exemple, si A = {1, 3, 9}, B = {x, y}, alors {(1, x), (3, y), (9, x)} est une relation binaire sur 2-ensembles. Les relations binaires sur les K-ensembles A1, A2, ........ Ak peuvent être de même défini.




Une fonction est un objet qui configure une relation entrée-sortie, c'est-à-dire qu'une fonction prend une entrée et produit la sortie requise. Pour une fonction f, d'entrée x, la sortie y, on écrit f (x) = y. On dit aussi que f envoie x sur y.




Une relation binaire r est une relation d'équivalence si R satisfait :




R est réflexif. C’est-à-dire pour tout x (x, x) є R.




R est symétrique c'est-à-dire que pour tout x et y, (x, y) є R implique (y, x) є R.




R est transitif i..e. pour chaque x, y et z, (x, y) є R et (y, z) є R implique (x, z) є R.






Fermetures




Les fermetures sont une relation importante entre les ensembles et constituent un outil général pour traiter les ensembles et les relations de toutes sortes. Soit R une relation binaire sur un ensemble A. Alors la clôture réflexive de R est une relation R' telle que :



	R' est réflexif (symétrique, transitif)


	R' ⊇ R


––––––––
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Méthode de preuves :

Induction mathematique


Soit A un ensemble de nombres naturels tel que :



	0 є A


	Pour chaque entier naturel n, si {0, 1, 2, 3, .......n} є A. Alors A = N. En particulier, l'induction est utilisée pour prouver des assertions de la forme "pour tout n є N, la propriété est valide" c'est-à-dire



Dans l'étape de base, on doit montrer que P (0) est vrai. c'est-à-dire. la propriété est vraie pour 0. P vaut pour n sera l'hypothèse.




Il s'agit alors de prouver la validité de P pour n+1.



––––––––
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Inductions mathématiques fortes




Une autre forme de preuve par induction sur les nombres naturels est appelée induction forte. Supposons que l'on veuille prouver que P (n) est vrai pour tout n≥t. Ensuite, dans l'étape d'induction, nous supposons que P (j) est vrai pour tout j, t ≤ j ≤ k. Ensuite, en utilisant ceci, nous prouvons P (k). dans l'induction ordinaire dans l'étape d'induction, nous supposons que P (k-1) prouve P (k). Il y a des cas où le résultat peut être prouvé facilement en utilisant une forte induction. Dans certains cas, il ne sera pas possible d'utiliser une induction faible et on utilisera une induction forte.




C'est une technique très puissante et importante pour prouver des théorèmes.




Pour chaque entier positif n, soit P (n) un énoncé mathématique qui dépend de n. Suppose que nous souhaitions prouver que P (n) est vraie pour tout entier positif n. Une preuve par induction d'un tel énoncé s'effectue comme suit :




Base : Démontrer que P (1) est vrai.




Étape d'induction : Démontrer que pour tout n ≥ 1, ce qui suit est vrai : Si P (n) est vrai, alors P (n + 1) est également vrai.




Dans l'étape d'induction, nous choisissons un entier arbitraire n ≥ 1 et supposons que P n) est vrai ; c'est ce qu'on appelle l'hypothèse d'induction. Ensuite, nous prouvons que P (n + 1) est également vrai.



––––––––
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Calcul




S'il s'agit d'un ordinateur, d'un programme s'exécutant sur un ordinateur et de numéros entrants et sortants, alors di calcul est probablement en cours.



––––––––
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Théorie du calcul

C'est une étude de la puissance et des limites de l'informatique. Il comporte trois composants interactifs :


-  Théorie des automates




-  Théorie de la calculabilité

- Théorie de la complexité



Théorie de la calculabilité

Que peut-on calculer ?

Y a-t-il des problèmes qu'aucun programme ne peut résoudre ?


Théorie de la complexité



Que peut-on calculer efficacement ?

Existe-t-il des problèmes qu'aucun programme ne peut résoudre en un temps ou un espace limité ?

Théorie des automates


Étude des machines abstraites et de leurs propriétés, apportant une notion mathématique de l'ordinateur. Les automates sont des modèles mathématiques abstraits de machines qui effectuent des calculs sur une entrée en se déplaçant à travers une série d'états ou de configurations. Si le calcul d'un automate atteint une configuration d'acceptation, il accepte cette entrée.



Étude des automates


Pour la conception de logiciels et la vérification du comportement des circuits numériques.




Pour concevoir un logiciel pour vérifier un grand corps de texte comme une collection de pages Web, pour trouver l'occurrence de mots, de phrases, de motifs (c'est-à-dire la reconnaissance de formes, la correspondance de chaînes, ...)




analyseur lexical " d'un compilateur, qui décompose le texte d'entrée en unités logiques appelées "jetons".



Modèle abstrait

Un modèle abstrait est un modèle de système informatique (considéré soit comme matériel soit comme logiciel) construit pour permettre une analyse détaillée et précise du fonctionnement du système informatique. Un tel modèle se compose généralement d'entrées, de sorties et d'opérations pouvant être effectuées et peut donc être considéré comme un processeur. Par exemple, une machine abstraite qui modélise un système bancaire peut avoir des opérations comme


	verser

	retirer



	transfert, etc...





Bref historique:




Avant les années 1930, aucun ordinateur n'était là et Alen Turing a présenté une machine abstraite qui avait toutes les capacités des ordinateurs d'aujourd'hui. Cette conclusion s'applique aux vraies machines d'aujourd'hui.




Plus tard dans les années 1940 et 1950, des types simples de machines appelées automates finis ont été introduits par un certain nombre de chercheurs.




À la fin des années 1950, le linguiste N. Chomsky a commencé l'étude de la grammaire formelle qui est étroitement liée aux automates abstraits.




En 1969, S. Cook a étendu l'étude de Turing sur ce qui pouvait et ce qui ne pouvait pas être calculé et a classé le problème comme suit :



	Décidable


	Gérable/intraitable


––––––––
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Les concepts de base des langues

Les termes de base qui imprègnent la théorie des automates incluent


	alphabets

	cordes



	langues, etc...








Alphabets : - (Représenté par "Σ')


L'alphabet est un ensemble fini non vide de symboles. Les symboles peuvent être des lettres telles que {a, b, c}, des bits {0, 1}, des chiffres {0, 1, 2, 3... 9}. Les caractères courants comme $, #, etc.




{0, 1} – Alphabets binaires




{+, −, *} – Symboles spéciaux



Chaînes : - (Les chaînes sont indiquées par des lettres minuscules)


String est une séquence finie de symboles tirés d'un alphabet. Par exemple, 0110 est une chaîne de l'alphabet binaire, les automates sont une chaîne sur l'alphabet {a, b, c ... z}.




Chaîne vide




C'est une chaîne avec zéro occurrence de symbole. Il est noté ‗ ε' (epsilon).
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