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  Questo libro è una versione ampliata e aggiornata di un precedente fortunatissimo libro dello stesso autore (Problemi. Pedagogia e psicologia della matematica nell’attività di problem solving) pubblicato da Franco Angeli nel 1993 come volume numero XA del Progetto Ma.S.E. (Matematica Scuola Elementare); nel 1996 lo stesso editore pubblicò una seconda edizione; nel 1997 apparve una edizione in lingua spagnola, Madrid: Sintesis, con traduzione di Francisco Vecino Rubio. Tutte le edizioni iniziavano con la sola prefazione di Gérard Vergnaud.




  
Prefazione




  di Gérard Vergnaud




  





  L’apprendimento della matematica è diventato una necessità per tutti i giovani d’oggi. Le sfide alle quali sono chiamate le società contemporanee hanno condotto progressivamente ad elevare il livello dell’educazione fino a 16 anni, poi a 18, e poi ancora più in là. Ed in questa educazione la parte della scienza, della tecnica e della matematica non ha fatto che crescere. In due generazioni si è passati dal modello della scuola primaria al modello dell’insegnamento superiore: non basta più saper leggere, scrivere e far di conto, occorre potersi esprimere oralmente e per iscritto su soggetti complessi ed in condizioni di discussione delicate; occorre anche comprendere tecniche sofisticate, per le quali sono richieste conoscenze matematiche concernenti le grandi strutture dell’aritmetica, dell’algebra, dell’analisi e della geometria, che un secolo fa erano riservate ad una ristretta cerchia.




  Così, diventa sempre meno possibile, e ciò sarà impossibile ad un allievo di questo 2000, asserire che la matematica non ci riguardi direttamente.




  La sconfitta in matematica non è una fatalità. Quando è ben insegnata, la matematica interessa tutti gli allievi; non al punto di dar loro la vocazione di diventare matematici naturalmente, ma abbastanza per dar loro la forza ed il desiderio di acquisire la cultura di base necessaria oggi. La didattica e la psicologia della matematica sono nate dalla preoccupazione di meglio comprendere le difficoltà incontrate dagli allievi e di aiutarli a superarle. La competenza professionale di insegnante non risiede solo nella conoscenza della disciplina o delle discipline che insegna: risiede anche nella sua cultura generale e nelle sue conoscenze in materia di psicologia, di pedagogia, di didattica.




  Sono colpito dall’importanza che ha voluto dare Bruno D’Amore, un matematico, in quest’opera, a questioni che non riguardano affatto la matematica ma la psicologia. Egli consacra delle pagine molto interessanti alla teoria della Gestalt, alle teorie dell’apprendimento e dello sviluppo cognitivo, alla psicologia della risoluzione dei problemi. E fornisce nello stesso tempo un impressionante numero di esempi che saranno utili all’insegnante e forse a certi genitori. Sono stato colpito, leggendo il suo manoscritto, dalla varietà e dalla ricchezza delle sorgenti d’informazione alle quali Bruno D’Amore si prende cura di far riferimento. Questo fatto fa, della sua opera, nello stesso tempo un’opera di riferimento ed una introduzione a quei campi nuovi della conoscenza che sono la didattica della matematica e la psicologia della matematica.




  Non ci sono domini che la scienza non possa penetrare, compresi quelli nei quali l’oggetto della ricerca sembra complesso, variabile e poco percepibile. È il caso dell’apprendimento della matematica. Oggi non è presuntuoso dire che si comincia ad avere un’idea relativamente chiara del modo in cui i bambini apprendono e comprendono la matematica, delle tappe attraverso le quali passano, degli errori nei quali cadono abbastanza regolarmente, delle difficoltà che incontrano e della maniera attraverso la quale essi pervengono a superarle, con l’aiuto degli insegnanti.




  Un concetto è un oggetto complesso. Si forma in un lungo periodo di tempo; comporta in generale una diversità di proprietà ed è associato a più tipi di teoremi alcuni dei quali possono essere compresi anche da bambini molto giovani, mentre altri sono studiati ancora con difficoltà da ragazzi di 15 anni. Senza le situazioni che gli danno senso e senza problemi da risolvere, un concetto è quasi nulla. Ma il censimento e la classificazione dei problemi ai quali un concetto fornisce una risposta sono difficili e richiedono ricerche approfondite. È lo stesso per quanto concerne le procedure di trattamento alle quali fanno ricorso gli allievi, spontaneamente o dopo apprendimento. È lo stesso anche per quanto concerne le forme linguistiche e non linguistiche (grafiche, algebriche) che permettono d’esprimere queste conoscenze. Il lavoro sistematico della ricerca scientifica non è affatto cosa agevole.




  Su tutte queste questioni, Bruno D’Amore ha molto studiato e molto riflettuto. La sua opera fa un buon punto sullo stato delle nostre conoscenze al riguardo.




  Gli auguro un grande successo tra gli insegnanti.




  
Prefazione




  di Silvia Sbaragli




  





  Il modo migliore per iniziare una collana dal titolo “Risorse didattiche digitali” è certamente partire da un libro di Bruno D’Amore.




  Le ragioni sono diverse: prima di tutto perché egli rappresenta una delle persone che negli anni ha contribuito maggiormente a far diventare una didattica disciplinare, la didattica della matematica, una vera e propria disciplina, riconosciuta in àmbito accademico; inoltre ha internazionalmente insistito per più di quarant’anni a far sì che questa disciplina consentisse una lettura critica delle situazioni d’aula, diventando così un potente dispositivo nelle mani degli insegnanti di tutti i livelli scolastici.




  Una partenza davvero centrata per questa collana che si prefigge “di presentare studi e proposte derivanti dalla didattica delle diverse discipline tesi a fornire agli insegnanti in formazione iniziale ed in servizio, di tutti i livelli scolastici, una lettura utile per acquisire professionalità e per interpretare le situazioni d’aula”.




  Abbiamo insieme pensato che un libro che potesse rappresentare una vera e propria “risorsa didattica” nelle mani degli insegnanti, potesse essere una rivisitazione attuale del fortunato libro Problemi. Pedagogia e psicologia della matematica nell’attività di problem solving, edito dalla casa editrice Franco Angeli.




  Quando questo testo uscì, nel 1993, mi trovavo nei banchi del Dipartimento di Matematica dell’Università di Bologna e ricordo quando D’Amore lo presentò un pomeriggio a docenti di vari livelli scolastici, in un coinvolgente incontro alla presenza di Franco Frabboni, noto pedagogista, che a lungo intrattenne tutti, mostrando l’importanza pedagogica e didattica di tale trattazione. Per me e per gli altri studenti fu un’occasione importante per capire sempre di più il mondo della didattica, che già tanto ci affascinava.




  Questo libro ha rappresentato per anni un indispensabile strumento nelle mani di chi, come me, si accingeva ad entrare nel mondo della ricerca in didattica della matematica e un altrettanto utile strumento per i docenti che devono quotidianamente interpretare ciò che avviene in aula.




  La forza di tale libro è legata anche alla capacità dell’Autore di saper considerare e interpretare i contributi derivanti da altre discipline, come la pedagogica, la didattica generale e la psicologia dell’apprendimento, integrandoli al mondo della matematica, allo scopo di capire con maggiore consapevolezza il delicato processo di insegnamento/apprendimento della matematica. Competenza e forza che caratterizzano in realtà tutto il lavoro portato avanti da Bruno D’Amore in tutti questi anni.




  Per l’occasione, l’Autore ha rivisto tutto il testo, eliminando paragrafi superati, aggiungendone tanti nuovi, arricchendo la bibliografia che, tra il 1993 e il 2014, è considerevolmente aumentata, in quantità e qualità. Dunque si tratta di un libro assolutamente diverso dal precedente, moderno, che affronta il problema della risoluzione dei problemi di matematica in aula in un’ottica assai attuale e completa.




  Leggendo il testo viene voglia di approfondire, di conoscere, di andare oltre, di non fermarsi ad una prima lettura superficiale delle risposte degli allievi, ma di voler scendere in profondità nel riuscire a cogliere che cosa nasconde una data strategia scelta o una sua mancata applicazione, da che cosa deriva, che cosa comporta, come tutto ciò varia a seconda della consegna … Curiosità che permettono a qualsiasi lettore di diventare interprete sempre più critico dei processi interni che stanno alla base delle scelte degli allievi anche e soprattutto in base alle proprie metodologie didattiche.




  Il tema dei problemi di matematica nella pratica didattica rappresenta un argomento fondamentale, dato che risolvere problemi rappresenta una delle attività più significative del genere umano, così come sosteneva Polya (1967). Per diversi autori, infatti, la componente più importante e delicata del pensiero e dell’attività matematica è legata alla capacità di saper cogliere, comprendere, interpretare e risolvere situazioni problematiche. A questo tipo di apprendimento il docente deve quindi prestare particolare attenzione didattica, cercando di sfruttare efficacemente i risultati che emergono dal mondo della ricerca. Da questo punto di vista, D’Amore riporta e interpreta con assoluta e ben nota competenza i risultati derivanti dai numerosi studi su questo tema avvenuti fra gli anni ’80 e questi primi decenni del XXI secolo, riuscendo anche ad aprire scenari di riflessione attuali e di ricerca futuri. Allo stesso tempo, questo testo offre numerosi spunti didattici assolutamente concreti agli insegnanti per riflettere in modo critico sulle proposte e sull’impostazione che usano in classe quando affrontano questo argomento, riuscendo così a soddisfare in pieno l’esigenza della collana, ossia fornire un contributo con un forte carattere sia teorico sia empirico che punti alle riflessioni di ricerca che si trasformano in strumenti efficaci per la realizzazione di “buone” situazioni di insegnamento-apprendimento.




  Sono certa che questo testo sarà utilizzato con successo sia da parte dei ricercatori in didattica della matematica, sia da parte degli insegnanti, che vogliono capire in profondità il complesso e affascinante mondo della risoluzione dei problemi di matematica nella prassi didattica.




  
Premessa




  Scrivevo, nel 1993:




  Con molto imbarazzo e tanta titubanza mi accingo a presentare al pubblico l’oggetto della riflessione di questi ultimi anni. Imbarazzo e titubanza sono certo legati al fatto che la mia formazione di base è quella di matematico, mentre i temi di ricerca nei quali mi sono addentrato sconfinano nella pedagogia e nella psicologia. D’altra parte, com’è possibile occuparsi di didattica e tagliar fuori proprio pedagogia e psicologia, come alcuni vorrebbero? Mi sembra una posizione un po’ miope e deleteria. Avrei però potuto tenere per me il frutto dei miei studi e delle mie riflessioni e non arrivare a proporre questa raccolta, se non ci fossero alla base dei motivi che mi sono sembrati validi e che di seguito espongo.




  Tre sono i motivi che mi hanno spinto a dedicare (molto) tempo a questo volume.




  Primo motivo, banalmente... editoriale. Il progetto Ma.S.E. [il Progetto Ma.S.E. constava di 12 volumi ed ebbe un folgorante successo negli anni ’90 in Italia, fra gli insegnanti di scuola elementare (come si diceva allora); per averne una idea, si può vedere la voce specifica nella Enciclopedia Pedagogica (Appendice 2002) diretta da Mauro Laeng, Brescia: La Scuola Editrice, pp. 1228-1230.] ha avuto un tal successo di vendite che la richiesta esplicita, più e più volte emersa, da parte dei lettori, di affrontare il tema “Problemi” non poteva essere elusa. In verità, lungo il corso del Ma.S.E., più volte ci sono riferimenti a questa importante attività. Ma un discorso specifico, il più possibile coerente e completo, mancava.




  Secondo motivo, più profondo. Non c’è chi, occupandosi a qualsiasi livello di didattica della matematica, non riconosca all’attività di risoluzione dei problemi una caratteristica “forte”, centrale: fare matematica è in prima istanza affrontare problemi. D’altra parte, il Nucleo di Ricerca in Didattica della Matematica di Bologna (del quale dal 1984 sono fondatore e responsabile scientifico) da anni si occupa di un sotto settore particolare proprio di questa problematica: la risoluzione di problemi con strategie ingenue (cioè non formali). Era arrivato il momento di esporre le idee che stanno alla base di questa ricerca e alcuni risultati in forma esplicita e diffusa.




  Terzo motivo, più personale. Dovendomi (volendomi) laureare in Pedagogia (luglio 1992), dovevo pur scrivere una tesi di laurea! E questo tema è stato ben accolto da un caro amico, il famoso pedagogista Franco Frabboni. La mia tesi di laurea è un sottoinsieme proprio di questo volume.




  Il Ma.S.E. ha avuto molte applicazioni concrete, al di là di quelle che io ho seguito in prima persona; è ovvio che un prodotto edito in migliaia di copie sfugga di mano all’autore ed ogni lettore se ne appropri a modo suo. D’altra parte, c’è da rilevare lo sforzo di cinque autrici, insegnanti presso la direzione didattica di Castel San Pietro Terme (Bo): esse, dopo avere applicato il Ma.S.E. (che avevano contribuito anche a costruire nei dettagli finali), hanno ideato (per i tipi dell’editore Armando di Roma) cinque quaderni direttamente rivolti ai bambini. Se i primi sette volumi teorici della casa editrice Angeli hanno avuto successo, questi cinque quaderni lo hanno avuto ancora maggiore; e poiché essi sono una costante proposta di problemi (e, talvolta, di esercizi), si rendeva definitivamente necessario quest’ultimo volume della collana (diviso in due tomi: questo, A, dedicato alle teorie di base; ed un altro, B, più operativo e ricco di esempi).




  Altra decisiva spinta è venuta da un altro settore didattico nel quale il Nucleo si muove, e cioè quello dei «Laboratori di matematica» (ne abbiamo attivato un paio di decine, direttamente seguiti, ed altri spontanei, non seguiti da noi). Come ho già scritto a lungo altrove, anche in laboratorio l’attività ha come perno principale la risoluzione di problemi; per cui una puntualizzazione teorica diventava essenziale [sulle attività di laboratorio di matematica ho molto pubblicato anche dal punto di vista teorico, anche in riferimento alla teoria delle situazioni, dunque all’interno di teorie didattiche fondamentali, fin dal 1986 (come si evince dall’elenco delle pubblicazioni che appare in www.dm.unibo.it/rsddm). Si veda anche il breve elenco riportato fra poche pagine nel testo].




  Cercherò subito un fondamento autorevole per dare importanza a questo tema:




  Una volta acquisite alcune regole, l’uomo può usarle per molti scopi nei suoi rapporti con l’ambiente. Può anche fare qualche cosa di più importante: può pensare. Fondamentalmente ciò significa che egli è in grado di combinare le regole apprese in una grande varietà di nuove regole di ordine superiore. Può fare questo stimolando sé stesso e anche rispondendo a varie forme di stimolazione da parte dell’ambiente. Mediante il processo di combinazione di regole vecchie in regole nuove, egli risolve problemi che sono nuovi per lui, acquistando così un patrimonio di nuove capacità ancora maggiori.




  Così si esprime R. M. Gagné (1973, p. 83). E, lo stesso, più avanti (p. 86):




  Il problem solving si risolve nell’acquisizione di nuove idee che moltiplicano l’applicabilità di regole già apprese. Come succede con altre forme di apprendimento, esso è fondato su queste capacità già apprese; e non si colloca nel vuoto, nell’assenza di ogni ulteriore conoscenza. La condizione più importante per incoraggiare il soggetto a pensare è assicurarsi che egli abbia già qualcosa su cui pensare. L’apprendimento mediante problem solving conduce a nuove capacità di ulteriore pensiero.




  Non abbandoniamo questo Autore (pp. 257-58):




  Certamente una delle maggiori ragioni di apprendere regole è il loro uso nella risoluzione di problemi. L’attività di problem solving è così un’estensione naturale dell’apprendimento di regole, in cui la parte più importante del processo si svolge all’interno del soggetto. La risoluzione può essere guidata da una maggiore o minore quantità di comunicazione verbale, proveniente dall’esterno, ma le variabili più essenziali sono interne. È particolarmente importante notare che i componenti che sembrano rendere possibile il problem solving sono le regole apprese in precedenza. Il problem solving può essere concepito come un processo di scoperta da parte del soggetto di una combinazione di regole già note che egli può applicare per raggiungere una risoluzione per una situazione nuova e problematica. Non si tratta però di applicare soltanto regole già note. Il processo genera anche un nuovo apprendimento. Il soggetto è posto o si trova in una situazione problematica. Egli ricorda regole precedentemente apprese nel tentativo di trovare una «soluzione». Durante questo processo di pensiero, egli proverà un certo numero di ipotesi verificando la loro applicabilità. Quando trova una combinazione particolare di regole che si adatta alla situazione, egli non ha solo «risolto il problema», ma ha anche appreso qualcosa di nuovo.




  «Regola» va però intesa in questo contesto in senso molto più ampio di quel che può banalmente venire in mente, come vedremo diffusamente nel corso del libro. Ancora una citazione dalla stessa fonte (p. 265):




  (…) la risoluzione di un problema non sorge mai dal nulla; ma dipende sempre dall’esperienza precedente del soggetto.




  Dunque, la risoluzione dei problemi (o, come si dice abitualmente, anche in Italia, il problem solving) è una condizione ottimale per l’apprendimento. Questa è la tesi che accetto, anche se dovrò scendere in delicati particolari per analizzarla in profondità, il che richiederà parecchie decine di pagine.




  Va però detto esplicitamente che fin qui il problem solving è descritto in modo generico ... Sorge spontanea la domanda: che cosa caratterizza il problem solving in matematica? In altri termini: risolvere problemi non è caratteristica delle attività matematiche e nulla ci impedisce di pensare questa problematica estesa alle altre discipline. Ci si possono proporre due tipi di atteggiamenti:




  1. è il “contenuto” che caratterizza; in questa accezione, il “nostro” problem solving è matematico perché noi ci occupiamo di problemi o esercizi nel campo della matematica;




  2. è il “modo” in cui il solutore si atteggia che caratterizza; in questa accezione, paradossalmente, potremmo avere problem solving matematico con contenuti, per esempio, storici ma non problem solving matematico pur con contenuti matematici.




  La prima posizione sembra un po’ debole, ma la seconda difficilmente definibile.




  La posizione assunta nel contesto delle ricerche del Nucleo di Bologna (e mia personale) emergerà, lentissimamente, dalle pagine di questo libro e si tratta di una sorta di via di mezzo tra le due. C’è chi si occupa di problem solving puntando ogni attenzione sui processi di “scoperta” (Polya) e chi sembra più interessato all’attività di risoluzione di esercizi. Ci pare che si possa “scoprire” qualche cosa anche di fronte a esercizi e che siano le “condizioni al contorno” a determinare se di scoperta si tratta o di altro. D’altra parte, ci sono solutori di problemi per i quali il contesto è tale che la loro attività non comporta affatto scoperta ma mera applicazione. È ovvio che diventa allora essenziale definire bene il concetto di “problema”; ora, se è vero che nel primo capitolo affronterò una prima, vaga, ricognizione su questo fondamentale punto, a volo d’uccello, è anche vero che la problematica non si esaurisce affatto nel primo capitolo (il quale, anzi, nelle mie intenzioni, deve creare più ... problemi interpretativi di quanti ne risolva).




  Come dirò poi, il libro è concepito a spirale: che cos’è un problema è l’argomento affrontato nel primo capitolo, ma non ivi risolto. Anche in questo caso, in un certo senso tutto il libro è un tentativo di rispondere a questa domanda.




  Quando si parla di problemi, scattano, in Italia, tra gli insegnanti di scuola primaria, discussioni a proposito di:




  • automatismi di calcolo (leggi: tabelline e simili);




  • uso delle macchine calcolatrici (a favore, contrari, così così, …);




  • uso di altri strumenti di calcolo, per esempio calcolatori e, in generale, TIC.




  A proposito degli automatismi di calcolo, suggerisco la seguente posizione che seguo da sempre: se alle difficoltà della risoluzione di un problema (dalla comprensione testuale alla scelta di una strategia risolutiva, come vedremo ampiamente e nei dettagli) si somma la difficoltà di ricordare quanto fa 7×8, allora sì che l’attività matematica diventa insopportabilmente pesante! L’apparente conservatorismo di chi propone di far acquisire automatismi di calcolo (accusa molto diffusa nei primi anni ‘70) può essere inteso, a ben vedere, come un alleggerimento per attività più significative. Quanto poi al “come” (tabelline a memoria, cartelloni appesi alla parete e riempiti giorno per giorno dai bambini, o altro), potrebbe essere lo “stile” dell’insegnante e dei singoli bambini ad essere decisivo. Sul problema degli automatismi di calcolo tornerò molto più decisamente nel seguito, in varie occasioni.




  A proposito delle macchine calcolatrici, ho mille volte detto e scritto, suscitando a volte vespai, che l’uso delle macchine calcolatrici non necessariamente porta alla perdita della capacità di fare i calcoli. Si può anzi facilmente dimostrare che un uso intelligente e creativo di usare quello strumento migliora le condizioni di attività scolastiche e favorisce la facilità del calcolare; basta vedere con attenzione il nostro volumetto VII del Ma.S.E. nel quale un’intera parte è dedicata a ciò (AA.VV., 1977).




  A proposito dei calcolatori, invece, ecco un significativo brano:




  Supponiamo di dover calcolare: 0,18×75200+36500; «battendo» in ordine le cifre e i segni delle operazioni, e alla fine il tasto =, una qualsiasi calcolatrice a basso costo (sotto le 20.000 lire) è in grado di fornire il risultato corretto. Supponiamo invece di dover risolvere il seguente problema: Angela dice a suo papà: «Sono alta un metro e 32 centimetri»; papà risponde: «Io sono più alto di te di 41 centimetri». Quanto è alto il papà di Angela? Nessun calcolatore, neppure i supercomputer che costano decine di miliardi, è ancora in grado di interpretare e risolvere autonomamente un problema come questo, «battuto» sulla tastiera così come è scritto! La risoluzione dei problemi matematici è forse l’attività matematica in cui si constata con maggior chiarezza il divario enorme di prestazioni che ancora separa il ragionamento umano dal ragionamento che possiamo «incorporare» nelle macchine. Questa constatazione non è di poco conto se si pensa all’importanza che nella vita di tutti i giorni ed in moltissime professioni ha la risoluzione di problemi: nel confrontare due proposte di assicurazione, nel fare un preventivo di spese per una vacanza della famiglia ecc., occorre individuare e risolvere problemi in genere assai più complessi di quello prima citato; le calcolatrici possono essere di aiuto nell’esecuzione dei calcoli, ma le decisioni sui dati di cui tenere conto e sui calcoli da effettuare non possono essere delegate ad alcuna delle macchine attualmente esistenti!




  Si tratta di P. Boero (1990, p. 23) [si tratta di un testo che accompagna delle videocassette realizzate dall’Irrsae-Liguria; esse costituiscono un materiale eccellente per l’aggiornamento dei docenti].




  Non posso che fare mia la posizione qui espressa in modo molto convincente da Paolo Boero. [Ed è estremamente importante leggere nello stesso suo testo anche il paragrafo «Alcuni suggerimenti ulteriori» (idem, pp. 35-36)].




  Un avvertimento di estrema importanza per la lettura di questo libro. Sulla stessa questione si torna più e più volte, nel corso del libro; per cui non si può ritenere chiusa una problematica nei primi capitoli del libro, dato che verrà ripresa di certo più avanti, in modo più approfondito, una volta che si potrà far uso di altre conoscenze. Ciò dipende dalla natura del soggetto tematico in esame: ho immaginato una spirale cilindrica che, giro dopo giro, ritorna sugli stessi argomenti, arricchita di... esperienza. Così com’è caratteristica del Ma.S.E. (didattica a spirale) anche questo libro è, lo ripeto, scritto a spirale. Nel leggerlo occorre non dimenticare, neppure per un attimo, questa caratteristica.




  




  
Nota bibliografica




  Ulteriori indicazioni bibliografiche sui laboratori, oltre a quelle già citate: (D’Amore, 1988a, 1988b, 1990-91), (Caldelli, D’Amore, 1986), (D’Amore, Marazzani, 2011).




  Consiglio al lettore interessato alla ricerca due letture, se possibile preliminari: (Boero, 1986), (Boero, Ferrari, 1988). La ricca bibliografia ivi contenuta sarà di grande aiuto a chi intende entrare a fondo in questo campo di studi.




  Suggerisco inoltre la lettura di: (Pellerey, 1991a, 1991b).




  Ci sono poi i “classici” del problem solving, primo fra tutti George Polya che citerò più e più volte nel corso del libro; fra tutti i possibili Autori, suggerisco: (Aebli, 1961), (Lester, Garofalo, 1982), (Schoenfeld, 1987a) perché la loro visione ha non poco influito su diverse scelte descritte in questo libro, anche se non sempre essi verranno citati in modo esplicito.




  Ricordo anche il bel libro: (Cofman, 1990).




  Sulla “didattica a spirale” ho in mente il famoso modello di Bruner (1962).




  




  





  




  Arrivato al momento dei ringraziamenti, sono alquanto perplesso; se dovessi anche solo elencare tutti coloro che mi hanno dato una mano (colleghi docenti di matematica e d’altro, insegnanti elementari e non, studenti che si sono prestati a varie attività), non la finirei più: conoscendo la loro generosità e disponibilità, credo accetteranno un ringraziamento collettivo riconoscendosi in queste poche righe precedenti.




  Esplicitamente, invece, devo fare alcuni ringraziamenti particolari, per testimoniare la gentilezza e la disponibilità di:




  Francesco Aglì, direttore didattico a Pinerolo, che, oltre ad aver collaborato attivamente ad alcune ricerche, ha letto e criticato costruttivamente versioni precedenti del testo;




  Giorgio Bagni, professore di scuola secondaria superiore a Treviso, collaboratore entusiasta ed infaticabile [Giorgio Bagni divenne poi professore prima presso l’Università di Roma La Sapienza e poi presso l’Università di Udine; ma un fatale incidente nel giugno del 2009 mi privò della sua eccezionale collaborazione sempre entusiasta e privò la ricerca internazionale di un profondo studioso.];




  Franco Frabboni, dell’Università di Bologna, mio relatore di tesi in Pedagogia;




  Mauro Laeng, dell’Università La Sapienza di Roma, che ha discusso con me (a lungo) alcuni capitoli del libro, prodigo di consigli [Mauro Laeng è scomparso nel 2004];




  Michele Pellerey, dell’Ateneo Salesiano di Roma, che mi ha fornito concreti spunti bibliografici;




  Piero Plazzi, dell’Università di Ancona, poi di Bologna, lettore attentissimo, collaboratore squisito, referee di ferro;




  Francisco Vecino Rubio, mio allievo di dottorato, del Departemento di Didáctica de las Matemáticas dell’Università Complutense di Madrid, collega valido ed esperto, che ha letto criticamente una prima versione del libro, discutendone punti essenziali; egli ha poi effettuato con estrema competenza la traduzione in lingua spagnola;




  Gérard Vergnaud, direttore di ricerca al CNRS e direttore di tesi presso l’Università R. Descartes di Parigi, che mi ha regalato molto del suo prezioso tempo facendo una lettura critica molto dettagliata ed approfondita di questo libro.




  Oggi, nel 2013, di fronte alla possibilità di far vedere la luce ad una nuova edizione ampliata ed arricchita, dovrò rivedere alcune posizioni, tener conto di nuovi contributi che segnalerò ogniqualvolta lo riterrò necessario. Per esempio, citerò testi e studi apparsi fra il lontano 1993 e l’attuale 2013: venti anni sono tanti. Ma lo farò in modo opportuno e specifico e a tempo debito.




  Resta il desiderio fermo di dare alle stampe un’opera che raccolga studi su questo delicato e interessantissimo problema didattico, ma che non sia solo teorico, bensì una fonte di ricche stimolazioni concrete per l’insegnante di scuola primaria, soprattutto, nella sua azione quotidiana.




  Vale la pena ricordare ancora qui la formidabile avventura del Progetto MaSE, sulla quale ho già scritto in tante occasioni e che, per la sua portata storica in campo nazionale, ha avuto posto anche in una famosa Enciclopedia, come ho già detto. Per l’elenco completo dei volumi, si veda la bibliografia finale (D’Amore, 1986-1993).




  In tempi assai più recenti, visti i progressi rapidi e fantastici della didattica della matematica, con Martha Isabel Fandiño Pinilla e Silvia Sbaragli abbiamo concepito un nuovo megaprogetto per insegnanti di scuola primaria, che è stato realizzato dalla casa editrice Pitagora di Bologna, Matematica nella scuola primaria, percorsi per apprendere (D’Amore, Fandiño Pinilla, Sbaragli, 2011) (in bibliografia è riportato l’elenco completo dei volumi, di vari Autori). Ci auguriamo che abbia lo stesso impatto sulla scuola primaria italiana.




  Della precedente versione di questo libro conservo la struttura e le citazioni che, pur invecchiate nel frattempo di 20 anni, conservano interesse scientifico.




  
1. Problemi, esercizi e apprendimento




  
1.1. Problemi ed esercizi




  Consideriamo la seguente congettura:




  Ogni numero pari maggiore di 2 è la somma di due numeri primi.




  Facciamo qualche verifica: 14 è 11+3; 26 è 13+13; 80 è 7+73; ... Per quante verifiche si facciano, con numeri pari grandi e piccoli, con un po’ di pazienza si trova una coppia di addendi primi che realizzano la condizione detta.




  È un problema?




  Una prima risposta banale è: «Non è un problema perché non c’è una domanda». Chi la pensa così o smetta di leggere questo libro o lo legga con molta intensità. Non c’è una domanda esplicita, ma si tratta di un problema, eccome.




  Si tratta di:




  • dimostrare questa affermazione (ed allora la congettura diventa un teorema, cioè un’affermazione vera perché dimostrata);




  oppure




  • trovare un esempio che contraddice l’affermazione, cioè, come dicono taluni matematici, “esibire” un numero n pari maggiore di 2, e dimostrare che non esistono due numeri primi la cui somma è n.




  In un caso o nell’altro, si è risolto il problema.




  [Per pura curiosità storica, si tratta di una congettura che il matematico tedesco, vissuto in Russia, Christian Goldbach (1690-1764), propose a Leonhard Euler nel 1742, dato che non riusciva né a dimostrarla né a refutarla; né vi riuscì Euler; né vi è mai riuscito, fino ad ora, nessuno ...].




  Ancora una congettura:




  Siamo una classe di 18 alunni e vogliamo andare in gita noleggiando un pullmino che costa 1.000 euro; due di noi, però, non possono pagare. Se i restanti 16 versano 70 euro a testa, ce la possiamo fare.




  Anche qui la domanda è implicita: è vero o non è vero che ce la possiamo fare?




  Stavolta è facile trasformare la congettura e darle un valore di verità: basta fare una moltiplicazione e verificare. Si tratta di un problema? Non c’è domanda esplicita, ma c’è una situazione che porta ad una questione che va risolta. Potremmo chiamarla: situazione problematica.




  Ancora un esempio:




  Pierino va al mercato con 6 euro e compra delle uova a 0,25 euro l’una, spendendo tutto; lungo il viaggio di ritorno, però, ne rompe 3. Quante uova porta a casa?




  Ecco tutti gli ingredienti al posto giusto per avere quel che a scuola si chiama problema: dati numerici, situazione fittizia ma comprensibile ed immaginabile, quasi-suggerimento semantico delle operazioni necessarie ... Un vero e proprio problema scolastico.




  Suggerisco una ripartizione banale ma utile, oramai molto diffusa, tra




  • problemi




  • esercizi.




  Entrambi concernono situazioni problematiche causate da vari fattori: proposta dell’insegnante (più o meno motivata), test o quiz, effettiva e reale situazione nella quale l’alunno o la classe si trova, ... Ma gli esercizi possono essere risolti utilizzando regole già apprese ed in via di consolidamento e quindi rientrano nelle categorie: rafforzamento o verifica immediata. Mentre i problemi coinvolgono o l’uso di più regole (alcune anche in via di esplicitazione proprio in quell’occasione) o la successione di operazioni la cui scelta è atto strategico, talvolta creativo, dell’allievo stesso.




  Si capisce bene che le precedenti non sono vere e proprie definizioni: ci sono casi al limite tra le due posizioni. Si tratta, a mio avviso, di un atteggiamento giocato sui ruoli relazionali insegnante-allievo, più che di un vero e proprio spartiacque.




  Tanto più che una situazione problematica può dare luogo a problema o esercizio a seconda della situazione didattica; vediamo un esempio: si dà un oggetto circolare piatto (ad esempio, un coperchio di metallo) e si chiede all’allievo di valutarne la lunghezza del contorno.




  In prima elementare è un problema; in terza media è (dovrebbe essere) un esercizio.




  Gioca anche tutta una serie di altri fattori:




  • la motivazione, come vedremo molto più a fondo nel Cap. 2; per cui anche la distinzione esercizio/problema può dipendere dall’atteggiamento, da fatti emozionali o emotivi, dal ruolo che ha l’esercitazione in classe, dal contratto che si è venuto creando, ...




  • la maggiore o minore vicinanza alla realtà delle situazioni problematiche proposte. Mi spiego meglio. Solitamente gli esercizi di tipo scolastico sono del tutto fittizi. Quel Pierino che va al mercato con 6 euro per delle uova, e che poi ne rompe 3, non esiste e, se non per finta, nessun bambino della classe si identifica con lui: la situazione è credibile, ma fittizia, non vissuta. Invece una spesa per la gita da dividere in 16 può essere davvero una situazione problematica vissuta nella realtà, da cogliere al volo per sollecitare analisi matematiche. Si tratta di dire bene i termini della questione, in lingua; farsene un’immagine mentale; far sì che ogni bambino abbia un modello matematico della questione; e poi passare alla soluzione concreta: quanti soldi ciascuno deve chiedere ai propri genitori per partecipare alla gita.




  Non occorre che la situazione problematica sia proprio vissuta in prima persona, la cosa è molto più sottile. In una III elementare della periferia bolognese, nel II quadrimestre, sollecitati da certi discorsi, si è posta la questione di valutare quanto la direzione didattica spendeva in un anno per l’energia elettrica e per il riscaldamento. La situazione problematica poteva considerarsi all’inizio fittizia, ma poi, man mano che si è proceduto con lo studio delle bollette, con l’intervista ad un certo bidello, con la visita allo stabilimento della ditta del gas eccetera, si è arricchita di quella diretta esperienza che ha trasformato la situazione fittizia in reale e concreta.




  Dicevo che la motivazione gioca un ruolo non secondario: in una classe interessata, la costruzione della successione di Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... (legata, nella storia e nella fattispecie, all’aumento ideale della popolazione delle coppie di conigli in un allevamento), è fittizia sì (perché nella realtà nessuno alleva conigli in città e molti bambini non hanno mai visto un coniglio reale), ma con tale presa emotiva (lo sfondo era stato vissuto con grande vivacità) da divenire problema: ciascuno voleva portare un contributo personale che andava ben al di là del semplice computo aritmetico (ogni numero è la somma dei due precedenti).




  Resta da chiarire, ma non è banale, che cos’è la situazione problematica nei confronti del problema.




  Abbiamo, a questo proposito, più di un’interpretazione; ne scelgo, per ora, due:




  • quella di Boero (1986), per cui la situazione problematica è «il significato del testo» (mentre il testo è «un sistema di segni» che la codifica);




  • quella di Borasi (1984), per cui la situazione problematica è «il contesto in cui ha senso il problema posto».




  Si può proporre un’alternativa:




  situazione problematica è il sistema delle competenze reali nelle quali si può immaginare quanto descritto da un testo e dal suo significato (semantica), all’interno delle esperienze del singolo bambino (il sistema è specifico per quel dato problema).




  Per cui, la situazione problematica recupererebbe aspetti semantici, pragmatici ed esperienziali.




  Il lettore deve accettare il fatto che in questa materia non troverà definizioni precise, come nella matematica; qui si delineano tesi o concetti nel modo più circostanziato possibile, portando a suffragio della propria idea non dimostrazioni o prove irrefutabilmente univoche, ma sollecitazioni tratte dalla propria esperienza di studiosi della o ricercatori in didattica.




  Arriverò a proporre vari modelli relativi alla risoluzione dei problemi; ma è troppo presto: per poterli descrivere ho bisogno di altro materiale.




  Qui voglio ancora ricordare l’importanza che assume, sia nella risoluzione degli esercizi, sia (ed ancor più) in quella dei problemi, la formalizzazione della lingua comune in termini matematici. Una volta ben capito il testo e fattane una (personale) immagine mentale, può essere utile (e, di fatto, nella stragrande maggioranza dei casi lo è) “matematizzare” la situazione. Questo, molto spesso, comporta la “traduzione” dalla lingua comune al linguaggio matematico.




  Per esempio, nell’esercizio delle uova di Pierino, la soluzione è, formalmente:




  6:0,25–3.




  Nel caso della congettura dei numeri pari, si tratta di dimostrare che:




  (∀x)(x=2n ∧ n>1)→[(∃y)(∃z)(x=y+z) ∧ (∀h)(∀k) (¬∃m)(m≠l ∧ m≠y ∧ y=mh) ∧ (¬∃p)(p≠l ∧ p≠z ∧ z=pk)].




  La prima formulazione appare in termini aritmetici molto elementari; la seconda in termini di formalizzazione logica, un po’ più complessa.




  Ma allora, che cosa vuol dire risolvere un problema? Esiste una definizione?




  Non posso che riportare la celebre frase di uno dei più grandi studiosi di problemi in didattica della matematica, George Polya (1967):




  Risolvere problemi significa trovare una strada per uscire da una difficoltà, una strada per aggirare un ostacolo, per raggiungere uno scopo che non sia immediatamente raggiungibile. Risolvere problemi è un’impresa specifica dell’intelligenza e l’intelligenza è il dono specifico del genere umano: si può considerare il risolvere problemi come l’attività più caratteristica del genere umano.




  Ecco invece quel che propone Karl Duncker (1945), evidenziando esclusivamente l’obiettivo:




  Un problema sorge quando un essere vivente ha una meta ma non sa come raggiungerla.




  [Una raccolta di risposte alla domanda «Che cos’è un problema?» si trova in Ferri (1989)].




  Come si vede, non definizioni, ma precisazioni, puntualizzazioni, chiarificazioni: non c’è problema se non c’è una situazione problematica che crea una domanda, rispondere alla quale sia, per qualche motivo, causa di difficoltà.




  




  
Nota bibliografica




  Per la redazione di questo paragrafo, oltre che dei testi già citati, mi sono servito anche di: (Antiseri, 1985), (Borasi, 1984, 1986a), (Duncker, 1969), (Polya, 1970, 1971), (Petter, 1985), (Aebli, 1961).




  




  
1.2. Risoluzione di problemi, formazione di concetti e teoremi in atto




  Il titolo di questo paragrafo richiederebbe da solo più di un libro; inizierò a trattare qui questa problematica, per riprenderla più e più volte oltre, in modo più o meno esplicito, e rinviando a testi opportuni.




  In una didattica moderna, non si chiede all’allievo un comportamento passivo: «in queste situazioni fa’ così e così»; anzi: si chiede e si auspica una conoscenza attiva che si trasformi in «sapere che cosa fare» (chiamiamola “efficienza”). Inoltre, tutti sono sostanzialmente d’accordo sul fatto che il risolvere problemi e il saper scegliere come comportarsi in situazioni problematiche siano veicolo eccellente per la formazione di concetti. Ma, in concreto, è assai difficile stabilire che cosa ciò significhi davvero.




  Un ottimo tentativo di spiegare questo punto è dovuto a G. Vergnaud (1985a) al quale mi ispiro per quel che segue.




  È ben noto che, per spiegare il modello di sviluppo mentale dei bambini, J. Piaget ricorre a vari schemi, tra i quali ricordo lo schema di “permanenza dell’oggetto”. Famosi sono i suoi esperimenti; per esempio, spostando in modo evidente da un luogo A ad uno B un oggetto nascosto in entrambi i casi (per esempio, in A sotto un tappeto, in B sotto un asciugamano), per un certo periodo di tempo, il bambino molto piccolo continua a cercare l’oggetto nel punto dal quale è stato spostato. Solo lentamente capisce che cos’è una sorta di principio di permanenza: permanenza che riguarda poi, per esempio, il valore cardinale di un numero, di una quantità, di una lunghezza, di una ampiezza, di una massa, ... Accanto alla permanenza dell’oggetto, va considerata una invarianza di certe relazioni, di tipo più astratto e dunque tale da costituire una conquista più tarda. Per esempio, la relazione «essere figlio di» che è ben compresa dal bambino se la coppia ordinata è (io-bambino; il mio papà), è a lungo rifiutata se la coppia diventa (il mio papà; il mio nonno paterno). Questa permanenza delle relazioni (che si chiama “invariante relazionale”) è, per così dire, la base della comprensione di veri e propri “teoremi”:




  Se A è minore di B e B è minore di C, allora A è minore di C.




  Pur essendo avvenuta la comprensione piena di «A è minore di B» e di «B è minore di C», sta il fatto che l’affermazione «A è minore di C» può essere riconosciuta facendo la prova (paragonando, laddove è possibile, A e C), oppure “deducendola” dalle prime due. Noi sappiamo che si tratta della proprietà transitiva della relazione d’ordine «essere minore di»: se essa è verificata nel primo modo (euristico) non è altro che la presa di contatto con un invariante relazionale; ma se è per così dire “dedotta” (o intuita, o percepita, per essere meno “forti” nella richiesta), allora si può parlare di un teorema in atto, come dice Vergnaud.




  Un bell’esempio che ho sentito fare oralmente da Vergnaud stesso durante una scuola estiva è quello di un bambino che deve decidere quanti posti apparecchiare per gli invitati a tavola; alcuni invitati sono in casa (a), altri in giardino (b); i posti a tavola devono allora essere a+b. Si tratta di un teorema in atto: il bambino ha applicato una regola di cardinalità:




  card (X U Y) = card X + card Y




  quali che siano gli insiemi X ed Y purché X∩Y=∅.




  È chiaro che la presa di coscienza di tali teoremi in atto costituisce genuina formazione di concetti e che la situazione di maggior naturalezza per far emergere teoremi in atto è la risoluzione di problemi (meglio se concreti).




  Si tratta dunque, tra le altre cose, di un modo di guardare alla risoluzione dei problemi, attiva e deduttiva.




  




  
Nota bibliografica




  Per la redazione di questo paragrafo, mi sono servito di: (Furth, Wachs, 1977), (Petter, 1984), (Vergnaud, 1981a, 1985a, 1990a, 1990b).




  Per una critica alle posizioni su descritte di Piaget, si vedano: (Donaldson, McGarrigle, 1974), (Freudenthal, 1973), (McGarrigle, Grieve, Hughes, 1978).




  Per uno studio dettagliato e moderno sulla differenza fra esercizio e problema e sull’apprendimento strategico inserito in un contesto teorico più amplio: (Fandiño Pinilla, 2008).




  




  
1.3. Problem solving e problem posing




  In questo procedere a spirale, ho ora necessità di contrapporre due problematiche apparentemente opposte, quelle del titolo del paragrafo.




  Ho già fatto notare come una delle spinte ad apprendere sia la motivazione e, tra queste, la gratificazione (piacere ‘interno’, cioè soddisfazione interiore, o il riconoscimento sociale di essere considerato un buon risolutore di problemi). Dunque, motivazione a parte, l’attività di risoluzione di problemi può a diritto essere considerata come una estensione dell’apprendimento di regole o di modi di comportarsi o di raccolta di esemplificazioni o di strategie ecc.




  Tale processo, difficile da definire, per la maggior parte si svolge all’interno dell’allievo che risolve, per quanto notevoli possano essere le sollecitazioni (facilitazioni, suggerimenti, ...) che, sotto forma di vari tipi di comunicazioni (verbali o no), arrivano al soggetto che sta risolvendo il problema.




  Per quanto l’applicazione di regole (norme, esperienze,...) precedenti sia importante, è bene notare che il processo risolutivo genera anche e soprattutto un nuovo apprendimento. È vero che, in prima istanza, chi risolve tenta di applicare regole (norme, esperienze, ...) precedenti (meglio se vincenti); ma è anche vero che, se la situazione problematica è opportuna, il soggetto potrebbe non trovare così semplicemente una risoluzione analoga o identica ad una precedente. Egli può invece trovare una particolare combinazione di regole (norme, esperienze, ...) che, di fatto, costituiscono una regola (norma, esperienza, ...) del tutto nuova e che andrà ad arricchire il campo delle esperienze cui far ricorso in futuro. Insomma, una frase nella quale credo fermamente:




  risolvendo un problema, il soggetto apprende.




  In questo senso non ha molta importanza a quale modello di riferimento ci stiamo allacciando, se quello di Dewey (1910), del primo o dell’ultimo Gagné (1962, 1976); la questione è assai generale e può funzionare per tutti i casi.




  Possiamo chiamare per ora “strategia di risoluzione del problema” questa serie di passaggi:




  • esplorazione delle regole (norme, esperienze, ...) già note e già applicate;




  • scarto di ciascuna;




  • analisi della situazione da più punti di vista;




  • confezionamento di una regola comportamentale nuova, ottenuta “dosando” in modo opportuno regole (norme, esperienze, ...) già utilizzate in precedenza;




  • verifica della risolubilità del problema con tale regola nuova.




  Ecco perché Gagné sottolinea l’esigenza che «l’espressione problem solving è usata generalmente per riferirsi a problemi nuovi» (noi diremmo: non a esercizi). Tra questi, egli esemplifica con i seguenti: parcheggiare l’auto in luogo lecito ma vicino al posto di lavoro; capire il perché delle fasi lunari; descrivere un comportamento indolente attraverso le azioni di un personaggio; ... Il fatto che la risoluzione provochi pensiero lo fa parlare di problem solving produttivo (proprio perché si produce un effetto).




  Finiti questi esempi per così dire tratti dalla vita reale, Gagné (1976) passa a problemi più vicini alla prassi scolastica, ben spiegando la differenza che noi abbiamo indicato con la dicotomia problema/esercizio, ma esemplifica anche attraverso giochi di spostamento di fiammiferi, particolarmente analizzati, da un punto di vista psicologico, da George Katona (1967). In questo studio, Katona suggerisce una successione di metodi utilizzati per far risolvere ai soggetti giochi-problemi con i fiammiferi:




  • fare le mosse giuste davanti agli occhi del soggetto esaminato, finché questi non ricorda a memoria le mosse giuste;




  • esporre verbalmente proprietà “matematiche” dei fiammiferi in questione, facendo notare come fiammiferi con “funzione” doppia devono essere spostati per avere funzione “singola” o facendo sciogliere del tutto le figure e facendo ricostruire la struttura desiderata, con i vincoli desiderati;




  • procedere alla scoperta guidata (questa è la denominazione usata): senza enunciare regole, procedere passo passo, illustrando i cambiamenti prodotti lasciando vuoti nella figura originale.




  Questa successione non è casuale; secondo Katona il primo metodo porta ad un aumento di capacità di banale entità; il secondo è molto migliore; ma solo il terzo, nel quale la regola è scoperta dallo stesso soggetto, porta ad una soddisfacente presa di possesso della competenza. L’enunciazione verbale della regola, che indubbiamente produce effetti positivi, aiuta molti soggetti ma non altri. L’aver scoperto da sé la regola da applicare, ancorché in contesti limitati, produce conoscenza e competenza in tutti. Gagné (1973) illustra altri esempi, oltre a quello di Katona, tra i quali l’esperimento di N. R. F. Maier del pendolo, che descriverò fra breve.





  Si possono condensare i risultati di tali esperimenti come segue: si produce un effetto positivo nel soggetto che deve risolvere se si dice esattamente la natura della performance che ci si aspetta da lui; anche se non esplicitamente, si può guidare attraverso la formulazione del problema alla scelta delle regole (norme, esperienze, ...) che sono utili per scegliere la strategia.




  Tutta l’attività e tutta l’attenzione del problem solving stanno nella risoluzione.




  Di altra natura, ma sempre all’interno della stessa problematica, è l’attività del problem posing. Questa attività comporta due modi distinti ma assai intrecciati di agire:




  • la creazione di un problema basato sulla riflessione intorno ad un argomento in esame;




  • la proposta di domande che analizzano situazioni “limitrofe” ad un problema in esame.




  Gli Autori del testo che ha reso celebre il problem posing, S. I. Brown e M. I. Walter (1988), distinguono due modi diversi di azione:




  • fare o farsi domande




  • chiedersi sempre «e se ...?», oppure «e se non ... ?»




  che rendono molto bene la questione.




  Una banale riduzione didattica del problem posing è l’attività del fare inventare agli allievi i problemi: questa è molto studiata nella ricerca in didattica della matematica ed avremo occasione di entrare in dettagli. Ma il problem posing, nella sua formulazione più generale e genuina, deve portare a nuovi problemi, semmai originati da quelli (o da quello) precedenti in esame. Questo tipo di attività non può che generare scoperta, in un senso che, a mio avviso, assomiglia molto a quello sottolineato dagli studiosi di problem solving.




  Dato che dovrò riprendere questo argomento nel paragrafo successivo, qui mi limiterò a questo schizzo riassuntivo.
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Nota bibliografica




  Per la redazione di questo paragrafo, mi sono servito di: (Aebli, 1961), (Brown, Walter, 1988), (Dewey, 1910), (Gagné, 1973), (Katona, 1967).




  Esperimento del pendolo di Maier (del 1930) (Gagné, 1973).




  Il soggetto esaminato viene introdotto in una stanza di 5 m per 6 m circa, nella quale c’è un tavolo da lavoro. Egli ha a disposizione alcuni paletti, pezzi di filo, gesso, morse. Il problema gli viene descritto in questi termini: costruire due pendoli in modo tale che ciascuno dei due, oscillando, ed avendo all’estremità un gesso, segni un punto stabilito sul pavimento.




  Per illustrare meglio il problema, ecco la raffigurazione di una buona soluzione fornita da soggetti sottoposti alla prova.
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  Con alcuni soggetti, Maier usò la strategia di ricordare precedenti problemi che, in questo caso, sono, per così dire, sottoproblemi:




  • come si fa un filo a piombo, disponendo di filo, morsa e gesso;




  • come fare un paletto lungo, avendo a disposizione due paletti corti ed una morsa;




  • come tener bloccato contro il soffitto un oggetto, incastrandolo tra due paletti.




  Ad altri soggetti ancora, Maier suggeriva la risoluzione attraverso un altro problema: il problema sarebbe più semplice se ci fosse un chiodo e si potesse inchiodare al soffitto un paletto. Ebbene, l’esperimento di Maier mostrò come le istruzioni in più che favorivano il ricordo di precedenti soluzioni parziali portarono con maggior frequenza i soggetti alla risoluzione del problema, rispetto a chi sentiva solo enunciare il problema stesso senza aiuti. Il suggerimento del chiodo (che Maier chiamò “direzione”), poi, ancora più nettamente favoriva la probabilità di risoluzione.




  
1.4. Problem solving, problem posing e scoperta




  Facciamo un esempio:




  Dati due triangoli equilateri, trovarne un terzo, la cui area sia uguale alla somma delle aree degli altri due. (Tratto da: Brown, Walter, 1988, p. 157).




  Nello spirito del problem posing, si compie un’analisi preliminare ad ogni tentativo di risolvere il problema posto. Ogni allievo ha una sua reazione personale. Si può notare che mancano i dati e quindi ci si può chiedere quale sia la natura della richiesta; quali proprietà dei triangoli entrano in gioco? Ci si aspetta una soluzione geometrica (un disegno), o dei numeri? È chiaro che ogni risolutore può, in base al suo “stile”, scegliere la strategia che gli è più consona. Per esempio, un allievo può decidere che studierà un caso particolare con due triangoli equilateri dati, uno di lato 3 e l’altro di lato 7. Così procede, facendo il disegno o ritagliando opportunamente cartoncini (il calcolo suggerito dagli Autori non è certo adatto a bambini di scuola primaria, ma lo spirito che voglio far emergere è indipendente da questi fatti contingenti) o usando opportuno software geometrico. Ma, anche trovata una soluzione (approssimata), che cosa succede se si cambiano i dati inventati, 3 e 7?




  Quel che mi preme evidenziare è che il problem posing è un modo di porsi all’interno del problem solving e che quindi le due problematiche non sono opposte, ma assai vicine. «Impostare un problema» è solo un modo di comprenderlo meglio, di analizzarlo meglio; porsi domande che sembrano ... dribblare la richiesta, può voler dire entrare in maggior confidenza con il problema.




  Se poi il problema è risolto, il problem posing ha un effetto a posteriori perché non si cessa di porsi domande sul problema e sulla soluzione fornita: si poteva fare altrimenti; si poteva usare quell’altro dato; ci sarà un modo generale per risolvere la questione; c’è qualcuno che ha inventato questo metodo; quando e perché questo problema è stato posto; ... In situazione simmetrica si pone l’effetto a priori che è, sostanzialmente, l’analisi di tutti i dettagli del problema, prima di procedere alla sua risoluzione.




  In definitiva: il problem posing si situa all’interno della vasta problematica del problem solving e non si limita ad essere banalmente interpretato come «far inventare i problemi ai bambini», attività peraltro ricca di significato se condotta in modo motivato ed oculato.




  Negli esempi che gli Autori citati forniscono, rientra a mio avviso molto bene quello celeberrimo che si racconta a proposito di Gauss bambino, diffusissimo nelle scuole primarie italiane:
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  È ben noto che il procedimento usato da Gauss è il seguente; si osserva che 1+100=101, 2+99=101, 3+98=101, e così via fino a 50+51=101; dunque la somma che ci serca si può esprimere come 50 volte 101. È un bell’esempio di problem solving che, però, in base a quanto abbiamo detto, utilizza un modo di intendere il problem posing; invece di fare quel che il problema dice (cioè l’assurda sequenza di calcoli 1+2=3, 3+3=6, 6+4=10, 10+5=15, e così via facendo 99 addizioni) analizziamo il problema con dei «e se ...»: «E se invece di addizionare in ordine, io addiziono il primo e l’ultimo, che cosa trovo?».




  Dunque: scoperta di una regolarità.




  Addizionando in scala crescente-decrescente, si ha una regolarità: abbiamo scoperto una regola («un trucco» dicono i bambini). Ma per parlare di regola, o di scoperta, e darle dignità nel mondo della matematica, occorre che essa sia generale: vale sempre? E se invece di 100 fosse 167? E se invece di 1 si partisse da 34? E se invece di un numero pari avessi un numero dispari di numeri? E così via.




  Alla base delle sollecitazioni poste c’è un atteggiamento analitico (chiamiamolo: fantasia e curiosità attive) che necessariamente porta a far sì che la risoluzione sia una scoperta.




  Il problem solving come metodo di apprendimento richiede che il soggetto scopra la regola di ordine superiore senza un aiuto specifico. Presumibilmente egli così costruisce una nuova regola in un suo modo particolare e può anche non essere in grado di comunicarla dopo averlo fatto. Si veda in modo specifico Gagné (1973, p. 268).




  L’Autore cita esperimenti di Worthen in base ai quali afferma che il metodo della scoperta (descritto in precedenza) porta ad un più ampio transfer delle regole acquisite.




  È importante segnalare, anche in questo caso, come la pratica didattica abbia diminuito nella prassi l’idea della didattica della scoperta ...




  Le prove fornite dagli esperimenti sull’uso della scoperta nel problem solving certamente non dimostrano che le regole di ordine superiore devono essere apprese per mezzo della scoperta (...). Molte volte, per esempio, nell’apprendimento degli adulti, la guida fornita da descrizioni verbali può essere così completa che la regola da apprendere viene enunciata verbalmente nel corso dell’apprendimento. La chiave dell’acquisizione di una regola di ordine superiore non sta soltanto nel metodo della scoperta. Tuttavia l’evidenza suggerisce con forza che l’acquisizione di una regola di ordine superiore mediante il problem solving produce una capacità molto efficiente e ben ritenuta per un notevole periodo di tempo. (Si veda in modo specifico Gagné, 1973, p. 269; qui Gagné cita studi di Worthen, Shulman e Keislar, Ausubel, Gagné e Bessler, Guthrie, che non riporto per intero).




  Dunque: problem posing come elemento determinante del processo di problem solving ed avvio alla scoperta.




  Mi sembra però onesto e doveroso segnalare qui che il problem solving può non avere sempre successo... Per esempio, se le regole da trovare sono di una complessità superiore a quella cui il soggetto può arrivare, non si potrà che avere una soluzione parziale (in casi particolari). Ma vi tornerò.




  




  
Nota bibliografica




  Per la redazione di questo paragrafo, mi sono servito di: (Brown, Walter, 1988), (Gagné, 1973).




  Sul transfer si vedano: (Barth, 1990), (Roveda, 1979).




  




  
1.5. Tipi di apprendimento




  Se risolvere problemi è apprendere, non è inutile, in quest’ambito, analizzare diversi tipi di apprendimento; a questo proposito, molti sono gli studiosi che hanno cercato classificazioni: tra queste, una certa fortuna ha avuto la descrizione di Gagné (1973), che espongo in questo paragrafo brevemente.




  Va però qui detto, a scanso di equivoci, che il Gagné al quale mi riferisco in questi primi capitoli, è il Gagné che dal 1970 in poi pubblicava edizioni successive (fino ad una terza nel 1977) del suo fortunato The Conditions of Learning la cui prima edizione è del 1965. E, mentre in Italia uscivano ristampe per i tipi di Armando (ho in mano una VII ristampa del 1987), l’Autore nel 1985 riscriveva daccapo questo libro, modificandolo in modo radicale (e cambiando editore: da Holt, Rinehart and Winston Inc. a Cbs College Publishing). La fortuna della prima versione del libro fu tale che ancora oggi Gagné è ricordato per la sua posizione, che è quella che io presenterò appunto in questi primi capitoli. A me serve come base, come trampolino di lancio, per poi distaccarmene successivamente in modo critico. D’altra parte, già in precedenza (nel paragrafo 1.3.) mi sono servito del Gagné più recente.




  • I tipo: apprendimento di segnali. Si tratta di apprendere qualcosa attraverso uno stimolo più volte ripetuto che produce effetti; a quel punto, anche se lo stimolo non produce più l’effetto, si ha la risposta. Si tratta della diade stimolo/risposta, molto studiata da tanti psicologi, tra i quali spicca certo il nome di Pavlov. Tuttavia, risposte volontarie non possono essere apprese in questo modo.




  • II tipo: apprendimento stimolo/risposta. È la specializzazione del precedente, tipica sia nell’apprendimento animale sia in quello umano. È distinto dal primo in base al risultato. La risposta del soggetto, in questo caso, è un atto preciso e circoscritto, mentre nel primo tipo si tratta di una risposta generica ed emotiva. Per esempio, il cane viene istruito a “dare la zampa” con la ripetizione dei seguenti due stimoli: a voce gli si dice «Da’ la zampa» mentre, contemporaneamente, gli si solleva la zampa con la mano, rinforzando con complimenti, carezze o premi quel gesto. Ferster e Skinner alla fine degli anni ‘50 hanno studiato proprio questo esempio in tutti i dettagli. Se con S → R si indica il processo stimolo/risposta del I tipo, si propone di usare Ss → R per indicare il II tipo, dove con il simbolo Ss si intende lo stimolo esterno sommato all’interno (propriocettivo). La capacità che ne consegue è stata a lungo studiata da Skinner (esperimenti sull’apprendimento dei topi nei labirinti) ed è stata anche proposta per spiegare vari apprendimenti dei bambini molto piccoli, per esempio l’apprendimento di parole. (Ma vi sono al riguardo varie riserve).




  • III tipo: concatenazione. Si tratta di una molteplicità di apprendimenti del II tipo tra loro, appunto, concatenati. Per esempio, al solito cane si può insegnare prima a dare la zampa a chi gliela chiede e subito dopo ad abbaiare, quasi in segno di saluto. Questo tipo di apprendimento è stato a lungo studiato per cercare di capire i processi evolutivi dei bambini piccoli. Quel che si suggerisce è che i singoli “anelli” della “catena” devono essere stabili (cioè ciascun Ss porti al suo R in modo assodato). Poi che vi sia “contiguità” tra i singoli anelli (in termini di tempo, essenzialmente, ma non solo). A quel punto, asserisce Gagné, «quando le due condizioni precedenti sono pienamente soddisfatte, appare che l’acquisizione di una catena non è un processo graduale, ma avviene in una sola occasione».




  • IV tipo: associazione verbale. Si tratta di una sottospecie del tipo precedente, nella quale la risposta R è una parola della lingua. Per esempio, si porge ad un bambino un fiammifero dicendone il nome, più volte. (Un caso particolare è l’uso di una lingua che non sia quella naturale, materna, del soggetto che apprende). Sembra che ciò stimoli una sorta di “connessione codificante” (che poi diventa automatica) nel soggetto. Secondo molti ricercatori, è in questo IV tipo che scatta un meccanismo tipicamente umano; mentre i tre tipi precedenti sono processi di apprendimento che potrebbero andare bene sia per animali sia per esseri umani, questo quarto costituisce una restrizione.




  • V tipo: apprendimento di distinzioni. Gli apprendimenti di II tipo, anche se facenti parte di una concatenazione, sono fatti isolati. Si tratta, perciò, di apprendimenti “semplici”. Ma, proprio per questo, così come sono facili da immagazzinare, altrettanto lo sono ad essere dimenticati (per esempio, perché “soffocati” da altre attività). Se si è sottoposti all’apprendimento di molti esempi di II tipo, o di più concatenazioni del III tipo, si ha molta facilità a dimenticare tutto, o a far confusione. Scatta però un apprendimento diverso, chiamato “per distinzioni”. Si tratta di “legare” singoli oggetti (o nomi) appresi con relazioni in gran parte dovute a invenzioni o stili personali, non sempre codificabili o esplicitabili. Ciò pare permettere l'“interferenza” tra concatenazioni che sembra essere la causa principale della dimenticanza di quel che si è appreso. Qui scatta una discussione molto sentita dagli psicologi: la distinzione può essere un fatto “meccanico”? Detto in altro modo: si può imparare senza dimenticare se, volontariamente, ad ogni concatenazione si associa esplicitamente una relazione tra gli oggetti (o i nomi) per renderne più facile il ricordo. Lo studio di questa questione (processi di memorizzazione) ha posto l’accento su un’altra questione, sulla quale però sorvolerò: che cosa vuol dire in quest’ambito “meccanico”?




  • VI tipo: apprendimento di concetti. Fino ad ora abbiamo appreso a fare certi movimenti, a riconoscere oggetti nominati, a dar nomi nuovi ad oggetti conosciuti; ma a noi interessa l’apprendimento di qualche cosa di più elevato: i concetti. Tale tipo di apprendimento è fortemente legato alla capacità di “rappresentazione interna”, cioè di manipolare simbolicamente l’ambiente esterno, senza intervenire su di esso fisicamente, immaginando semplicemente tale manipolazione. Un banale esempio: immaginare che cosa succederebbe all’ambiente nel quale mi trovo (il mio studio, qui a Bogotà, nel quale scrivo, circondato da circa 10000 libri) se uno spiritello maligno segasse in modo asimmetrico le basi delle librerie: concretamente non succederà mai (lo spero!), ma posso benissimo immaginarne le conseguenze. Ora, pare che alcune scimmie superiori abbiano barlumi di capacità di questo tipo; ma è assodato che una piena consapevolezza e maturità di ciò abbia sede solo nel complesso meccanismo cerebrale umano. «Apprendere un concetto significa apprendere a classificare le situazioni di stimolo in termini di proprietà astratte, come colore, forma, posizione, numeri e altre simili». Per esempio, la generalizzazione che un bambino anche di scuola dell’infanzia compie chiamando “cubo” o “dado” cubi diversi per dimensione, colore, peso, appartiene a questo tipo di apprendimenti. La definizione matematica del cubo, con precisi termini, ancorché tratti dal linguaggio comune, non aiuta nell’atto dell’apprendimento puro; nel caso dell’apprendimento, si tratta di un atto interno, intuitivo, interiore. Ancora più stimolante mi pare lo studio psicologico di come avvengono apprendimenti di tipo astratto; per esempio, l’apprendimento di quel che significa “stare in mezzo”, quando non solo cambiano le proprietà degli oggetti (come nel caso dei diversi cubi), ma cambiano pure gli oggetti stessi. Qui e nei casi analoghi diventa essenziale la varietà di stimoli, tanto più se a questo apprendimento è associato, come molto spesso avviene, l’uso di una terminologia nuova. Un adulto, data la vasta esperienza linguistica, sopperisce alla mancanza di informazioni circostanziate (relative al caso specifico) facendo uso di conoscenze analoghe; ma nel bambino questo tipo di apprendimento è sbalorditivo. Tant’è vero che un adulto può facilmente apprendere concetti astratti solo in base alle definizioni verbali, mentre ciò non può avvenire in un bambino piccolo, con scarsa esperienza di uso del linguaggio.




  • VII tipo: apprendimento di regole. Va intanto chiarito che cosa si intende con “regola”. Si può andare da regole molto semplici a regole molto complesse. Le prime possono essere semplificate da frasi nelle quali si danno condizioni da rispettare (per esempio: «in tedesco l’articolo determinativo die accompagna un nome femminile»). In questo caso si tratta di un’associazione verbale che comunica un’idea da tener presente come regola. Cioè: non basta saper ripetere la concatenazione verbale per poter dire che si è appresa la regola; al più si saprà esprimere l’idea. Occorre che la si sappia applicare in un certo numero di esempi significativi. Dunque, una regola è una catena di due o più concetti. Essa può essere espressa da formulazioni del tipo «Se A allora B» («Se c’è un nome femminile, allora devo farlo precedere da die»). A proposito dello stile più efficace per apprendere regole, c’è chi sostiene che questo consista nel dare la regola in modo esplicito e poi sollecitarne l’uso con tanti esempi; altri invece suggeriscono il procedimento inverso induttivo: tanti esempi dai quali ricavare poi la regola (processo per scoperta). I secondi temono che si possano usare formulazioni verbali come scorciatoie e che in luogo di catene concettuali si arrivino a possedere solo catene verbali. (Il classico esempio è quello dello studente che sa “dire” la regola a parole, ma poi non sa applicarla in un caso concreto).




  • VIII tipo: problem solving. Acquisite le regole, abbiamo visto in che senso, l’essere umano può risolvere problemi. Si tratta, dunque, accettando questa scala, dell’apprendimento più elevato e significativo. «L’azione di risolvere un problema si conclude in questi casi in un apprendimento veramente sostanziale. Il mutamento nella capacità dell’individuo è altrettanto chiaro ed esplicito che in ogni altro tipo di apprendimento». «L’apprendimento mediante problem solving conduce a nuove capacità di ulteriore pensiero».




  Gli otto tipi di apprendimento vanno, nella scala fornita da Gagné (1973), dal più semplice al più complesso e completo; e ciascuno è prerequisito per (il o) i successivi (anche se si può avere direttamente una distinzione, V tipo, attraverso stimolo/risposta, I e II tipo). Gli studi a questo riguardo sono talmente vasti ed approfonditi che non posso qui neppure limitarmi a ricordarli (rimando ai testi citati successivamente, ricchissimi di bibliografia opportuna).




  Terminerò confessando al lettore che ho esposto, in questo paragrafo, una teoria quasi ingenua, di base, non la più moderna; quanto basta, però, ai nostri scopi (per esempio, attualmente non è più accettata questa tipologia lineare, ma le è preferita una più ramificata). Consiglierò, nelle indicazioni bibliografiche, letture assai più attuali su questi affascinanti temi e tornerò più avanti su questo argomento.




  Veniamo al caso particolare della matematica, quel che più ci interessa, seguendo le stesse fonti.




  • Tipi I e II: segnali e S/R. Questo tipo di apprendimento pare sia alla base di acquisizioni di idee e concetti matematici successivi di grande importanza. È su questi tipi di apprendimenti che ci si deve basare per capire quell’interessante fenomeno per il quale, anche in età pre-scolare e perfino prima della scuola dell’infanzia, il bambino apprende la matematica, tant’è vero che oggi i programmi di matematica della scuola primaria (per esempio in Italia) suggeriscono di non sottovalutare le precedenti competenze matematiche dei bambini, ma anzi di valorizzarle e di basare su di esse le nuove idee che si vogliono fondare. Un’analisi delle “capacità matematiche di base” (per caratterizzare le quali ho, in passato, suggerito un aggettivo che ha avuto alterna fortuna: “protomatematiche”) è un’attività intellettuale molto stimolante. Vi si possono annoverare i nomi dei numeri, i nomi di alcune forme ricorrenti in geometria, l’attività di ricopiare con la matita disegni, la denominazione della successione dei numeri naturali ecc. Andrebbe precisato che nessuno di questi apprendimenti è “adulto” o completo o preciso. Per esempio, non è detto che i nomi dei numeri corrispondano esattamente ai numeri mostrati (caso diffuso è quello del bambino che mostra tre dita e dice «due»); non è detto che il nome di una figura sia quello che direbbe un adulto (caso diffuso: il blocco a forma di triangolo è chiamato “tetto” in base alla funzione che ha nella costruzione di case); la successione dei numeri può essere corretta come ritmo ma andare avanti a salti come nomi di numeri (uno, due, tre, sei, nove, ...). Alla base di ciascuno di questi apprendimenti, però, c’è una risposta a carattere matematico importante provocata da segnali e da stimoli. Per esempio, alla base della successione dei numeri, anche se incompleta, c’è una confusa consapevolezza che si sta consolidando:
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