
    
      [image: Cover]
    

  



Simone Malacrida

Analisi matematica avanzata








                
                
UUID: cf79ec66-0d73-11e6-83a2-0f7870795abd

Questo libro è stato realizzato con StreetLib Write (http://write.streetlib.com)
un prodotto di Simplicissimus Book Farm







        
            
                
                
                    
                        
                    

                    
                    
                        
                    

                    
                

                
                
                    
                
 






“Analisi
matematica avanzata”



 


SIMONE
MALACRIDA


 



 



 


In questo libro sono presentati i seguenti argomenti
matematici:
funzioni reali a più variabili
funzioni
implicite
calcolo integrale per funzioni di più
variabili
sviluppi in serie di potenze, di Taylor e di
Fourier
analisi nel campo complesso
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Ingegnere e scrittore, si è
occupato di ricerca, finanza, politiche energetiche e impianti
industriali.
I libri pubblicati si possono trovare
qui:
http://www.amazon.com/-/e/B00J23W2N4
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L’esposizione dell’analisi matematica non si ferma
all’introduzione dei concetti di intorno, limite, derivata,
integrale e allo studio di funzioni reali ad una variabile.


Queste prime nozioni non sono che un presupposto ad altri concetti
molto più avanzati e, come tali successivi non solo a livello
conoscitivo ma anche applicativo.


Le funzioni reali a più variabili e le funzioni implicite sono una
prima estensione possibile, così come il calcolo integrale a più
variabili.


I due punti fondamentali sono però dati dagli sviluppi in serie e
dall’analisi complessa.


Lo sviluppo in serie di una funzione può essere fatto in molti modi
e ciò porta a diverse applicazioni matematiche e scientifiche.


Le serie di potenze, le serie di Taylor e le serie di Fourier sono
simbolismi molto potenti ed efficaci.


D’altra parte, l’analisi complessa permette di estendere tutto
quanto studiato nell’insieme dei numeri reali a quello dei numeri
complessi, con notevoli benefici a livello di risultati generali.


Quanto esposto in questo manuale è fondamentale per la comprensione
e la risoluzione delle equazioni differenziali e di problemi di
analisi funzionale.


Per tale motivo, gli argomenti presentati sono generalmente
affrontati nei corsi di analisi matematica avanzata (2 e 3).
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FUNZIONI REALI A PIU’ VARIABILI


 









Introduzione



 





Le funzioni di variabile reale a più variabili sono un’estensione
di quanto detto per le funzioni reali ad una variabile.


Rimangono valide quasi tutte le proprietà citate per le funzioni
ad una variabile (come ad esempio l’iniettività, la suriettività
e la biietività), tranne la proprietà di ordinamento che non è
definibile.


Il dominio di una funzione a più variabili è dato dal prodotto
cartesiano dei domini calcolati sulle singole variabili.


Un insieme di livello, o curva di livello, è l’insieme dei
punti tali per cui vale:


 





[image: immagine 1]







 




L’insieme di livello con c=0 serve per analizzare il segno della
funzione nel dominio.


 







Operazioni



 





La definizione topologica di limite è uguale a quella data per le
funzioni ad una variabile, la definizione metrica si modifica in tale
modo:
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Il limite esiste se il suo valore non dipende dalla direzione secondo
la quale è calcolato.


Allo stesso modo si ragiona per la continuità.


Una funzione si dice continua separatamente rispetto ad una delle sue
variabili se essa è continua come funzione della singola variabile,
tenendo le altre costanti.


La continuità separata è una condizione più debole rispetto alla
continuità globale su tutte le variabili.


 





Per una funzione di più variabili esistono invece diversi concetti
di derivata.


Chiamiamo derivata parziale la derivata effettuata solo su una
delle variabili, definendo la derivata sempre come limite di un
rapporto incrementale.


Per distinguere la derivata parziale da quella totale si usa il
simbolo 
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.


Le derivate parziali di ordine superiore riportano l’ordine
all’esponente di tale simbolo.


Un punto si dice semplice se le derivate parziali prime sono continue
e non nulle, se invece una delle derivate è nulla o non esiste, il
punto è detto singolare.


La derivabilità parziale implica la continuità separata.


Estendendo il concetto di derivata parziale da un cammino lungo gli
assi coordinati ad un cammino qualsiasi, si ha la derivata
direzionale.


Definito un generico vettore unitario, la derivata direzionale lungo
quel vettore è data da:
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La derivata direzionale indica la velocità di cambiamento della
funzione rispetto alla direzione data.


Si definisce derivata totale la derivata di una funzione a più
variabili che tiene conto della dipendenza reciproca delle variabili
stesse.


Ad esempio si ha:
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La derivabilità non è però condizione sufficiente per la
continuità.


Una condizione sufficiente è invece data dalla
differenziabilità.


Una funzione di più variabili è differenziabile in un punto
di in un insieme aperto dello spazio euclideo R n-dimensionale se
esiste un’applicazione lineare L tale per cui vale la seguente
relazione:
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Il differenziale primo totale è dato dal seguente prodotto:
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Mentre la derivata totale è data da 
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La funzione è differenziabile se lo è in ogni punto del suo
dominio.


Il teorema del differenziale totale afferma che una funzione è
differenziabile in un punto se tutte le derivate parziali esistono in
un intorno del punto e se tali derivate parziali sono continue.


Se l’applicazione è anche continua, la funzione si dice
differenziabile con continuità.


Il differenziale primo totale si può anche esprimere come:
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I differenziali totali di ordine superiore si possono esprimere in
tale modo, per una funzione di due variabili:
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Chiamiamo derivate miste le derivate di ordine superiore al
primo che prevedono la derivazione di variabili diverse tra di loro.


Per una funzione di due variabili definita su un aperto, se
essa ammette derivate seconde miste continue, vale il teorema di
Schwarz secondo il quale si può invertire l’ordine di derivazione
senza cambiare risultato:
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Se una funzione è differenziabile in un punto, allora tutte le
derivate parziali calcolate in quel punto esistono e sono continue.


 





L’applicazione lineare definita come la somma delle derivate
parziali prime è una matrice a m righe e n colonne detta matrice
jacobiana ed è esattamente il corrispettivo dell’applicazione
lineare L citata in precedenza:
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Se m=1, la matrice jacobiana si riduce ad un vettore n-dimensionale
chiamato gradiente che indica la direzione di massima pendenza del
grafico della funzione in un punto.


Se n=1 la funzione parametrizza una curva e il suo differenziale è
una funzione che indica la direzione della retta tangente alla curva
nel punto.


Se m=n=1 la condizione di differenziabilità coincide con quella di
derivabilità e la matrice jacobiana si riduce ad un numero, pari
alla derivata della funzione in quel punto.


Se m=n la matrice jacobiana è quadrata e il suo determinante è noto
come jacobiano.
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