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20 Capitolo 1

Soluzione

La dimostrazione si articola sui seguenti passi.

1. <qo, W, Zo, €> " <qgo, &, WRZ,, €, dove, per ogni we {a, b}", W indica il risultato
della sostituzione di tutti i caratteri minuscoli di w con corrispondenti caratteri maiuscoli,
¢ WR indica, al solito, il riflesso di W,

2. <qq, d, XZ,, &> b— <qy, &, XZ,, € questa proprieta deriva immediatamente dalle funzioni
8 ed 1 come mostrate net diagramma in figura per le transizioni da go a q1.

3. <q, & XZo, & b <qi, &, Zo, x>, dove, per ogni Xe {A, B}, x indica la stringa
risultante dalla sostituzione delle lettere maiuscole di X con lettere minuscole.

4. <qy, &, Zo, x> —<qa, &, &, x> questa proprietd deriva direttamente dall'unica transizione
tra gli stati q1 e g2.

La dimostrazione del punto 1. pud essere svolta per induzione sulla lunghezza |w| della

stringa w.

Base dell’induzione: sia [w|= 0, cioé¢ w = &, € quindi WR = ¢. Si ha ovviamente <qq, €, Zo, E>

0 <qo, &, Zo, &> dove -0 indica una sequenza di transizioni di zero passi.

Passo induttivo: sia [w] = k + 1, k 2 0, cioé w = xc, xe {a,b}*, ce {a,b}, e quindi WR = CXR,

deve C indica la versione maiuscola del simbolo c. Si ha

<Qgs X¢, Zo, £ " [per Pipotesi induttiva] <qo, ¢, XRZo, £ |— [con una delle transizioni

da gy a qo] <o, £ ,CXRZ,, £ = <qq, £ ,WRZ,, £>.

La dimostrazione del punto 3. & del tutto analoga.

Base deli’induzione. Sia |X[=0, cioé X=¢ e quindi x=¢. Si ha ovviamente <qi, &, Zo, &> 90

<q1, & Zo, €.

Passo induttivo. Sia |X|=k+1, k20, cioé X=WC e quindi x=wc. Si hanno le seguenti

transizioni. <qy, &, WCZo, £ " [per I'ipotesi induttiva] <qy, &, CZo, w> — [con una delle

transizioni da q1 a q1] <qu, & Z,, We> = <qy, €, Zo, X>.

Esercizio 1.2.7
Si costruiscano degli automi a pila deterministici che riconoscano i linguaggi seguenti:

L= {a""|n=1}"$ (L'operatore complemento * si intende applicato rispetto al
linguaggio universale {ab}*, sicché il carattere speciale $
funge semplicemente da indicatore di "fine stringa".)

Ly={a%"|nz1}" (L'operatore complemento ~ si intende applicato rispetto af
linguaggio universale {a,b}*)
Soluzione punto 1.

Ci sono molti modo per procedere alla costruzione deil’automa, € ci sono anche molti automi
che possono riconoscere Li. Un modo semplice consiste nel costruire innanzitutto 1'automa
pit semplice che riconosce L = {a"b”| n 2 1}$: si veda la Figura 1-32.
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6 Capitolo

un numero decimale s da 0 a 7. Otteniamo cosi il trasduttore specificato dalla Tabella 1-1,
nelle cui ultime due colonne sono indicate fe coppie (stato prossimo, uscita) corrispondenti
allo stato corrente individuato daila riga e all’ingresso individuato dalla colonna. Ad esempio,
quando il trasduttore si trova nello stato 3 (paletie x, ¥ ¢ z rivolte verse destra, sinistra e
sinistra), con un ingresso B da uscita D ¢ si porta nello stato 1 (palette a destra, destra e
sinistra).

xyz s A B
000 0 | 40 | 3O
001 1 60| e
010 2 | 6,0 | 0D
011 3 oo
100 4 | Lo | 3O
101 5 @D | 6D
110 6 | 30 | @D
111 7 leo ! 6D

Tabella 1-1 Il trasduttore che modelle il flipper di Figura 1-12.

Esercizio 1.1.6

1. Definire un DFA che riconosce il linguaggio:
L= {x]x e {0,1}" e il numero intero di cui x & rappresentazione binaria & congruo a zero
modulo 3, cioé & divisibile per 3 senza resto}.

2. Si costruisca un trasduttore a stati finiti che calcola la seguente funzione 7, per ogni x €
{0,1}*: 7(x$) =x modulo 3 in rappresentazione decimale.

3. E possibile calcolare la trasduzione 6(x) = T(x$) (cioé senza usare il terminatore $ per
riconoscere la fine del}’ ingresso) con un FT?

Soluzione punto 1.

Osserviamo innanzitutto che se alla rappresentazione binaria di un numero / si aggiunge un
bit G in posizione meno significativa, si ottiene la rappresentazione del numero 2/, mentre se
si aggiunge un bit 1 si ottiene quella di 2i+J.

Sia p = i mod 3. Allora, (2i) mod 3 = 2(i mod 3) mod 3 = 2p mod 3, e (2i+1) mod 3 = ((2i
mod3) +1)mod 3 = (2p+1) mod 3.

1 resto p pud assumere solo i valori 0, 1, 2, in corrispondenza dei quali 2p mod 3 vale 0,2, 1,
rispettivamente, mentre 2p+1 mod 3 vale 1,0, 2.

E sufficiente costruire un automa a 3 stati, ciascuno stato corrispondente ad un valore di p. Lo
stato finale sara quelfo corrispondente af resto nullo. L’automa & nello stato g; se, e solo se, la
porzione dell’ingresso letta fino a quell’istante ha resto j (ciot inqop=0,inq  p=1,inq2 p

L’automa & definito in Figura 1-13:
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Esercizio 1.1.1

$i consideri un commutatore elettrico a tre posizioni, come quello mostrato in Figura 1-1. 11
commutatore & costituito da una manopola che pué ruotare in una fra le tre posizioni A, B, C,
in seguito a uno spostamento in senso oraric o antiorario. Si modelli il funzionamento del
commutatore con un automa a stati finiti. Si consideri poi un commutatore che inizialmente
sia nella posizione A; quali sequenze di spostamenti orari e antiorari portano nella posizione
c?

Figura 1-1 Un commutatore a tre posizioni,

Soluzione

Un FA modella le possibili configurazioni di un sistema con gli stati, e ghi eventi o le azioni
esterne (gli ingressi) che possono provocare un cambio di configurazione con Ie transizioni.
Un aufoma che risolve I’esercizio proposto, mostrato in Figura 1-2, ha un insieme di stato Q
= {A, B, C} per rappresentare la posizione e una funzione di transizione § che modella i
cambiamenti di posizione del commutatore in seguito afl’applicazione di un opportuno
movimento alla manopola.

orario orario

antiorario antiorario

Figura 1-2 Un primo modello a stati finiti per il commutatore.

Si noti che non vi sono archi uscenti dallo stato A in caso di applicazione di un momento
antiorario ¢ dallo stato C per un momento orario. Di fatto non si modella la possibilita di
rotazione al di 14 delle posizioni A e C. Questo aspetto non era stato considerato nella
semplice descrizione informale data nefl’esercizio, che ¢ basata sulla conoscenza comune di
sistemi simili. La necessita di costruire un modello formale costringe a rendere esplicite le
ipotesi “nascoste” sul sistema, ed eventualmente a scegliere tra varie alternative possibili.

Esistono infatti varie soluzioni. Ad esempio, il commutatore potrebbe essere circolare, nel
senso che una rotazione in senso orario applicata in C provoca il passaggio netla posizione A,
& una in senso antiorario applicata in A provoca il passaggio in C. Un’altra possibilita ¢ che i}
tentativo di far ruotare il commutatore oltre le posizioni A o C provochi la rottura del
commutatore stesso. Un automa per modellare questa situazione ha uno stato di guasto G, da
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Esercizio 1.14

Definire P'automa a stati finiti che riconasce if linguaggio L*, dove L & il linguaggio
{a?b3me | n21, m20}.

Soluzione

Si veda la Figura I-11.

Figura 1-11 L'automa a stati finiti per L*, dove L & il linguaggio {a?1b3Mc { n21, m20}.

Esercizio 1.1.5

La Figura 1-12 mostra un flipper in cui la bilia entra da una delle due aperture superiori (A ¢
B) ed esce da una delle due imferiori (C o D). Nel passare atiraverso gli svincoli del percorso
viene deviata dalle palette che la fanno proseguire a destra o a sinistra in dipendenza del loro
orientamento; le paletie vengono anche mutate di posizione (cioé ruotate di 90 gradi) dal
passaggio della bilia. Ad esempio, Se nella conﬁgurazmne di Figura 1-12 (a) una bilia entra
da B uscira da C e lascera le palette nella posizione indicata in Figura 1-12 (b). Si modelli il
dispositive sopra descritto usando I’automa di tipo piii appropriato.

<m> <m>

Figura 1-12 Il flipper.

Soluzione

11 dispositivo pill appropriato & un trasduttore finito, il cui stato ¢ definito dalla posizione
delle palette, I'ingresso dalla apertura di entrata della bilia, e Puscita dali’apertura di
fuoriuscita, Assegniamo il nome x, y, z alle componenti (binarie, in cui convenzionalmente al
valore 0 attribuiamo il significato di “inclinazione a destra” e al valore 1 quello di
“inclinazione a sinistra™) dello stato che raffigurano la posizione rispettivamente della paletta
superiore sinistra, superiore destra e inferiore, e alte otto pessibili configurazioni assegniamo
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Figura 1-15 L’automa A.

Soluzione

La dimostrazione che L=L(A) pud essere svolta per induzione sulla lunghezza della stringa,
L’ipotesi induttiva corrispondente a L = L (A) & che, dato un n>1, per ogni x € {0.1}*, con
1<|x|<n, &(qo, X) = q1 se, ¢ solo se, x finisce con un numero dispari di 1. Questa ipotesi da
sola non & perd sufficiente per provare la tesi. Un tentativo per costruire la dimostrazione &
infatti considerare una generica stringa di lunghezza »# come costituita da un simbolo
preceduto da una stringa di funghezza n-7, a cui applicare I'ipotesi induttiva. L’ipotesi puo
essere applicata solo a stringhe che portano allo stato qj, mentre in generale una stringa pud
portare ad uno gualunque dei tre stati qq, q1 ¢ q2. Serve allora una diversa ipotesi induttiva
per ogni stato dell’automa.

Dato un n>1, per ogni x € {0,137, con 0 <jx|<n:

1. &qg, x) = qo se, & solo se, x non finisce in 1, cioé termina con un numero nullo di 1;
2. 8(qq, X) = q{ se, e solo se, x finisce con un numero dispari di 1;

3. 8(qo, X) = q2 se, € solo se, x finisce con un numero pari di 1.

1l caso base & avvio, in quanto: 8{qo, €) = qo, 3(qo, 0) = q0, 8(q0, 1) = q1. ¥ao. 11) = .
11 passo induttivo si dimostra separatamente per ciascuna ipotesi:

1. xnon finisce in 1 < x & del tipo y0 ¢ 8(qo, x) = 8(qq, y0) = (per definizione di &)
8(8(qo, ¥), 0) = (essendo 8(q;, 0) = qo per i=0,1,2) qo.

2. x finisce con un numero dispari di 1 <> x & del tipo v1, con v che non finisce in 1,
oppure ¢ del tipo w1, con w che finisce con un numero pari di 1 < 8(qo, x) = 3(qo.
v1) = (per definizione di 8) 5&(qq. v), 1) = (per ipotesi induttiva su v) 8(qo, 1} = q1
oppure 8(qo, X) = 8(qo, w1) = (per definizione di 8) 8(3(qo. w), 1} = (per ipotesi
induttiva su w) 8(qz2, 1) =q1.

3. x finisce con un numero pari di 1 ¢ x & del tipo z1, con z che finisce con un
pumero dispari di 1 < 3(qp, x) = &ao, zI} = (per definizione di 8) 8(8(qp, 2), 1)} =
{per ipotesi induttiva su z) 8(q1, 1) = 2.

Questo conclude la prova.

L’automa non ¢ minimo, poiché, come si pué comprendere facilmente seguendo 1a prova
precedente, gli stati qo e q; rappresentano complessivamente le stringhe che finiscono per un
numero pari o nullo di 1. L’automa minimo A' ¢ riportato in Figura 1-16. Poiché il numero di
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Figura 1-13 11 DFA che riconosce L.

Seoluzione punto 2.

Un trasduttore a stati finiti che calcola la funzione resto pud essere facilmente definito a
partire dal’automa precedente. Si aggiunge uno stato g3, unico stato finale, che pud essere
raggiunto dagli altri stati con un arco marcato con un $ in ingresso e il valore corretto del
resto in uscita, Tutti gli altri archi hanno & come stringa di uscita. Si veda la Figura 1-14.

Ol e Ole
ofjogions

s $12

Figura 1-14 Un trasduttore a stati finiti per .

Seluzione punto 3.

Non & possibile costruire un trasduttore deterministico per 6. Una giustificazione intuitiva di
questo fatto deriva dall’impossibilita di eseguire una mossa che scriva il valore corretto solo
quando & stata letta ’intera stringa. Nel caso della 1, la mossa ¢ possibile in quanto ¢’8 il
terminatore $ che permette di stabilire la fine della stringa. Senza un terminatore, occorre
costruire un automa che per ogni bit b letto in ingresso stabilisca se & ¢ I'ultimo bit (bisogna
emettzre il valore corretto) oppure se ¢i sono altri bit da leggere (bisogna continuare senza
erettere nulla), Poiché non & possibile discriminare fra queste due situazioni, nessun
trasduttore finito deterministico pud riconoscere o.

Esercizio 1.1.7

Dimostrare che I’automa A riportato in Figura 1-15 accetta il linguaggio L = {x € {0,1}" | x
= 12k+1 gppure x = y012k+1, con k 2 0,y e {0,1}*}. L’automa A & minimo?
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cui, per semplicitd, non si prevede ripristino. Una ulteriore soluzione & quella per cui if
commutatore non pud ruotare al di 14 delle posizioni A e C, ¢ ogni tentativo di rotazione
ulteriore viene ignorato (si resta negli stati A e C). La presenza di autoanelli negli stati A e C
modella una possibile scelta nella costruzione det commutatore,

3i veda la Figura 1-3.

orario
T \\ crario orario
BGY)
— .
\\antiorario antiorario
/ antioraric

c antiorario antiorario

— orario
antiorario
orario orario orario
o
N v:IED
antiorario antiorario antiorario

Figura 1-3 Altri modelli per il commutatore,

1 modelli formali permettono di studiare proprietd del sistema modellato. Supponendo di
scegliere come modelio quello con gli autoanelli di Figura 1-3, denotiamo con g uno
spostamento antiorario, con o uno spostamento orario. Le sequenze di spostamenti che
portano in C a partire da A costituiscono il linguaggio accettato dall’automa di Figura 1-4.

Figura I-4 Un automa accetore de! linguaggio delle sequenze di spostament che portano da A in C.

L’automa permette ad esempio, nota una sequenza di spostamenti, di stabilire facilmente se il
commutatore si trova nella posizione C al termine della sequenza. Si puo dare anche una
definizione piil intuitiva per L: & il linguaggio delle sequenze s in cui ¢’¢ almeno un suffisso
di 5 che contiene almeno due o in pi delle a.

Dall’automa si pud anche ricavare direttamente un’espressione regolare per L:
a* o (a" 0)* o ((a (a* 0)* o)* + 0¥)*

L’espressione pud essere semplificata sfruttando I'identita (x* + y*)* = (x + y)*, valida per
ogni espressione regolare X e y, oftenendo I espressione:

a*o (a" 0)*o(a(a’ o)* 0 +o)*





OEBPS/images/ebook_page_image_241003_10.jpg
4 Capitolo |

X G / qz
.

Figura 1-7 Automa A per Lp.

Figura 1-8 Automa A3 per L3.

Costruiamo 'automa A4 che riconosce Ls, complemento di Ls, a partire da Az. Dapprima
trasformiamo la funzione di transizione dell’automa A; da parziale a totale, poiché nello stato
g non ¢’2 un arco comispondente all’ingresso 0, aggiungendo ad As uno stato pozzo g3, poi
si complementano gli stati finali e non finali. Il risultato & mostrato in Figura 1-9.

Figura 1-9 Automa A4 per Lq.

Esercizio 1.1.3
Definire I’automa a stati finiti che riconosce il linguaggio L = {a2"b3™¢ | n>1, m20}.
Soluzione

Si veda la Figura -10.

Figura 1-10 L'automa a stati finiti per L= {ab*"c | n 21, m20}.
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Esercizio 1.1.2

Costruire dei DFA che riconoscano i seguenti linguaggi:

Lo = {x| xe {0,1}* e ogni 0 in x & seguito immediatamente da almeno un 1}. Esempio di
stringhe: 010111, 1111, 01110111011,

L; = {x]xe {0,1}* ex finisce con 00};

Ly ={x| xe {0,1}* & x contiene esattamente 3 zeri};
L3={x|xe {0,1}* ex comincia con 1};
Ls={x|xe {0,1}* exnon cominciacon 1};
Soluzione

L’automa accettore per Ly & mostrato in Figura 1-5. Sj osservi che la funzione di transizione
corrispondente & parziale, in quante 8(q;, 0) non ¢ definita. Questo elimina dal linguaggio
accettato tutte le stringhe con due o pili zeri consecutivi. Al secondo zero, infatti, I’automa si
arresta senza accettare, non potendo eseguire alcuna mossa.

Figura 1-5 Automa per il linguaggio Lo.

]

1 1

Gli automi per L), Lz, L3 sono mostrati rispettivamente in Figura 1-6, in Figura 1-7e in
Figura 1-8,

Figura 1-6 Automa A il linguaggio L].
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Prefazione

Questo eserciziario ¢ il risultato degli sforzi di correggere e migliorare le prime due edizioni,
rispettivamente del 1994 e del 2001. Diverse sviste ed imprecisioni sono state eliminate,
parecchie soluzioni sono state rese piti chiare e discusse pili ampiamente. Inoltre, & stata
aggiunta un’ampia sclezione dei temi d'esame di Informatica Teorica det Politecnico di
Milano relativi af periodo 1995-2004.

L’eserciziario & stato concepito e realizzato in modo da coprire le esigenze del corso di
Informatica Teorica del Politecnico di Milano e, parziatmente, del corso di 1I livello “Analisi
¢ progetto di sistemi critici”. Tuttavia gli argomenti trattati rappresentanc le basi di
qualunque corso universitario che si proponga di iilustrare i fondamenti teorici
dell’informatica, quindi il fibro puo essere efficacemente utilizzato al di fuori dell’ambito del
Politecnico.

Gli autori hanno fatto riferimento, per la terminologia ¢ e definizioni fondamentali, al testo
Informatica Teorica di Carlo Ghezzi ¢ Dino Mandrioli, edito dalla UTET. Il testo, tuttavia,
dovrebbe risultare accessibile a chiunque abbia gia una certa dimestichezza con gli argomenti
ivi affrontati.

Gli esercizi marcati da un asterisco sono di difficolta superiore al normale. Quelli marcati con
due asterischi sono molto pit difficili della media.
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L={w|we{a,b}", #a(w)=Fo(w) }
cio¢ I’insieme delle stringhe in cui il numero deile ‘a’ & uguale al numero delle ‘b’.
Soluzione

La soluzione & mostrata in Figura 1-26. In ogni istante, avendo scandito una stringa x, la pila
memorizza un numero di ‘A’ pari a #a(x)-#b(x), se #a(x)>#b(x), oppure un numero di ‘B’
pari a #b(x)-#a(x), se #b(x)>#a(x). Lo stato q; non & di accettazione, ma quando in g la pila
si svuota la stringa x pud essere accettata, e |’automa si porta nello stato qo di accettazione
©on una g-mossa,

a,ZyAZ, b,B/BB

Figura 1-26 Un DPDA per il linguaggio L = { w | we {a, b}, #a(w)=#b(w) }.

Esercizio 1.2.4

Definire degli automi a pita deterministici che riconoscano i seguenti linguaggi
Ly = {atb®mamb? | n, m = 1}
La=1;*
L3 = {anlbnlan2po2an3pn3 | ankpok | k>1, ni21, 1<i<k }

Soluzione

Gli automi che riconoscono Ly, Ly ed L3 sono mostrati rispettivamente in Figura 1-27 e
seguenti,

Figura 1-27 Un DPDA che riconosce L = {aPbMab | n, m 2 1},
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)Ble

Figura 1-24 DPDA che riconosce il linguaggio delle espressioni aritmetiche ben parentetizzate.

L’automa del linguaggio con ‘]’ & una estensione abbastanza semplice del precedente:
quando ci si aspetta una parentesi chiusa (cio¢ nello stato qs) ¢ accettabile ‘]°, dopo di che
occorre “dimenticare” tutte le parentesi correntemente aperte, cosa che avviene in qs: quando
sulla pila & rimasto solo Zo si pud accettare (andando in gs) oppure tutto quanto letto &
J’operando di una operazione (si va in q4, da cui si comincia a leggere I'altro operando).

)A/e

{,B/AB +,B/B

€,Ale

Figura 1-25 DPDA che riconosce il linguaggio delle espressioni aritmetiche ben parentetizzate con la
parentesi °]".

Esercizio 1.2.3

Definire un autema a pila deterministico che riconosca il linguaggio
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Una traccia di funzionamento dell’automa sulla stringa aabe &:

<q, aabe, Zg, & b—<qg, abc, AZo, &> +—<qo, be, AAZo, & —<qi, ¢, BAAZ, dd>
F—<q2, &, AAZg, ddd> —<q3, &, AZg, ddde> |— <q3, €, Zg, dddee> e accetta.

Si osservi che la definizione precisa di trasduzione & essenziale affinché I’automa si comporti
correttamente. Infatti, ’automa pud eseguire una e-mossa quando si trova nello stato finale
con ingresso vuoto, La trasduzione ¢ comungue definita univocamente grazie alla condizione
per cui una configurazione per un trasduttore & finale quando, oltre a essere in uno stato finale
con ingresso vuoto, non vi sono pit e-mosse possibili. Nell’esempio, quando if trasduttore
entra in q3 'automa riconoscitore sottostante ¢ gid in una configurazione finale, mentre il
trasduttore non lo ¢ ancora, poiché & possibile una e-mossa. Quando pero anche questa mossa
& stata eseguita, non & pill possibile alcuna altra e-mossa (Zg & ’unico simbolo rimasto sulla
pila): il trasduttore si arresta e accetta, emettendo la stringa dddee.

Se la stringa in ingresso fosse aab (che non appartiene al linguaggio accettato dall’automa
sottostante), una traccia di funzionamento sarebbe:

<qo, aab, Zo, & k—<qp, ab, AZo, &> |—<qp, b, AAZ, &> —<q), €, BAAZ, dd> e si
arresta senza emettere nulia. In questo caso la trasduzione assume il valore indefinito (la
stringa dd generata durante Vesecuzione viene ignorata), in quanto la definizione di
trasduzione comporta che nessun valore venga emesso nel caso in cui la stringa in ingresso
non sia riconosciuta dall’automa sottostante.

Esercizio 1.2.6

Si vuole tradurre una stringa x del tipo wd, we {a, b}*, in wR, ossia nella stringa riflessa.
Dimostrare formalmente che il seguente trasduttore a pila T & in grade di svolgere questo
compito.

T=<{do, q1, 92}, {a, b, d}, {A, B, Zo}, §, qo, {2}, {a, b}, 1>
dove & ed 1) sono descritti dal grafico di Figura 1-31.

eZfee

aZJAZye g Alea
b,ZyBZ,e & Bleb

b,B/BB.e

Figura 1-31 Un DPDT che effettua I trasduzione o(wd) = wR.
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Figura 1-29 Un DPDA che riconosce L3 = {abn1an2pn2an3pn3  qokpnk [k>|, 21, 1<i<k }.

Esercizio 1.2.5

Costruire un trasduttore a pila deterministico che calcola la trasduzione T definita da:
1(a"bmem) = d3men, con m21, nzl.

Soluzione

Un semplice trasduttore per calcolare la T & descritto in Figura 1-30.

1l trasduttore salva sulla pila il gruppo di a senza emettere nulla; poi legge le 4 ed emette due
d per ogni b leita, salvando ogni volta un simbolo B sulia pila; poi legge le ¢, emettendo ad
ogni passo un’aitra d, e confrontandone il numero con quello delle B sulla pila; infine con
una serie di e-mosse svuota la pila e intanto emette ad ogni passo una e.

a, AJAA £ b, A/BA,dd c, Bied £, Alse

oNRoRe

b, B/BB, dd c, Bled g, Alee

a, ZolA Zoe

Figura 1-30 Un DPDT che effettua la trasduzione T(aMbMc) = d3Men, con m21, n21.
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Soluzione punto 3.

Un automa per riconoscere L3 pud salvare la stringa in ingresso sulla pila fino ali*arrivo di
una ¢; da quel momento in poi basta confrontare, simbolo per simbolo, P'ingresso con la pila.
Infatti, per la politica LIFO della pila la stringa w salvata viene poi riletta nell’ordine inverso,
ottenendo proprio wR. L’automa corrispondente & riportato in Figura 1-23.

b,B/BB
b,A/BA
a,AIAA
a,B/AB b,Ble

a.Z,/AZ, aAe
b.Z,/BZ,

Figura 1-23 DPDA che riconosce L3 = {wewR | w € {a,b}*}.

Esercizio 1.2.2

Si consideri il linguaggio ben parentetizzato (ciog in cui ad ogni parentesi aperta corrisponde
un parentesi chiusa) delle espressioni aritmetiche, in cui compaiono esclusivamente
operazioni con almeno due operandi. Esempi di stringhe appartenenti al linguaggio sono:“(a
S, (@) + (b * ) e “(a+ b))

Si supponga che oltre alle normali parentesi ‘(* e <)’, sia disponibile anche Ia parentesi ‘],
che ha I"effetto di chiudere tutte le parentesi aperte fino a que! punto.

Esempi di stringhe appartenenti a tale linguaggio sono: “(a + b]”, “((a} + (b * cI”, “(((((({((a +
BI", “(a +b)” e “(a) + (b * @)1

Esempi di stringhe non appartenenti a tale linguaggio sono: “(a + b)]”, “((a) + (b * (c)] )",
“Gall”.

S$i definisca I’automa a potenza minima che riconosce tale linguaggio.

Nota: per semplificare la scrittura si pud usare un unico simbolo per rappresentare tutti i
termini ‘a’, ‘b’, “¢’, ..., € un unico operatore.

Soluzione

L'automa che accetta il linguaggio senza ‘I* & riportato in Figura 1-24. Si noti che Ia prima
parentesi aperta viene “ricordata” mediante il carattere ‘B’, mentre le successive provocano la
scrittura di una “A” sulla pila. In questo modo si riconosce la parentesi che chiude una
espressione comunque complessa, senza bisogno di e-mosse.
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b.Aje

Figura 1-21 Un altro DPDA che riconosee Lj = {af21 | n 21},

Soluzione punto 2.

La buona parentetizzazione non richiede soltanto che il numero delle parentesi aperte in una
parola sia uguale a quello delle chiuse, ma che in ogni prefisso della parola il numero di
parentesi chiuse non possa mai superare quello delle parentesi aperte (cio# non si pud
chiudere una parentesi che non si sia precedentemente aperta).

Un DPDA P; per il linguaggio Ly puo essere ricavato salvando sulla pila un simbolo A per
ogni parentesi aperta ¢ eliminando una A dalta pila per ogni parentesi chiusa. L’automa deve
arrestarsi senza accettare quando il simbolo corrente in ingresso & una parentesi chiusa e non
¢’® nessuna A sulla pila. L’accettazione pud avvenire tramite una e-mossa che porta a uno
stato finale q2 quando il solo simbolo Zg & presente sulla pila. Se si vuole mantenere la
condizione di determinismo, la prima mossa dell’automa deve effettuare una transizione a
uno stato q se in ingresso ¢’& una parentesi aperta con Zg sulla pila. In questo modo la &-
mossa per ["accettazione pud essere definita da qj a 2 e non essere quindi in “concorrenza™
con la prima mossa del{’automa. Si veda la Figura 1-22.

) A

OO
1

(AAA

Figura 1.22 DPDA che riconosce Ly, il linguaggio delle stringhe ben parentetizzate.

Una traccia di funzionamento dell’automa sull’espressione (()()) &:

<qo, (00) Zo> F—<q1, 00), AZo> F—<qu, JO) AAZe> F—<ay, (), AZe> —<qu, ),
AAZg> F—<qu,), AZo> F—<qu, &, Zo> I—<q, €, &> e accetta.

In ogni configurazione sulla pila & memorizzato il numero delle parentesi ancora aperte, per
le quali, ciog, deve essere ancora letta una parentesi chiusa. La pila permette percid di aprire
un numero illimitato di parentesi, consentendo di gestire qualunque livello di annidamento
delle espressioni.
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L2  Automi a pila

Esercizio 1.2.1

Descrivere DPDA che riconoscono i seguenti linguaggi:

Li={a"?"|n21}.

L = {stringhe ben parentetizzate, con un solo tipo di parentesi}; ad esempio 1'espressione
{0Q) & ben parentetizzata, mentre ((0())() ¢ (O} non lo sono.

L3 = {wewR|we {ab}*}.

Soluzione punto 1.

Un DPDA P che riconosce L puo avere il seguente funzionamento: nello stato iniziale qo
l’automa impila due caratteri per ogni a che legge dall’ingresso. quando legge la prima &
passa allo stato q) e da quel momento consuma un simbolo sulla pila per ogni b in ingresso.
Quando Pingresso & terminato, se il numero delle & era il doppio del numero delle g, il
simbola Zg di fine pila & I'unico simbolo rimasto. In tal caso, I’automa esegue una e-mossa ¢
si porta nello stato finale qy. Si veda la Figura 1-20.

Figura 1-20 DPDA che riconosce L{ = {a®20 | n 21}.

Si osservi che occorre una mossa iniziale “a,Z¢/AAZp” in quanto si deve leggere una @ come
prima mossa, quando c’¢ il solo Zg sulla pila, salvando due A sulla pila e rimettendo uno Zg
per segnalare il fondo della pila.

Una traccia di funzionamento deli’automa Py sull’ingresso abb &:

<qo, abb, Zg> }— <qg, bb, AAZp> |— <qi, b, AZg> |—<q. & Zp> |—<q.& e ¢
accetta.

Una traccia di funzionamento dell’automa Py sull’ingresso aabbb &:

<qo, aabbb, Zo> |— <qq, abbb, AAZg> |— <qo, bbb, AAAAZg> |— <q, bb, AAAZy> |—
<q1, b, AAZ> |— <qy, ¢, AZg> ¢ si ferma, non accettando.

Si noti che & possibile costruire un DPDA che riconosce L; senza fare uso di e-mosse.
Occorre semplicemente ricordare la prima ‘a letta scrivendo sulla pila un simboio speciale
(ad esempio ‘B’): in questo modo quando si leggera una ‘b’ dail’ingresso, avendo ‘B’ in cima
alla pila, sapremo che la ‘b’ letta cotrisponde alla prima ‘a’ letta. Questa strategia & realizzata
dall’automa rappresentato in Figura 1-21
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Esercizio 1.1.9

Un automa finito deterministico a due nastri (2FA in breve) possiede due nastri di ingresso
con relative testine e accetta coppie di stringhe. L’insieme degli stati Q & partizionato in due
sottoinsiemi Q e Qz, e in dipendenza dell’insieme a cui appartiene lo stato in cui Pautoma si
trova viene avanzata una testina o I'altra. Ad esempio, I’automa schematizzato in Figura 1-18
con il diagramma di stato accetta qualsiasi coppia di stringhe (w1, w2) € {a, b}* x {a, b}* tali
che |wi| = 2wy,

at | @l | @2
|
ab

Figura 1-18 2FA che accetta {{w, w) | fwa = 2jwi}}. Gli archi etichettati "a,b” sono una notazione
abbreviata per una coppia di archi separati etichettati, rispettivamente, “a" ¢ "b".
L'automa, infatti, legge un solo carattere per mossa da uno solo dei duc nastri.

1. Definire mediante il diagramma di stato dei 2FA che accettano i seguenti linguaggi

i 1utte le coppie di stringhe (w), wz) € {a, b)* X {a, b}‘ tali che jwof = |w)| e wi(i)=a se
e solo se wa(i)=b e, viceversa, wi{i)=b se e solo se wa(i)=a (per ogni stringa x,
assumiamo definita la funzione x(i) che da I’i-simo carattere di x: per esempio, se
x=abbaba allora x(3)=b ¢ x(6)=a);

il (w,w) e {a b} x {a, b} tali che [w| = 2-#a(w,) + 3-#b(w1), dove #a e #b sono
funzioni che contano, rispettivamente, il numero delle *a’ ¢ delle ‘b’ di una stringa,

2. Formalizzare le seguenti nozioni

i 2FA;

i, coufigurazione di un 2FA;

iii. relazione ' ' di transizione tra configurazioni di un 2FA;
iv. linguaggio accettato da un 2FA.

3. Studiare ta relazione tra la potenza del modello 2FA e quella degli automi a stati finiti (FA)
¢, facoltativamente, degli automi a pila deterministici (PDA). A questo proposito si assuma
che una stringa x esaminata da un FA o a un PDA venga codificata, se esaminata da un 2FA,
con la coppia (x, €), mentre una coppia di stringhe (x, y) esaminata da un 2FA venga
codificata, se esaminata da un FA o da un PDA, dalla stringa x-,'y (dove ‘-’ rappresenta

I’operatore di concatenazione tra stringhe e il simbolo di virgola ‘,’ non appartiene
all’alfabeto del 2FA).

Soluzione punto 1.

Si veda la Figura 1-19.
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stati di A’ & inferiore ad A, si poteva minimizzare A per ottencre A', e poi verificare che L =
L(A"). La prova sarebbe stata pid semplice poiché vi sarebbero stati due sole ipotesi induttive

anziché tre.
0

Figura 1-16 L'automa minimo A" per L.

Esercizio 1.1.8

Si progetti un FT che esegue la trasduzione T cosi definita:

1((ab)cec(baym) = d2nefin div2, con n>1, m20, e indefinita per gli altri valori di ingresso.
Soluzione

La soluzione & riportata in Figura 1-17. Questa pud essere ricavata considerando che
I’automa sottostante deve riconoscere il linguaggio L = {(ab)ccc(ba)® | n21, m21}, ¢ intanto
emettere opportuni valori in uscita per generare la traduzione desiderata. Si noti che in questo
caso "automa sottostante non & il pid semplice automa che riconosce L, poiché gli stati g7 ¢
qg sono ridondanti ai fini del riconoscimento (basterebbe porre 8(qg, a) = gs). Non possono
essere eliminati, tuttavia, dal trasduttore, in quanto sono necessari per generare correttamente
fmdiv2; geni due gruppi ba si deve infatti generare una sola f

Figura 1-17 11 trasduttore a stati finiti deli’Esercizio 1.1.8.
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Soluzione punto a.

a <Q, 1, 8, qo, F>,
. 3 ¢ invece una

Un automa—di tipo riconoscitore-bidirezionale a stati finiti & una quintupl:
dove Q, 1, qo ¢ F sono definiti come per i normali automi a stati finif
funzione

8 Qx1—->Qx{D, H, S} (dove i simboli D, H, S indicano lo spostamento della testina:
rispettivamente, Destra, Halt, Sinistra).

1l funzionamento di un automa bidirezionale viene definito attraverso la nozione di
configurazione ¢ della relazione di transizione tra due configurazioni.

Una configurazione ¢ dell’automa ¢ una coppia <q, wTy> qe Q,w,y e I*, T ¢ I*

=<q, x> —¢' = <q, x> se e solo se ¢ verificata una delle seguenti condi:
i x=wliy,x =wily e &g, ) =<q', D>
i, x=wily,x'=wliy e &(q, i) = <q, $>;
iii. x=wTiy, x =wTiy e 8(q, iy = <q\, H>;

¢ =<q, wly> & una configurazione iniziale dell’automa se e solo se = qo e W = €.
X & 1* & accettata dall’automa se e solo se <qg, Tx> " <q', xT>conq' € F.

La definizione di cui sopra viene modificata in mode standard volendo trattare il caso di
automi nondeterministici.

Soluzione punto b.

La potenza di un automa bidirezionale non diminuisce eliminando la possibilita di mantenere
forma la testina di lettura durante una mossa. Infatti, consideriamo inizialmente solo il caso in
cui I"antoma sia deterministico: dati un generico g1 e un generico i, una sola delle seguenti
circostanze si pud verificare durante il funzionamento di un automa bidirezionale:
i, esiste una sequenza finita di definizioni
8(qy.i) = <qz, H>, ... 8(qr-1,1) = <ar, H>, 8(ar, ) = <qs, M> con qj # gn per ogni j#!
MzH.
In tal caso si modifichi § ponendo §(qj.i) = <qs,M> per ogni j, 1 < j <r.
ii. esiste una sequenza di definizioni
8(q1,0) = <qz, H>, ... 8(qe-1,0) = <qr, H>, con gj = qu per qualche j # h.
In tal caso si modifichi & ponendo 8(qj,i) = <qg,D> per ogni j, 1 5j <r, dove qE & un
nuovo stato di errore in cui 8 & indefinita per ogni i.

Chiaramente ’automa cosi modificato & equivalente al precedente e non esegue alcuna mossa
stazionaria (mossa in cui la testina rimane immobile). Si noti che I'equivalenza permane sia
che durante le sequenze di mosse stazionarie dell’automa originario si incontrassero stati
finali sia che questa circostanza non si verificasse. Infatti, per poter accettare una stringa
Pautoma deve giungere alla sua fine ¢ cid non pud comunque accadere dopo una mossa
stazionaria.

Il caso in cui l'automa sia nondeterministico viene trattato in maniera sostanzialmente
analoga tenendo solo in conto il fatto che i casi i. ¢ ii. non sono mutuamente esclusivi.
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Figura 1-19 Soluzione per il punto 1 dell’Esercizio 1.1.9.

Soluzione punto 2.
i.  Un2FA & una quintupla <Z, Q, 3, qo, F>, dove

X ¢ lalfabeto di ingresso

Q ¢ I'insieme degli stati, con Q=Q1 v Q2, con Q1 N Q2 =J;

8: Q x £ - Q & la funzione di transizione, eventualmente parziale;

o€ Q ¢ lo stato iniziale;

FcQ @ I'insieme degli stati finali;

Una configurazione di 2FA ¢ una stringa xqy, con x,ye £* e qe Q;

iii. xqy ~xqy sse qeQl,x=ix, e &g, i)=q;
xqy F—xqy sse qeQ2, y=iy, e 8(q, i)=q;

iv. Definisco —* come chiusura riflessiva e transitiva di — Linguaggio L accettato
da2FA&L ={(x,y)| x.yeI* e xqoy " q per qualche qe F}

Soluzione punte 3.

Ii modello 2FA & pil potente di FA: se x & accettata da un FA, (x, €} & accettata da un 2FA
che ha la parte Q2 del grafo di stato vuota e quella Q1 isomorfa all’FA, mentre & facile
mostrare che la coppia di stringhe (x, X) & accettata da un 2FA ma la stringa Xx-,X non &
accettata da alcun FA,

1l modello PDA non & pit potente di 2FA perché la stringa x-,x non & accettata da alcun
PDA,; daltronde neppure il modello 2FA & piil potente di PDA, perché stringhe del tipo xcxR
sono accettate da un PDA ma (xcxR, €) non ¢ accettata da alcun 2FA. Quest'ultima
affermazione puo essere giustificata intuitivamente considerando che un qualsiasi linguaggio
L = {(x, e)] x € L'} pud essere accettato da un 2FA se e solo se L' & accettato da un FA.
Infatti per accettare stringhe del tipo (x, €) 'automa non pud eseguire nessuna mossa che ne
determini una transizione in uno stato di Q2. Esso deve percié eseguire sofo mosse all'interno
di Q1 e quindi comportarsi come un normale FA che non pud accettare il linguaggio {xcxR }.

Esercizio 1.1.10

a. Si dia una definizione formale di automa bidirezionale ¢ del suo funzionamento. Un
automa bidirezionale ¢ una macchina a stati finiti 1a cui testina di lettura pud eseguire
anche spostamenti verso sinistra o rimanere immobile durante una mossa. La macchina
viene usata solo in lettura, ciod solo per riconoscimento di linguaggi.

b. Si dica, motivando la risposta, se la potenza di un automa bidirezionale diminuisce
eliminando la possibilita di mantenere ferma la testina di lettura durante una mossa.





