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  PREFAZIONE




  “È ben noto che il latino è stata la principale lingua della scienza europea (e in particolare della matematica) dal basso medioevo fino almeno a tutto il XVIII secolo e, in larga misura, lo è ancora indirettamente, in quanto molti termini scientifici inglesi e delle altre lingue europee derivano da voci latine”. Così scrive Lucio Russo in un breve ma denso contributo intitolato Una creazione dei traduttori: il lessico matematico latino apparso nella sezione Studi e ricerche della rivista «Tradurre» nel numero di autunno 2012 (https://rivistatradurre.it/una-creazione-dei-traduttori-il-lessico-matematico-latino/). Non si può che dar ragione al matematico e sottolineare come la centralità del latino quale veicolo della scienza sia ancora ben lungi dall’essere studiata a fondo e apprezzata in pieno. Per questo motivo è un piacere accogliere all’interno della collana Documenta Orientalia il volume di Alberto Anrò, valente indologo e già assegnista di ricerca a Torino presso il progetto SERICA diretto da me e dal collega Andrea Balbo. Amò unisce la competenza nei testi sanscriti e la capacità di muoversi in quelli latini con una passione invero non comunissima, ma in questo caso essenziale, quella per la matematica e, in particolare, per una questione all’apparenza semplice ma in realtà raffinatissima, i sistemi di calcolo posizionale. Il libro di Anrò è l’occasione per ricercare un collegamento tra il pensiero logicomatematico indiano e l’occidente e la sua ricezione occidentale, ritornando, per così dire, alle origini, e rappresenta perciò uno strumento molto prezioso e particolarmente efficace per tratteggiare un capitolo di storia culturale e della scienza, ragion per cui mi auguro vivamente che possa portare a ulteriori ricerche e all’approfondimento di questi temi.




  Chiara Ombretta Tommasi




  ALCUNE PREMESSE PIÙ UN'AVVERTENZA




  Questo libro ha più di un’anima; al minimo, ne ha due. È archeologia matematica ed esercizio di scavo linguistico. Tra i molti fili di cui è intessuta la matematica moderna, ho tentato di seguirne uno – il debito con l’india classica – per ritracciarne a ritroso lo snodarsi. È questo l’intento archeologico. Ma questo primo volto subito si moltiplica, in un gioco a specchio di rimandi reciproci. Quegli aspetti della matematica europea che sono l’indiretto riflesso di quella sudasiatica antica, in molti casi, si rivelano come il riflesso di un riflesso, in quanto rielaborazioni di contributi ancora precedenti, seppure ripensati con originalità. Dall’uno ai molti, dai molti ad altri ancora. Strumento di questa archeologia è lo scavo testuale che, da parte sua, non può che tenere dietro al dislocarsi delle fonti nei loro contesti. Dunque, dai molti alla loro ulteriore moltiplicazione.




  Ho così cercato di comporre un quadro a più pannelli, accostando tre mondi di norma distinti: gli studi sanscriti, la lingua latina e l’interesse per l’indagine matematica e la sua storia. Avvicinare tra loro ambiti diversi e orizzonti molto lontani nello spazio e nel tempo è stata la scintilla di interesse da cui è nato questo libro. Proprio per questo chi legge avrà forse l’impressione che qualche pezzo sfugga sempre. È stato così anche per me, di fronte alla strabiliante e intricata estensione del mondo, al rimbalzo tra teoria, linguaggio e umane vicende. Inoltre, chi è familiare con il sanscrito non è detto lo sia anche con i formalismi matematici. All’inverso, chi coltiva interessi per la matematica o la sua storia può non leggere il latino, e via così con tutta la gamma delle possibili combinazioni. In modo speculare si modulano poi i gradi dell’interesse di ciascuno. Nulla garantisce quindi che i tre cerchi di cui questo libro si compone – sanscrito, latino e matematica – si incentrino sempre, completamente e per tutti. È stato questo il primo di una serie di dilemmi da risolvere, il primo dei limiti di questo lavoro e, al contempo, uno dei suoi punti di maggiore forza, o così spero. Quale soluzione di compromesso e non volendo rivolgermi a una cerchia particolare di specialisti, ho cercato di essere comprensibile a tutti in ogni aspetto. I sanscritisti troveranno dunque inutili certe precisazioni, così i matematici riguardo ad altre, e così via. Gli uni sorvolino tenendo presenti le esigenze degli altri. Nondimeno, ho tentato di proporre un testo non di sola divulgazione, per quanto ciò non sia affatto o di per sé un difetto. Per la selezione di documenti e il corredo di apparati, il volume vuole proporsi anche come piccolo strumento di studio e approfondimento. Suo perno è una sezione antologica di testi matematici in lingua originale, sanscriti e latini, suddivisi tematicamente, a cui seguono le traduzioni italiane. L’introduzione, a un tempo storica e teorico-procedurale, costituisce di fatto un secondo livello di traduzione, talvolta formalizzata, talaltra di natura grafica o diagrammatica. Chiudono il volume un glossario essenziale, con l’indicazione delle occorrenze testuali dei termini, e una serie di appendici su temi specifici.




  All’analisi del linguaggio, delle modalità espressive e delle scelte lessicali ho riservato la massima attenzione. Questo è il cuore del libro. La voce degli autori, unica via d’accesso al loro punto di vista distintivo, diviene una lente puntata sulle loro peculiarità teoriche, culturali e personali. Non restandoci che i testi e le loro parole, non potevo che affidarmi alla sintonizzazione fine sul loro registro. Per questo le traduzioni proposte non sono sempre piane, ma ricorrono non di rado al neologismo, alla circonvoluzione sintattica e talvolta all’arcaismo consapevole, che spero non risultino gratuitamente pesanti una volta compresi nel loro obiettivo. A ciò fa il paio l’attenzione alle differenze procedurali, con uno scrupolo che sarebbe forse eccessivo in altri contesti. Tuttavia, non è qui questione di riportare una procedura, il che si può fare in molti modi; piuttosto, di descrivere nel dettaglio come questa è stata descritta. Per tale ragione, traduzioni e analisi fanno senza eccezione corrispondere ogni passaggio testuale a un passaggio procedurale e viceversa. Inoltre, ho fatto la scelta – motivata, ma certamente non necessaria – di non lasciare all’iniziativa di chi legge l’onere di concludere l’analisi di procedure da me solo tratteggiate. Chi non vuole, o non può, non è costretto ad affrontare i testi originali in autonomia. Lo scotto è il proliferare del dettaglio. Tale sforzo di completezza assume qui natura quasi didattica, cosa che, anche su questo punto, contraddice l’intento puramente divulgativo.




  L’insieme di questi fattori – i molti interlocutori, le diverse lingue, l’attenzione filologica, lo scrupolo procedurale, l’impegno esplicativo – se da un lato depongono a favore di una relativa ricchezza e completezza di contenuto, dall’altro rischiano di saturare la lettura. Ne sono consapevole e di ciò avverto il lettore. Questo non è un libro da leggere in sequenza, dall’inizio alla fine. Di certo non come un romanzo, ma forse neppure come un saggio in senso classico. Al contrario, è un libro da interrogare. Chi legge potrà allora scegliere di muoversi liberamente al suo interno, disegnare le sue piste e ritagliare i propri percorsi, tralasciare le parti che ora pressano di meno per seguire altri interessi più urgenti: quella espressione originale, quella particolare procedura, il dettaglio di quella, i loro raffronti. La numerazione puntuale dei testi, delle formule e dei paragrafi è pensata anche a questo scopo. Se il meccanismo a incastro funzionasse per qualcuno anche una sola volta, potrò dirmi soddisfatto e il mio lavoro riuscito.




  a.a.




  dicembre 2023,
770 yojana a ovest di Pataliputra,
su un fianco delle Alpi




  INTRODUZIONE




  1. Modus Indorum. Cenni storici e metodologici





  Umanesimo e rinascimento nelle lettere sono universalmente riconosciuti come un momento di svolta epocale e di innovazione profonda negli ampi movimenti della storia della cultura, scaturiti dalla riscoperta e dall’accesso diretto alle fonti del mondo antico. Viene celebrata in modo analogo la rinascita nelle scienze esatte, coeva a quella letteraria, capace di inaugurare una stagione culturale altrettanto feconda e dagli esiti non meno innovativi. In un movimento del tutto speculare a quello letterario, l’umanesimo matematico già nelle sue origini italiane si è proposto di fondare il rinnovato sapere matematico europeo direttamente sulle fonti antiche, greche e latine (Cifoletti 1996: 123). Questo collegamento con il corpus classico non sarebbe tuttavia mai stato possibile senza l’essenziale mediazione araba. Non solo: alcuni aspetti cardine delle matematiche arabe dipendevano a loro volta da acquisizioni sudasiatiche ancora più distanti dalla dichiarata culla culturale greca. In quel periodo, si è così perseguito un progetto di profonda rifondazione culturale, forse di esplicita revisione storica o di vera e propria “creazione della storia” (ivi), in netto contrasto con il debito evidente, e prima riconosciuto, delle rinnovate scienze esatte europee nei confronti di quelle indo-arabe. Il processo di formazione del “mito” (Høyrup 1996) della matematica europea come matematica di origine solo e soltanto greca, potrà dirsi compiuta negli Scholarum mathematicarum libri unus et triginta (1569) di Petrus Ramus (Pierre de La Ramée), quando “un’insipienza disonesta [si coniuga con] la credulità interessata” (ibid.: 114). Ramus pretende, per esempio, che nessuno a parte i patriarchi biblici, i Greci e gli europei moderni abbia mai realizzato qualcosa degno di nota in matematica, con l’unica notevole eccezione degli Egizi, introdotti alla materia da Abramo stesso. Concessione necessaria che consente a Ramus di rendere ragione dei riferimenti degli stessi autori greci alla geometria egizia e all’aritmetica fenicia (ivi). Nell’arco di poche generazioni, una nuova matematica autenticamente europea diverrà una realtà incontrovertibile, con avanzamenti e formalismi inediti tali da dare corpo a quella costruzione identitaria (ibid.: 115). Tali contributi originali insieme con le influenti traduzioni dal greco arricchirono il quadro della matematica europea al punto da rendere la consapevolezza dei precedenti interscambi meno acuta e il contributo asiatico sempre piti difficile da riconoscere (Stedall 2008). Basti pensare – solo un decennio dopo la traumatica caduta di Costantinopoli del 1453 per mano degli Ottomani – al cruciale annuncio di Regiomontanus (Johannes Müller; 1436-1476), nella Padova del 1464, del parziale recupero dell’opera di Diofanto, capace di ristabilire una sicura e ben documentata origine anche greca dell’algebra (Zinner 1990: 69-74). Tra le grandi figure dell’epoca, Niccolò Fontana, vulgo Tartaglia, nel suo General Trattato di Numeri et Misure (1556-1560), sarà di fatto l’ultimo a non sentire il bisogno di prendere le distanze dagli arabi (Cifoletti 1996: 128).




  Per almeno tre secoli è nondimeno rimasta vivissima la memoria dei contributi arabi e indiani alle innovazioni matematiche che hanno interessato l’Europa medievale e innescato quella feconda stagione di interazioni, scambi e ibridazioni. Alle culture araba e indiana è stato dai matematici medievali riconosciuto il merito di aver aperto quella stagione, attraverso un insieme composito di tecniche, procedure e concetti. Non ultimo, un vocabolario del tutto nuovo. Accanto alle nove cifre della rivoluzionaria notazione posizionale indiana, lo zero, la cifra per eccellenza, prestito dall’arabo ṣifr, a sua volta calco semantico dal sanscrito śūnya, ‘vuoto’. Il termine stesso di algoritmo, quale procedura di manipolazione di quelle cifre, che allude per antonomasia al principale divulgatore di quelle tecniche: al-Khwārizmī, il corasmio, è infatti l’appellativo del celebre poligrafo Muhammad ibn Mūsā, attivo a Baghdād durante il califfato di al-Ma’mūn (813-833). E ancora, l’algebra – abbreviazione di al-jabr wa’l-muqābalah o ‘ripristino e opposizione’ – di esplicita ascendenza araba1. Non ultime, le nuove tecniche trigonometriche basate su quella semicorda (in sanscrito, ardhajyā) che, per tortuose vicende traduttive mediate dall’arabo, finirà con l’essere chiamata in latino sinus, il seno trigonometrico, e via enumerando. Nell’efficace locuzione di Leonardo Pisano vulgo Fibonacci è questo in estrema sintesi il modus Indorum, il metodo indiano (Liber abbaci; LA 1.1): da un lato, notazione e “teoria dei numeri” (numerarum doctrina; ivi), dall’altro, procedura operazionale e “metodo di operare sui numeri” (modus numeri operantur; LA(b) 1.2; LA(g) 1.3).




  Nelle pagine che seguono, alcuni dei più antichi testi sanscriti conservati su questi temi sono messi a confronto con i loro omologhi latini dei secoli XII e XIII che all’india alludono espressamente, allo scopo di valutare ciò che della matrice sudasiatica è rimasto in quegli approdi europei medievali, ma anche di determinare se questo processo di ricezione possa illuminare retrospettivamente alcuni aspetti rimasti in ombra di quella loro lontana fonte. Alla luce di queste premesse, l’antologia dei testi sanscriti e latini selezionati, insieme con la loro analisi di dettaglio nei paragrafi introduttivi, si propone di porre in evidenza i temi, le procedure, le cornici concettuali, i linguaggi e le modalità espressive di questo duplice processo di diffusione e assimilazione, facendone emergere le connessioni profonde, talvolta dimenticate, altre volte inedite, e restituendo un’immagine complessa di un episodio rilevante non per sola storia della matematica, ma per la più generale storia intellettuale2.




  I testi selezionati rappresentano i soli punti iniziali e finali di questo processo di ibridazione, nel tentativo di evidenziare con nitore, in virtù della distanza che li separa, le caratteristiche del modus Indorum. A un capo, la matrice sanscrita; all’altro, il suo riflesso indiretto nell’Europa medievale. Attraverso la giustapposizione ragionata dei due corpora testuali, sanscrito e latino, l’emergere del moderno pensiero matematico-scientifico europeo viene in tal modo direttamente connesso con la vicenda intellettuale indiana, quale uno dei suoi interlocutori spesso più trascurati. La mediazione araba, seppure cruciale, viene di conseguenza qui metodologicamente espunta. La lettura dei testi latini – di cui si offre una selezione ponderata, seppure necessariamente limitata, all’interno di un corpus estesissimo e in parte ancora inedito – dimostrerà inoltre come siano gli autori medievali stessi a insistere sull’origine indiana di quei nuovi metodi3. D’altra parte, considerati i precedenti e significativi contributi della matematica greca e babilonese al pensiero astronomico e matematico indiano, ne emergerà un quadro complessivo ancora più sfumato e una complessa rete di contaminazioni reciproche.




  La duplice definizione di Fibonacci circoscrive il tema con maggiore precisione. Posta la complessità della matematica indiana nel suo insieme, quale secolare corpus di conoscenze e procedure, il modus Indorum in quanto sistema notazionale e operativo-computazionale, seleziona soltanto due dei suoi molti aspetti, seppure fondamentali. I primi testi latini in cui compare la nuova matematica, esplicitamente definita come indiana, limitano infatti i loro obiettivi alla notazione posizionale e ai relativi algoritmi. Ciò esclude, in particolare, il bīja-gaṇita o ‘computo con il seme’. Vale a dire, tutte le procedure che implichino variabili ‘non-manifeste’ o ‘incognite’ (avyakta) espresse da simboli convenzionali sotto le specie di varṇa – ‘colori’: rosso, blu, giallo – antesignani delle x, y, z proprie del volto contemporaneo delle equazioni. In altri termini, viene qui esclusa l’intera algebra indiana, che nel caso di equazioni lineari indeterminate a due incognite prende il nome di kuṭṭaka (‘ciò che polverizza’), poiché nelle sue attestazioni più antiche la soluzione è raggiunta per progressive erosioni per prove ed errori4. È chiaro come, considerata la ricchezza dell’algebra indiana, questa sia stata una scelta di omissione necessaria. Inoltre, la ricezione latina dell'al-jabr è fortemente dipendente dalla figura di al-Khwārizmī, il cui ineludibile intervento autoriale è anzitutto e a giusto titolo riconosciuto dai suoi stessi traduttori latini. Non sarebbe stato dunque possibile parlare di algebra escludendo la mediazione araba e la discussione tra questa e la misura del contributo greco e indiano. Quanto basterebbe per il contenuto di un secondo volume5.




  Un’ultima nota di metodo. Ai testi originali seguono le traduzioni italiane, le cui scelte traduttive – talvolta peculiari, seppure sempre filologicamente rigorose – hanno l’obiettivo di restituire la complessità e la ricchezza lessicale degli originali. Una traduzione strettamente funzionalista, certamente più scorrevole, sarebbe tuttavia risultata nell’omologante ripetizione dei medesimi termini in tutti i testi. Un esempio, icastico, su tutti. Come si vedrà, discutendo della regola dei segni della moltiplicazione con valori negativi, i testi sanscriti evocano ‘debiti che eliminano crediti avendo come frutto debiti’. Una traduzione funzionalista avrebbe risolto seccamente tutte queste espressioni nella formula familiare, ma indiscriminatamente uniformante, ‘più per meno, meno’. Inoltre, le traduzioni sono interpolate, per chiarezza e completezza, con elementi aggiuntivi tra parentesi quadre. Quale compromesso tra comprensibilità e rispetto filologico, ho ritenuto questa soluzione – che talvolta assume la forma di una breve glossa nel corpo del testo – più spedita ed efficace del sistematico rimando al commento in nota. Infine, per facili tare il raffronto tra scelte traduttive e testi originali, riporto in parentesi tonda la forma base, la forma infinita o la radice verbale dei termini notevoli in lingua originale.




  1.1. Testi sanscriti




  Se il punto di arrivo del processo di diffusione del modus Indorum in Europa può essere facilmente identificato con i testi latini del XII secolo in cui compare per la prima volta la notazione posizionale, definire il suo punto di inizio non è altrettanto semplice. Il modus Indorum assimilato dagli europei medievali vede la notazione posizionale quale suo fulcro. Ciò costituisce un primo criterio di selezione. La seconda caratteristica è che tali cifre posizionali devono essere manipolate in compiuti algoritmi di calcolo. Non è quindi sufficiente una vaga allusione al principio posizionale. Piuttosto, questo deve apparire nelle fonti come un maturo strumento matematico al servizio della computazione. Questo doppio criterio esclude dunque dall’analisi sia la grande stagione della cosiddetta matematica vedica degli sulbasùtra (c. VI-IV SEC AEV) sia l’intero corpus astronomico del jyotisa-vedānga (c. IV-V sec AEV)6.




  Non sorprende che l’intricata questione delle prime attestazioni della notazione posizionale sia stata vivacemente dibattuta. Da una critica pluridecennale emerge tuttavia con chiarezza come nessuna inconfutabile evidenza epigrafica appaia prima della metà del primo millennio EV7. In ambito testuale, un peculiare sistema di numerazione, detto bhūta-sankhyā o ‘numeri oggetto’, offre a riguardo delle evidenze ambigue, che tuttavia rimandano al medesimo periodo. Se la luna è una soltanto, due sono gli occhi, mentre le direzioni sono quattro, e così di seguito (cfr. Appendice 3). È facile intuire come, secondo il metodo bhūta-sarikhyā, un particolare valore numerico venga espresso attraverso un termine sanscrito il cui significato è associabile a quel valore. La successione ordinata di tali numeri oggetto – come nella stringa ‘luna occhi direzioni' pari a ‘1 2 4’ – testimonierebbe allora della conoscenza aurorale e della relativa applicazione del principio posizionale. Il più antico tra i testi che fanno uso del sistema dei numeri oggetto sembra ad oggi essere il Lokavibhāga o I costituenti del mondo, un testo cosmologico jaina composto in pracrito da Sarvanandin nel 380 śaka (458 ev), stando al colofone, di cui si è conservata la sola traduzione sanscrita a opera di Siṃhasūri (c. VII sec.)8. Nell’impossibilità di dimostrarlo si deve tuttavia presumere che il traduttore sia rimasto fedele all’originale anche su questo specifico punto e non vi abbia invece introdotto, due secoli dopo, un espediente tecnico innovativo, forse considerato più efficace, più elegante o più comunicativo. Una seconda concessione è non meno necessaria. Si deve presumere che in tali liste di numeri oggetto la logica posizionale operi in forma compiuta, seppure mascherata, e non quale stadio intermedio nel suo processo di elaborazione, per esempio, come un’abbreviazione del linguaggio naturale in cui l’ordine di grandezza dei singoli valori venga semplicemente omesso9. In ultimo e più in generale, in tutte le occorrenze delle espressioni bhūta-sankhyā, i valori numerici vengono soltanto enunciati e mai operativamente manipolati, come è facile intuire. Limite, questo, che rende i numeri oggetto del tutto irrilevanti per la definizione del modus Indorum.




  Ciò considerato, il più antico documento ad oggi conosciuto nel quale il sistema posizionale appaia in forma compiuta quale maturo ed efficace strumento matematico, è l'Āryabhaṭīya (c. 499) di Āryabhaṭa I, nonostante la sua complessità testimoni di una tradizione precedente10. Testo fondativo della tradizione astronomica detta Ārya-pakṣa, l'Āryabhaṭīya appartiene alla tipologia testuale dei cosiddetti siddhānta, trattati di astronomia matematica dedicati in primo luogo alla misurazione, descrizione e previsione del moto dei corpi celesti11. Strutturati in più sezioni – le quali variamente discutono di temi quali definizioni metrologiche, tavole e parametri astronomici, misurazione del tempo, sfera celeste, ecc. – i siddhānta riservano di norma una o più di queste sezioni alla matematica e alle tecniche di calcolo. L'Āryabhaṭīya non fa eccezione. Secondo uno stile compositivo ben consolidato e pressoché; ubiquo nella trattatistica (śāstra) sanscrita, il testo radice (mūla) dell'Āryabhaṭīya si compone di versi spesso densissimi, a cui deve necessariamente accompagnarsi il relativo commento (bhāṣya), pena la completa incomprensibilità. Per questa ragione, l’antologia accosta al testo radice il suo più antico commento, l'Āryabhaṭīya-bhāṣya (ĀBh) di Bhāskara I, redatto per esplicita indicazione dell’autore nel 62912. Risale all’anno precedente (628) la monumentale espressione in ventiquattro sezioni della scuola astronomica detta Brāhma-pakṣa, il Brāhma-sphuṭa-siddhānta o Il corretto e conclusivo [trattato astronomico] di Brahmā (BS) del celebre Brahmagupta, le cui parti dodicesima e diciottesima sono dedicate rispettivamente all’aritmetica e all’algebra (gaṇitādhyāya, kuṭṭakādhyaya)13. Ci si dovrà invece rivolgere a un siddhānta seriore, il Mahāsiddhānta (MS) o Grande [trattato astronomico] conclusivo di Āryabhaṭa II, per quanto riguarda la prima attestazione delle procedure di verifica del calcolo su base strettamente posizionale. Sulla linea di faglia tra tradizione e modernità, guideranno l’analisi l’introduzione e il commento sanscrito contemporaneo dedicati al MS da Sudhākara Dvivedī, di grande erudizione e secondo stili e modalità propri della tradizione commentariale più consolidata. Rispettivamente, il Mahāsiddhānta-viṣaya-varṇana ('Illustrazione dei contenuti del MS’) e il Mahāsiddhānta-ṭīkā (‘Elucidazioni sul MS’)14. Veri e propri trattati autonomi di matematica (gaṇita-śāstra), ormai affrancatasi dal legame con l’astronomia, sono invece il Gaṇita-sārasarigraha o Raccolta sull’essenza del calcolo (GS; IX sec.) di Mahāvīrācārya e il Pāṭīgaṇita o Calcolo sulla tavola (PT; VIII-IX sec.) di Srīdhara15. Caso a sé è invece il cosiddetto Manoscritto di Bakhshālī (BM; c. VII sec.). Corredato da una ricca galleria di esempi, il BM si occupa di problemi aritmetici, algebrici e geometrici con piglio schiettamente pragmatico e applicativo, financo al contesto mercantile. Nella nostra antologia testimonia di una delle prime attestazioni sudasiatiche della procedura di estrazione di radice approssimata in due iterazioni, secondo il metodo babilonese16.




  Le opere sinora citate, tanto più se siddhānta a carattere astronomico, sono testi particolarmente complessi, dedicati a lettori esperti e già familiari con la disciplina per i quali la trattazione delle procedure matematiche più elementari si rivelerebbe del tutto inappropriata. Come già per il commento di Dvivedī, per poter mantenere un parallelismo efficace con i testi latini introduttivi al modus Indorum è, stato così nuovamente necessario derogare al criterio cronologico, introducendo testi più tardi. Risultato di un secolare processo di collazione, definizione e standardizzazione delle procedure della matematica indiana, la Līlāvatī (LV; 1150) di Bhāskara II si è imposta come il più diffuso manuale matematico dell’india medievale e moderna. Il testo è costruito intorno alla figura della giovane Līlāvatī, in cui la tradizione vuole riconoscere la figlia dell’autore e a cui questi si rivolge allo scopo di istruirla nei diversi aspetti del sapere matematico a cominciare dai primissimi rudimenti. Al testo radice, l’antologia accosta il commento Buddhivilāsinī (BV; 1545) di Ganeśa Daivajña, se possibile di stile ancora più piano e didattico, notevole anche per presentare la prima descrizione conosciuta della procedura di moltiplicazione poi conosciuta in Europa come gelosia17.




  1.2. Testi latini




  Il più antico riferimento sinora conosciuto alla notazione posizionale al di fuori del subcontinente indiano risale al 662, negli scritti del vescovo siriaco Severus Sebokht (Nau 1910). Si dovrà nondimeno attendere altri tre secoli perché quei nove segni – esplicitamente riconosciuti come indiani – vengano per la prima volta attestati in Europa. Nel Codex Vigilanus, del 976, ad opera dell’asturiano Vigila di Albelda, in appendice al libro terzo De mathematica delle Etymologiae sive Origines di Isidoro di Siviglia (c. 560-c. 636), si legge:




  Così pure riguardo alle figure (figura) dell’aritmetica. Si deve sapere che gli Indiani posseggono un sottilissimo ingegno che le altre genti riconoscono loro, in aritmetica, geometria e nelle altre discipline liberali. E ciò è manifesto nelle nove figure con le quali essi designano ciascuna quantità (gradus) [numerica] di qualsivoglia grado (gradus) e delle quali queste sono le forme: 9 8 7 6 5 4 3 2 l18.




  La loro particolare grafia è, nel Codex Vigilanus, quella della variante araba occidentale, detta ghubar, ‘polvere’, la medesima con cui entrò in contatto anche Gerberto d’Aurillac (9501003), poi papa Silvestro (999), nel corso della sua formazione a Vich, in Catalogna. Tuttavia, le tecniche d’abaco di Gerberto restano quelle tradizionali e non sembrano sfruttare il potenziale offerto dal principio posizionale19. Come già per i testi sanscriti, anche per i latini sarà allora necessario tralasciare queste prime e ancora vaghe allusioni in favore di opere più tarde nelle quali la nuova matematica appaia in forma operativamente matura. Tra i primissimi testi che compiutamente descrivono il modus Indorum figurano così quattro opere tra loro interconnesse, poiché; verosimilmente derivate da una fonte comune più antica: una traduzione latina, o una sua riformulazione, del perduto originale arabo Kitāb al-ḥisāb al-hindī, il Libro di calcolo indiano di Muhammad ibn Mūsā al-Khwārizmī, anche conosciuto come Aritmetica, in opposizione alla sua più celebre Algebra (Allard 1992: xxvii; Folkerts 1997: 165-166). La più antica tra queste quattro opere è l’anonimo Dixit Algorizmi (DA; XII sec.)20. Il testo, con buona probabilità di origine andalusa, si articola in due livelli. Il primo è quello del compilatore, che apre e sostiene il discorso cornice attraverso la ripetuta formula “disse al-Khwārizmī”. Il secondo livello è il discorso diretto in prima persona di al-Khwārizmī stesso, se si vuole prestare fede alla formula cornice, che si propone di “esporre e rivelare la teoria del numero secondo gli Indiani” per come l’autore ha avuto modo di “vederla” (videor; cfr. L2.1). Insieme con altri indizi testuali, ciò depone a favore dell’ipotesi del carattere ibrido del DA, un testo composito – di cui sono state preservate due distinte recensioni – rimaneggiato e ampliato dal suo compilatore sulla base di fonti intermedie in ultimo fondate sull’Aritmetica del matematico corasmio (Allard 1992: v-vii). L’opera si diffonde nella dettagliata esposizione, dal carattere introduttivo e marcatamente didattico, della notazione posizionale e delle fondamentali procedure di calcolo, dall’addizione all’estrazione di radice, con interi, frazioni ordinarie e sessagesimali, testimoniando così di una tipologia testuale, di un impianto generale e di un’organizzazione dei contenuti che saranno propri di ogni successivo manuale di algoritmi (cfr. infra § 2).




  Non fa eccezione il Liber Ysagogarum Alchorismi o Libro introduttivo di al-Khwārizmī, in alternativa, Libro di introduzione all’algoritmo (LY; sec. XII). Il termine alchorismus, che pure appare nell’incipit, non ricorre mai nel corpo del testo e deve forse essere più opportunamente inteso non come nome proprio, al-Khwārizmī, ma come tecnica di manipolazione numerica, dunque algoritmo. Nel corso del tempo diverrà d’altronde pratica comune adottare la paretimologia secondo cui algoritmo sarebbe una parola composta derivante dalla crasi di rithmus o rismus, contrazione del greco arithmos, numero, e Algus, nome proprio di un fantomatico filosofo, forse lontana traccia dell’originario al-Khwārizmì21. L’attribuzione del nuovo metodo è qui riferita ai soli Indi. Nondimeno l’autore fa ampio uso di termini derivati dall’arabo, a cominciare, già nel prologo, dalla citazione delle Zīj, tavole di parametri astronomici erroneamente attribuite a Tolomeo e non, ancora una volta, al medesimo al-Khwārizmī. Conservato in tre recensioni, suddiviso in cinque libri e chiaramente ispirato nella struttura al quadrivio boeziano, LY manifesta un marcato interesse, oltre che per il modus Indorum, anche per il calcolo latino tradizionale, la geometria, l’Euclide mediato dagli arabi, certi aspetti della cultura ebraica, l’astronomia e la musica, seppure solo nominata22. I numerosi tentativi di identificarne l’autore meritano una breve nota. Un manoscritto parigino reca nell’incipit: Liber ysagogarum alchorismi in artem astronomicam a Magistro A compositus (ms. 16208; cfr. n. 22). Ciò ha indotto taluni (Tannery 1904; Haskins 1924: 24) a ipotizzare che dietro all’indicazione ‘Maestro A’ potesse celarsi il celebre traduttore Adelardo di Bath (Adelardus Bathensis; c. 1080-c. 1152). Per altri (Milliás 1943: 83; Lemay 1977: 466) l’allusione sarebbe a Piero Alfonsi (Petrus Alphonsi, alias Mosè Sefardi; fl. XI-XII sec.). L’accostamento accorto di alcuni indizi induce invece André Allard (1992: viii-xx) a ipotizzare che Maestro A possa designare Avendauth, israelita philosophus, identificato con Abraham ibn Daūd, attivo a Toledo intorno alla metà del XII sec (d’Alverny 1954: 19-43). Ammesso si tratti di Avendauth, il titolo di compositor che qui gli si tributa indicherebbe poi non una sua composizione diretta, piuttosto l’esplicitazione della fonte da parte di successive redazioni latine, per esempio, da parte dell’arcidiacono Domingo Gundisalvo (Gundissalinus; fl. 1155), collaboratore di Abraham ibn Daūd, o di figure simili. In ultima analisi, pur in mancanza di evidenze definitive, non è da escludersi una stesura del LY, nella sua triplice redazione, intorno alla metà del XII secolo, in ambiente toledano vicino alla figura di Abraham ibn Daūd23.




  Il terzo dei quattro trattati d’algoritmi tra loro connessi è il Liber Alchorismi de pratica arismetice o Libro di al-Khwārizmī sulla pratica dell’aritmetica (PA). In questo caso il titolo sembra possa recare un riferimento diretto al nome di al-Khwārizmī e non alle sole procedure di manipolazione. Il matematico corasmio viene infatti nuovamente citato in uno dei capitoli dedicati alla moltiplicazione con le frazioni, dove si legge:




  Ciò è anche quello che sembra dire al-Khwārizmī sulla moltiplicazione degli interi e delle frazioni24.




  Sulla scorta di un manoscritto conservato a Parigi è possibile collocare con ragionevole certezza la redazione del testo intorno alla metà del XII sec., ancora una volta in ambiente toledano. In ragione dell’incipit di un secondo manoscritto parigino nel quale si fa menzione di un certo magister Iohannis, si è creduto di poter attribuire il PA al celeberrimo Giovanni da Siviglia (Johannes Hispalensis; fl. 1133-1153), congettura oggi rigettata dalla critica. Sulla base dell’indicazione di un manoscritto vaticano nel quale si fa menzione di Giovanni in quanto arcidiacono di Toledo, Allard propone l’ipotesi – coerente con la precedente, relativa al LY – secondo cui magister Iohannis identifichi un membro del capitolo della cattedrale di Toledo, ancora una volta vicino al già citato Abraham ibn Daūd25.




  L’ultimo dei quattro testi, di autore anonimo, è il Liber Pulveris o Libro della polvere (LP; XII sec.), il cui titolo evocativo rimanda forse alle cifre ghubar o alla polvere delle tavole di calcolo (cfr. supra e n. 15). LP ricalca in forma più succinta quanto esposto in PA, riportandone interi passi, e costituisce forse un’elaborazione più breve e probabilmente più antica della medesima fonte.




  Seriore e più elaborato è invece il Carmen de Algorismo o Carme sull’algoritmo (CA; c. 1202), di Alexandre de Villedieu26. Destinato a grande fortuna e diffusione, il CA è un compendio didattico in quasi trecento esametri che affronta i medesimi temi dei quattro testi appena citati e nel quale l’autore riprende “il metodo mnemotecnico di Pietro Riga, che consisteva nel chiudere ogni regola in una coppia di versi” (Ussani 1929). L’estrema sintesi e la resa in rima ne fecero un efficace e conciso compendio per un pubblico già introdotto alla materia, più che un manuale d’avviamento agli algoritmi. Se possibile ancora più noto, diffuso e studiato del CA è l'Algorismus vulgaris sive Tractatus de arte numerandi, ossia L’algoritmo divulgato o dell’arte di contare (AN; c. 1240) di Johannis de Sacrobosco (fl. XIII sec.). Con piglio piano e didattico, ricchezza di esempi e descrizioni accurate, insieme con il commento del danese Pietro Filomeno di Dacia del 1291, l’AN si è così imposto come uno dei testi capitali della divulgazione delle nuove matematiche nelle università di tutta Europa27.




  2. Notazioni numeriche




  Nel Carmen de Algorismo, Johannis de Sacrobosco definisce con concisione estrema cosa si debba intendere per notazione numerica (L2.6):




  La notazione (numeratio) è la rappresentazione artificiale (artificialis) di un qualsiasi numero per mezzo di figure (figura) appropriate.




  La notazione innanzitutto è una tecnica grafica di rappresentazione che opera per mezzo di figure. Di conseguenza, viene esclusa per principio ogni sua commistione col linguaggio naturale. La notazione è dunque una tecnica artificiale di espressione dei valori numerici, poiché è costruita ad arte a questo scopo, facendo uso di specifici grafemi (figura) e di particolari regole e convenzioni grafiche che li governano, talvolta anche molto articolate. Nella numerazione romana, per esempio, è ben noto come un grafema in forma di linea verticale valga uno, mentre due tratti intersecantesi sono pari a dieci. Secondo un criterio additivo, il loro accostamento ne impone l’addizione. Ne consegue che, se I=1 e X=10, allora II=2 e XX=20. Nondimeno, a testimonianza di quanto le convenzioni grafiche possano essere articolate in contesto notazionale, se un grafema di valore minore ne precede sulla sinistra un altro di valore maggiore, tale disposizione indica non più un’addizione, ma una sottrazione. Dunque, XI=11, ma IX=9. L’analisi contemporanea non sembra aggiungere molto all’esaustiva definizione di Sacrobosco. Una notazione numerica è infatti un sistema grafico-visuale, non effimero, ma relativamente permanente, non linguistico e non fonetico per rappresentare valori numerici (Chrisomalis 2010: 3).




  Tra le molte possibili strategie notazionali, una volta allineati i grafemi, il sistema posizionale adotta la loro reciproca disposizione nello spazio per veicolare specifiche differenze di valore. Se dunque g è un grafema e b è la base del sistema, il particolare contributo di quel grafema al valore complessivo del numero di cui è parte sarà pari al valore proprio del grafema g moltiplicato per un fattore determinato tanto dalla base b quanto dall’indice posizionale n di quel grafema, in quanto capace di identificarne la posizione rispetto agli altri grafemi. In altri termini, il valore espresso come gn (ossia, il grafema g in posizione n) sarà pari al valore proprio di g per il valore b della base elevato per l’indice posizionale n meno uno (bn-1). In notazione moderna: gn = g-bn-1; per n ϵ N+ e N+ = {1,2,3,...} (ossia, per n appartenente all’insieme degli interi positivi). Ne consegue che, se g appare in prima posizione (per n = 1), allora quel grafema ha un valore pari a quanto questo esprime (poiché: g1.b0). Se, al contrario, il medesimo grafema si trovasse in seconda posizione (per n = 2), varrebbe se stesso per la base (ossia: g2-b1) e così di seguito. In generale: (gn.bn-1) + … + (g4.b3) + (g3.b2) + (g2.b) + g1.




  Il sistema posizionale decimale (10p) di matrice indiana, oggi pressoché universalmente adottato, non è che un’applicazione particolare di questo principio. In 10p, la base del sistema è chiaramente dieci (b = 10), mentre i suoi grafemi sono le comuni cifre da uno a nove, pur se variamente conformate. Nelle parole del PA, “è dunque evidente come ciascun ‘limite’ o ‘ordine posizionale’ (limes) contenga nove valori” (L2.3). Nove grafemi per nove valori più lo zero, nient’altro che il marcatore dell’assenza di un valore specifico per quell’ordine. In sintesi, in 10p: i) b = 10 (ossia, la base b è uguale a 10); ii) 0≤g≤9 (i grafemi g esprimono valori tra 0 e 9); iii) g ϵ G ∆ G = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (i grafemi appartengono all’insieme G, composto dagli elementi in parentesi graffa, qui riportati con grafia contemporanea).




  Ciò premesso, è chiaro come un generico numero naturale a, se espresso in 10p, per definizione apparirà sulla linea base [image: B] come una sequenza ordinata e potenzialmente infinita di grafemi appartenenti all’insieme G, il cui ordine di grandezza sarà dieci volte quello del grafema di destra:




  [image: Image 1]




  Così, per esempio, il numero cinquecento sessantasettemila centonovantotto apparirà in notazione posizionale come una sequenza lineare di sei grafemi in successione. Il primo sulla destra vale se stesso ed è pari a otto. Il grafema in seconda posizione, vale se stesso moltiplicato per la base, ossia novanta. La cifra con indice posizionale pari a tre è pari a se stessa per il quadrato della base, dunque, a cento e così di seguito. Ossia:
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  È chiaro come la convenzione grafica della successione ordinata delle cifre – del tutto scontata per il lettore moderno familiare con 10p, qui resa con l’espediente tipografico |gn| …| g1 | _ si riferisca alla successione delle celle posizionali sulla linea [image: B]. Tuttavia, è proprio questo sistema implicito di regole grafiche, finalizzato all’attribuzione di valore ai singoli grafemi, a dover essere descritto in un manuale di algoritmi che voglia esporre 10p, quale principio cardine di quella notazione. Dichiara a proposito Āryabhaṭa I (S2.1):




  Uno, poi dieci e cento, mille. Nondimeno, diecimila e centomila. E ancora, un milione.




  Dieci milioni, poi cento milioni. Un miliardo. Di posizione (sthāna) in posizione, si moltiplichi per dieci.




  Per il suo commentatore, Bhāskara I, tale attribuzione di valore segue una convenzione grafica (lekhā-āgama) fondata sulla reciproca posizione dei grafemi (rūpa; ‘forma’, ‘figura’) il cui scopo è la leggerezza (laghutva) nelle operazioni di calcolo (S2.2). Caratteristica, questa, ribadita con insistenza anche nei manuali d’algoritmi latini. Il DA apre notando come quello indiano sia un metodo caratterizzato da leggerezza (levitas) e concisione (adbreviatio) tali da rendere “più leggera l’opera di colui che investighi l’aritmetica” (L2.1). Dello stesso avviso Leonardo Pisano, che elegge il modus Indorum quale il più efficiente (praestantior) nella scienza dei numeri (LA LI)28.




  Assodato che la successione lineare dei grafemi veicola l’incremento delle potenze della base, come descrivere questa disposizione grafica? Il DA (L2.1) è chiarissimo a riguardo: l’ordinamento lineare delle celle (mansio) notazionali ha sempre origine alla destra di chi scrive.




  La disposizione dei numeri sarà la seguente: l’uno che si trova nella differenza superiore, sarà dieci nella differenza inferiore che la precede; ciò che era dieci nella differenza inferiore, sarà uno nella superiore [che le succede]. E l’inizio delle differenze sarà alla destra di chi scrive, e questa sarà la prima, quella dedicata alle unità.




  Johannis de Sacrobosco (L2.6) esplicita un’ulteriore convenzione necessaria alla decodifica di 10p, esprimendo contestualmente un’ipotesi erronea che peraltro si sentirà ripetere con ostinazione e da più parti nei secoli a venire:




  In quest’arte si scrive verso sinistra, alla maniera degli arabi, gli inventori di questa scienza. [...] Nella lettura dobbiamo nondimeno anteporre il valore maggiore, osservando l’ordine consueto [da sinistra a destra].




  Dunque, dice correttamente Sacrobosco, si scrive da destra a sinistra, a cominciare dalle unità, ma si legge da sinistra a destra, iniziando dal valore maggiore. In altri termini, si decodifica quanto espresso in notazione ricostruendolo in linguaggio naturale dal maggiore al minore; per esempio, da ‘1789’ a ‘millesettecentottantanove. L’ipotesi secondo cui 10p si sviluppa verso sinistra sul modello della scrittura araba è invece del tutto falsa. Sacrobosco è d’altronde l’unico tra gli autori qui indagati ad attribuire erroneamente l’elaborazione di 10p agli arabi e non agli indiani. Come che sia, ciò permette di sgombrare definitivamente il campo da un’imprecisione che ha avuto largo corso. È infatti già il modus Indorum a prevedere il caratteristico incremento posizionale inverso, da destra a sinistra, nonostante sanscrito e pracriti medio-indiani vengano scritti senza eccezione da sinistra a destra, come ogni lingua scritta in un abugida alfasillabico brahmi29. Tale inversione doveva apparire insolita nella stessa India, al punto da meritare un commento esplicito da parte, per esempio, di Ganesa Daivajna (S3.4). Nota infatti il commentatore alla Līlāvatī come nella notazione e nell’esecuzione del calcolo l’ordine retto o proprio (krama) sia sempre verso sinistra (savya, vāma), nonostante questo appaia come un ordine inverso o rovesciato (utkrama) rispetto alla comune pratica (loka) della scrittura. Tuttavia, nota ancora Ganeśa, seppure insolito questo non è un caso isolato: anche nell’enunciazione delle coordinate temporali o geografiche è invalso l’uso di indicare prima il più comprensivo e solo dopo il minore che nel primo è ricompreso. Per esempio, dal continente alla nazione, alla provincia e così di seguito. Allo stesso modo e seguendo il consueto ordine di scrittura, precisa il commentatore, in 10p si riportano prima le centinaia, poi le decine, infine le unità. Questo implica che sono le ‘convenzioni’ (saṃjñā) tecniche proprie della notazione posizionale a invertire il consueto ordine di scrittura, ribaltandolo.




  Nonostante 10p sia parte costitutiva delle procedure descritte nell’Āryabhaṭīya (si pensi, per esempio, all estrazione di radice; § 5 e S5.1) il suo autore sceglie di non farne mai uso. Al suo posto Āryabhaṭa preferisce costruire, alla stanza 1.2 del suo trattato (S2.3), un peculiare sistema numerico che per brevità nomineremo ĀN o ‘Notazione alfasillabica di Àryabhata I’. Quali suoi grafemi, ĀN fa uso delle venticinque consonanti occlusive sanscrite, di quattro semiconsonanti, di tre sibilanti e di un’aspirata, per un totale di trentatré segni numerici tra loro distinti e del tutto univoci. Il valore corrispondente viene loro assegnato secondo un ordine consolidato, basato sulla distinzione fonetica tra suoni varga e suoni avarga. Secondo la Pāṇinīya-śikṣā (PŚ), per esempio, le cinque righe della Tavola 1 classificano le consonanti sanscrite secondo le loro rispettive cinque sedi (sthāna) di fonazione. Se in quella sede si verifica un ‘contatto’ (sparśa), dunque un’occlusione degli organi fonatori, quel suono sarà di conseguenza una consonante occlusiva. È questo il caso dei suoni allocati nelle prime cinque colonne della Tav. 1, i quali dunque apparterranno a quella ‘classe’ (varga1), la classe delle occlusive. In modo complementare, i suoni consonantici che non appartengono alla classe delle occlusive, sono detti avarga1, ossia ‘non [appartenenti a quella] classe’ (PŚ 4b; 1938: 4). Le colonne della medesima tavola distinguono poi ulteriori caratteristiche fonetiche, quali la presenza o l’assenza di aspirazione, la nasalizzazione, ecc., che qui possono essere ignorate (PŚ 6b-7a; 1938: 2)30.




  Tav. 1. Le classi delle consonanti occlusive e non-occlusive (varga; avarga) quali grafemi numerici in ĀN.
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  Le consonanti possono comporre una sillaba (akṣara) pronunciabile solo in associazione con una vocale (svara). Allo stesso modo, la medesima vocale completerà il valore numerico della consonante a cui si associa. È dunque la sillaba, anche nel sistema di Āryabhaṭa, a costituire l’elemento espressivo fondamentale. All’ordine canonico delle nove vocali sanscrite corrispondono così in ĀN le potenze crescenti di dieci, configurando un sistema di chiara natura additivo-moltiplicativa, strettamente non posizionale31. Nondimeno, ĀN presuppone 10p nella sua stessa definizione e costruzione. Ogni vocale, dice Āryabhaṭa, identifica un doppio spazio (kha), quadrato (varga2) e non quadrato (avarga2). Come rendere ragione, dunque, dell’inaspettato intervento di un nuovo senso del medesimo termine, varga, prima tradotto come ‘classe’? In 10p, a ogni spazio notazionale corrispondono le potenze crescenti della base secondo una successione regolare di ‘quadrati perfetti di dieci’ (varga2) e di ‘quadrati non perfetti’ (avarga2, Tav. 2). Bhāskara I è a riguardo chiarissimo: in 10p, una posizione dispari (viṣama-sthāna), da destra a sinistra, per | g2n±1|, esprime sempre un ordine posizionale quadrato, pari a g . 102n (S2.4) e viceversa. In termini formali e notazione moderna, per V = varga, A = avarga, n ϵ ℕ+ e g ϵ G:




  [2] x ϵ V ↔ x = | g2n±1 | ∆ x = g . 102n




  [3] x ϵ A ↔ x = | g2n | ∆ x = g . 102n±1




  Tav. 2. Vocali sanscrite quali potenze di dieci in ĀN. La prima riga si riferisce all’indice posizionale in 10p; la seconda, alle potenze della base; la terza, ai ranghi varga e avarga; la quarta, alle vocali.
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  Poiché ‘a’ è, la prima vocale, questa equivarrà in ĀN ai primi due spazi notazionali in 10p; vale a dire e secondo quanto espresso in [1]: |g1| = g e |g2| = g . 10, equivalendo al valore del grafema g quando questo si trova in posizione 1 o in posizione 2, pari dieci volte tanto. Lo stesso per quanto riguarda la vocale ‘i’ che, in quanto seconda vocale, identifica i due ranghi pari al secondo e al terzo ordine posizionale in 10p; ossia, | g3 | = g . 102 e | g4 | = g . 103. Così di seguito, fino al dittongo ‘au’, corrispondente alle posizioni 17 e 18 in 10p. Ciò premesso, come risolvere l’alternativa offerta da questo doppio spazio? La regola è semplice: se la vocale viene associata a una consonante varga1 (dunque, appartenente alle cinque classi fonetiche delle occlusive), allora il valore assegnatole sarà quello di un ordine varga2 (ossia, appartenente all’insieme dei quadrati perfetti della base). Se, al contrario, la sillaba viene costruita con un suono avarga1 (poiché non appartenente alle classi delle occlusive), ne consegue la definizione di un rango avarga2 (dunque, non equivalente ai quadrati perfetti di 10). Se, per esempio, la vocale ‘i’, si associa al suono varga1 ‘g’ pari a tre, il valore della sillaba corrisponde al rango varga2 in terza posizione, generando un valore pari a 3 . 102 = 300. Se invece la medesima vocale si coordina col suono avarga1 'l' pari a cinque, la sillaba identifica il rango avarga2 in quarta posizione, generando 5 . 103 = 500032.




  ĀN è senza dubbio macchinoso e certamente inutile ai fini dell’esecuzione del calcolo. Tuttavia, esplicitando le potenze della base, ĀN si configura come un sistema assimilabile alla moderna notazione scientifica. Il suo obiettivo, assicura infatti Bhāskara, è di offrire un metodo di ‘compressione’ (sarikṣepa) dei valori numerici delle grandezze astronomiche (S2.4). Per esempio, nel sistema geocentrico con Terra sferica adottato da Āryabhata, il periodo di rivoluzione del sole viene espresso, alla stanza ĀB 1.3a, con la stringa khyughṛ, che in caratteri devanāgarāī appare ancora più compatta: [image: Image7] ; ossia: (2 · 104) + (3 · 105) + (4 · 106) = 4,32 · 106. D’altronde, se si volesse esprimere la cifra tonda di un miliardo, sarebbe sufficiente scrivere ñl. ĀN rimane tuttavia un sistema notazionale chiuso. È facile intuire come possa esprimere solo valori inferiori a 1018 nel caso del dittongo ‘au’ se associato a un suono avarga. La singola eccezione dell’aspirata ‘h’, poiché suono avarga1 pari a dieci, innalza tale limite fino a 1018. Ne consegue che il valore massimo esprimibile in ĀN equivarrà a 2 · 1018 – 1; vale a dire, in 10p, un uno seguito da diciotto nove33.




  [image: Image8]




  Nell’ultima parte della stanza 1.2, con l’espressione ‘oltre (antya) i nove ordini quadrati e non quadrati’, Āryabhata suggerisce la possibilità di espandere il potere espressivo del sistema (S2.3). Il commento chiarisce come la notazione chiusa di ĀN sia facilmente raddoppiabile, triplicabile, ecc., attraverso opportune alterazioni (vikāra) fonetiche alle 594 combinazioni sillabiche di base (S2.4). Attraverso l'anusvāra (ossia, il suono ‘ṃ’), dice Bhāskara, è così possibile estendere il sistema fino a 2 . 1036 – 1. Apponendo il visarga (il suono ‘ḥ’) si potrebbe poi esprimere valori fino a 2 · 1054 – 1, e via di seguito di alterazione in alterazione34. Pur riconoscendo l’enormità dei valori espressi in virtù di queste estensioni, ciò non toglie che queste rappresentino un minimo vantaggio teorico rispetto a qualsiasi notazione infinita. ĀN resta dunque un sistema per principio chiuso, poiché; ogni ulteriore estensione dovrà essere ogni volta definita con un’esplicita e univoca alterazione sillabica. In testo e commento, nulla suggerisce della possibilità di una soluzione aperta di tipo, per esempio, archimedeo35. A difesa di Āryabhaṭa interviene il suo commentatore. Nota infatti Bhāskara come l'ācārya, il maestro, non superi mai nel suo trattato il valore espresso dalla vocale 'ḷ' coordinata a un suono varga1, espressione di un rango varga2 pari a 108. Le citate estensioni sono dunque solo ‘pillole metodologiche’ (paribhāṣā-bīja), a beneficio di coloro che desiderano scrivere valori particolarmente grandi (S2.4). A onore del vero, non è affatto scontato che, con ĀN, Āryabhata volesse elaborare un sistema numerico universale. Più verosimilmente, questi ha voluto sviluppare un sistema notazionale estremamente sintetico, seppure chiuso e non manipolabile, al fine di veicolare i valori astronomici oggetto primo del suo trattato. Uno scopo per il quale i 594 grafemi sillabici di base in ÀN, espressione di diciotto ordini posizionali in 10p, sono del tutto sufficienti.




  Malgrado la grande notorietà e influenza di Àryabhata, ÀN rimarrà un unicum nel contesto della matematica indiana, non seguito e mai adottato da alcun altro matematico o astronomo di cui si sia preservata l’opera. Il suo carattere criptico presenta nondimeno un inaspettato vantaggio per il lettore moderno. Autore e commentatore sono costretti dalla singolarità del sistema a dilungarsi anche sugli aspetti più basilari di quella notazione. Nessun testo ganita (cfr. § 1.1) che si conosca descrive come codificare un valore numerico in notazione posizionale nella maniera, puntuale e didattica, in cui lo faranno i manuali di algoritmi europei. Una questione tanto elementare doveva di certo essere affrontata ed esaurita nel contesto dell’insegnamento orale. Al contrario, nel caso di ÀN, nessun aspetto può essere dato per scontato. Le informazioni operative, espresse con precisione e grande ricchezza lessicale, di conseguenza, abbondano.




  Come si è visto, ÀN intende esprimere valori astronomici in una forma alfasillabica condensata. Ciò nondimeno, ÀN dipende concettualmente da 10p, non essendone che, per l’appunto, la condensazione. L’attribuzione di valore alle sillabe del sistema è costruita infatti sulla successione ordinata delle potenze della base. Inoltre, ogni vocale in ÀN corrisponde in 10p a una doppia cella notazionale o a un doppio ‘spazio’ (kha), che Bhaskara esplicitamente glossa come un ‘vuoto’ (sùnya) da saturare con il particolare valore di un grafema. Una volta collocato il grafema in quello spazio, tanto basta. A definire il suo ordine di grandezza sarà infatti la sua posizione nello spazio notazionale, seguendo la successione ordinata delle classi dei quadrati perfetti e non perfetti della base del sistema, corrispondenti alle posizioni con indici rispettivamente dispari e pari. Tali spazi vuoti non sono zeri – il che sarebbe un privo di senso in questo contesto, seppure kha e sùnya saranno proprio i termini impiegati per indicarlo – ma posizioni grafiche o celle diagrammatiche, la relazione tra le quali è rigidamente definita dalla struttura logica interna al digramma a cui appartengono (cfr. infra). In questo particolare caso, la cella a sinistra ha un ordine di grandezza dieci volte quello della cella alla sua destra. Come d’altronde avrà a dire il PA (L2.3): si apponga un cerchio (circulus) per indicare che uno specifico spazio notazionale è vuoto (vacuus). Se 1 = | ...|li| non è che uno, il medesimo grafema, pari a uno, preceduto a destra da un cerchio vale dieci: 10 = |...|12|…|, a indicare che la cella delle unità è vuota (śūnya; vacuus). Il cerchio che marca uno spazio vuoto non è ancora un valore numerico tra gli altri, benché nullo, come invece sarà per Brahmagupta (§3.4; S3.12). Nelle loro prime attestazioni, kha e śūnya rimandano alla sensorialità della visione e alla materialità operativa di celle diagrammatiche da saturare. Per questa ragione, al concetto grafico e immediatamente comprensibile di sthāna, posizione, Àryabhata accosta in 10p il termine varga, polisemico e sulle prime criptico. In quanto classe fonetica (varga1) e ordine dei quadrati della base (varga2), varga rivela un’esigenza logicotassonomica che si coordina, distinguendosene, dal mero concetto di posizione36. Lo stesso vale per la sua negazione speculare, avarga. Di conseguenza e in estrema sintesi, dal segno grafico isolato, gramma, al diagramma via varga. Posto infatti, nel gergo di Peirce, che un’icona, in virtù di un suo carattere proprio, manifesta una similarità con l’oggetto a cui si riferisce condividendone alcune proprietà – seppure non nel senso triviale di semplice somiglianza – un diagramma sarà quel particolare tipo di icona capace di rappresentare la struttura del suo oggetto in termini di parti interconnesse37. In altri termini, un diagramma visualizza una struttura logico-relazionale quale suo oggetto proprio, attraverso la disposizione ordinata dei suoi elementi nello spazio. Una serie di regole implicite permetterà poi di leggere il contenuto codificato nel diagramma, definendo in cosa consista quella catena di relazioni. L’impiego di una struttura relazionale espressa attraverso un medium grafico sembra nondimeno essere la caratteristica essenziale di 10p e la sua innovazione più evidente. Alla successione nello spazio delle cifre corrisponde la distinzione tassonomica dei distinti ordini di grandezza. Ai grafemi riferiti all’ordine delle unità sono accostati, sulla sinistra, i medesimi segni seppure riferiti alle decine, alle centinaia e alle migliaia, tutti in un’unica catena gerarchica. La disposizione grafica diventa così l’espediente diagrammatico con cui tali ordini vengono espressi in 10p, i quali a loro volta divengono il significato veicolato da quelle distinte posizioni nello spazio.




  La classificazione in ranghi varga e avarga in 10p, la quale rivela l’aspetto tassonomico della notazione posizionale, per cui a ogni posizione corrisponde una classe, non seguirà il destino di eccezionalità di ĀN, ma rimarrà per secoli un elemento ubiquo nei ganita-śāstra indiani. Per esempio, nelle procedure di estrazione di radice, laddove questa si rivela anche operativamente rilevante (cfr. §5), come nel caso contemporaneo della Sadratnamālā di Saṅkaravarman, del 181938. Nulla testimonia invece del fatto che questa classificazione sia un contributo originale di Àryabhata. Al contrario, è verosimile che si tratti di una nozione strumentale e pensata come strettamente connessa al sistema posizionale, precedente e indipendente dall’opera del maestro di Pataliputra. La singolarità notazionale di Àryabhata permette peraltro di individuarla con chiarezza, insieme con quella ancora più fondamentale tra classe e posizione, che rischierebbe altrimenti di passare inosservata. Tale distinzione è forse tanto fondamentale da sembrare superflua una volta che il sistema posizionale sia stato acquisito. Tuttavia, la presenza di queste testimonianze testuali – confermate, come si vedrà, dal loro indiretto riverbero latino – rende non inverosimile l’ipotesi secondo cui questa abbia giocato un ruolo rilevante nel processo di elaborazione, definizione e diffusione di 10p.




  Gli omologhi latini, osservati attraverso questa lente, validano quanto emerso dall’analisi degli originali sanscriti. Alla tensione tra la coppia sthana e varga, i compilatori medievali dei manuali d’algoritmi rispondono con una ricca collezione di termini che, non a dispetto, ma in virtù della loro varietà, ribadisce la distinzione tra descrizione notazionale, visuale e diagrammatica, ed esigenza logico-tassonomica. Il DA (L2.1) oppone così posizione e disposizione (locus, dispostilo') dei grafemi, in quanto celle notazionali (mansio), alla differenza (differentia) di ordine o di grado nel valore di quei grafemi, che quelle posizioni veicolano diagrammaticamente. La differenza, per l’appunto, nell’ordine di grandezza che occorre tra unità, decine, centinaia, ecc., ma anche tra i diversi ordini frazionari di gradi, minuti, secondi (DA(c) 1992: 16; DA(n) 1997: 72). Nelle parole di Johannes de Sacrobosco, “la differenza indica in qual modo la figura precedente differisca dalla successiva” (L2.6), solo in virtù della diversa posizione del medesimo segno. Ancora più esplicito è il PA (L2.3), secondo cui i grafemi “indicano diverse classi (species) di valore, attraverso la varietà delle loro posizioni (focus)”. In quanto logicamente distinti dalla posizione, al concetto di differenza vengono coordinate le nozioni equivalenti di limite e ordine (limes, orda). Lo stesso Fibonacci, interrogato su questo punto, dimostra di accogliere la distinzione tra espediente grafico e rigore tassonomico, scegliendo di contrapporre sistematicamente al primo la nozione di grado (gradus).




  Il numero è un insieme o aggregato di unità i cui gradi aumentano all’infinito. Il primo di questi [gradi] è costituito da unità che vanno da uno a dieci [escluso]. [...] Il primo grado, nella notazione (descriptio) numerica, comincia a destra39.




  Il modus Indorum è un sistema notazionale fondato sul primato della posizione. L’espediente grafico della posizione opera, dunque, come medium visivo (visus; PA, L2.3) e diagrammatico di significazione. Un impianto teorico che i primi autori che diffusero 10p non si sono stancati di sottolineare, nella piena consapevolezza della distinzione funzionale e concettuale tra strategia diagrammatica di significazione e significato logico-classificatorio. Il dialogo tra gli originali sanscriti e i loro indiretti riflessi latini evidenzia in entrambi una distinzione concettuale che, viva alle origini, è andata progressivamente perdendosi. La stessa critica contemporanea non ha riconosciuto nella vasta collezione di termini impiegati dagli autori sanscriti e latini nient’altro che dei sinonimi di posizione. L’estrema familiarità con 10p nel corso dei secoli a venire, soprattutto nei suoi aspetti più strettamente operativi, ha visto il primato indiscusso della sola nozione di posizione, impedendo così una più articolata comprensione delle sue stesse origini.




  3. Operazioni




  Brahmagupta apre la sezione sul calcolo del suo Brāhmasphuṭa-siddhānta con una dichiarazione divenuta celebre:




  Chi conosce ciascuna delle venti operazioni, a cominciare dall’addizione, e le otto applicazioni, che si chiudono con le [proiezioni] d’ombra, è un matematico40.




  Il suo commentatore, Prthùdakasvamin (IX sec.), chiarisce quali siano queste venti operazioni:




  Addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione, [elevazione al] quadrato, radice quadrata, [elevazione al] cubo, radice cubica, le cinque categorie [di riduzione delle frazioni], le [proporzioni] a tre valori, a cinque valori, a sette valori, a nove valori, a undici valori e lo scambio di beni. Ecco, le venti [operazioni]41.




  L’operazione, nella letteratura matematica indiana, è innanzitutto parikarman, azione finalizzata (pari-√kṛ). È perì) anche karaṇa (√kṛ), dunque, sia l’agire sia il suo strumento; prakāra (√kṛ), il modo di agire; vidhi o vidhāna, la regola che lo guida. Le applicazioni che Brahmagupta accosta alle operazioni sono espresse dal termine vyavahāra, il quale, pure indicando ancora una volta una condotta, la tinge del senso di consuetudine ordinaria e di umano commercio. I testi matematici sudasiatici non fanno mistero di uno spirito anche pragmatico e applicativo, con una coerenza che colpisce e non di rado fino dalla dichiarazione dei contenuti (viṣaya-nirdeśa). Dimostrando una straordinaria continuità storica, diverrà consuetudine consolidata per i testi di matematica indiana aprire con questo tipo di elenchi, seppure con tassonomie e accenti parzialmente diversi. Vi figurano l’enumerazione ordinata delle procedure, lunghe liste di numerali (cfr. Appendice 2) e la puntuale definizione (paribhāṣā) delle unità di misura impiegate (di lunghezza, peso, tempo, moneta, ecc., e dei loro multipli e sottomultipli). Una costante strutturale che trova conferma dal PT di Śrīdhara (S3.1; cfr. Tav. 3), al GS di Mahāvīrācārya (S3.2), alla LV di Bhāskara II, fino al già citato Sadratnamālā di Saṅkaravarman del 181942. Lo stesso Āryabhaṭa I non manca, in un certo qual modo, di ottemperare a questa convenzione. Pur trattandosi di un testo astronomico che ignora programmaticamente le questioni più elementari, la sezione matematica dell'Āryabhaṭīya è costruita di fatto come un formulario.
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