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      1. GEOMETRIA


    


  

    

      1.1. Formulario di geometria euclidea


      

        Geometria piana (tab. 1.1)


      

        

          

            

              A

              =

            

            A =

          

         area


      

        

          

            

              p

              =

            

            p =

          

         semiperimetro


      

        

          

            

              b

              =

            

            b =

          

         base


      

        

          

            

              h

              =

            

            h =

          

         altezza


      

        

          

            

              l

              =

            

            l =

          

         lato


      

        

          

            

              r

              =

            

            r =

          

         raggio della circonferenza inscritta


      

        

          

            

              R

              =

            

            R =

          

         raggio della circonferenza circoscritta


      Geometria solida (tab. 1.2)


      

        

          

            

              

                A

                b

              

              =

            

            A_{b} =

          

         area di base


      

        

          

            

              

                A

                l

              

              =

            

            A_{l} =

          

         area laterale


      

        

          

            

              

                A

                t

              

              =

            

            A_{t} =

          

         area totale


      

        

          

            

              V

              =

            

            V =

          

         volume


      

        

          

            

              a

              =

            

            a =

          

         apotema


      

        

          

            

              l

              =

            

            l =

          

         lato


      

        

          

            

              P

              =

            

            P =

          

         perimetro di base


      TABELLA 1.1 Geometria piana.
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      TABELLA 1.1 (seguito).
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      TABELLA 1.1 (seguito).
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      TABELLA 1.2 Geometria solida.


      

        [image: ]

      


      TABELLA 1.2 (seguito).
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      1.2. Geometria analitica nel piano


      

        La retta nel piano


        L'equazione di una retta rr nel piano è:


        

          

            

              

                a

                x

                +

                b

                y

                +

                c

                =

                0

                

                 (forma generale) 

              

              ax + by + c = 0\ \text{~(forma\ generale)~}

            

          

        


        In particolare l'equazione di una retta parallela all'asse xx è y=ky = k, quella di una retta parallela all'asse yy è x=kx = k, quella di una retta passante per l'origine degli assi è ax+by=0ax + by = 0.


        Siano P(p,0),Q(0,q)P(p,0),\ \ Q(0,q) i punti (distinti) in cui la retta incontra gli assi. Allora l'equazione della retta può essere scritta nella forma:


        

          

            

              

                

                  x

                  p

                

                +

                

                  y

                  q

                

                =

                1

                

                 (forma segmentaria) 

              

              \frac{x}{p} + \frac{y}{q} = 1\ \text{~(forma\ segmentaria)~}

            

          

        


        che ne mette in evidenza i segmenti che essa stacca sugli assi coordinati (fig. 1.1). Se la retta non è parallela all'asse yy, essa può essere scritta anche nella forma


        

          

            

              

                y

                =

                m

                x

                +

                q

                

                 (forma esplicita) 

              

              y = mx + q\ \text{~(forma\ esplicita)~}

            

          

        


        

          dove mm si dice coefficiente angolare e rappresenta la tangente trigonometrica dell'angolo α\alpha (fig. 1.1) che la retta forma con l'asse xx.


        L'equazione della retta passante per il punto P1(x1,y1)P_{1}\left( x_{1},y_{1} \right) può essere scritta anche nella forma:


        

          

            

              

                x

                =

                

                  x

                  1

                

                +

                l

                t

                

              

              x = x_{1} + lt\ 

            

          

          

            

              

                y

                =

                

                  y

                  1

                

                +

                m

                t

                

                 (forma parametrica)

              

              y = y_{1} + mt\ \text{~(forma\ parametrica)}

            

          

        


        In tale espressione le coordinate (x,y)(x,y) dei punti della retta sono espresse in funzione di una variabile ausiliaria tt reale, detta parametro.


        L'equazione della retta passante per i punti P1(x1,y1)P_{1}\left( x_{1},y_{1} \right), P2(x2,y2)P_{2}\left( x_{2},y_{2} \right) è:


        

          

            

              

                

                  (

                  x

                  −

                  

                    x

                    1

                  

                  )

                

                

                  (

                  

                    y

                    2

                  

                  −

                  

                    y

                    1

                  

                  )

                

                =

                

                  (

                  y

                  −

                  

                    y

                    1

                  

                  )

                

                

                  (

                  

                    x

                    2

                  

                  −

                  

                    x

                    1

                  

                  )

                

              

              \left( x - x_{1} \right)\left( y_{2} - y_{1} \right) = \left( y - y_{1} \right)\left( x_{2} - x_{1} \right)

            

          

        


        ossia, se x1≠x2x_{1} \neq x_{2} e y1≠y2y_{1} \neq y_{2} (cioè se la congiungente P1P_{1} con P2P_{2} non è parallela agli assi coordinati):


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    −

                    

                      x

                      1

                    

                  

                  

                    

                      x

                      2

                    

                    −

                    

                      x

                      1

                    

                  

                

                =

                

                  

                    y

                    −

                    

                      y

                      1

                    

                  

                  

                    

                      y

                      2

                    

                    −

                    

                      y

                      1

                    

                  

                

              

              \frac{x - x_{1}}{x_{2} - x_{1}} = \frac{y - y_{1}}{y_{2} - y_{1}}

            

          

        


        

          [image: ]

        


        FIGURA 1.1 Retta nel piano.


      


      

        Distanza tra punti e rette


        Dati i punti P1(x1,y1),P2(x2,y2)P_{1}\left( x_{1},y_{1} \right),P_{2}\left( x_{2},y_{2} \right), la distanza dd tra essi è data da:


        

          

            

              

                d

                =

                

                  

                    

                      

                        (

                        

                          x

                          2

                        

                        −

                        

                          x

                          1

                        

                        )

                      

                      2

                    

                    +

                    

                      

                        (

                        

                          y

                          2

                        

                        −

                        

                          y

                          1

                        

                        )

                      

                      2

                    

                  

                

              

              d = \sqrt{\left( x_{2} - x_{1} \right)^{2} + \left( y_{2} - y_{1} \right)^{2}}

            

          

        


        La distanza dd tra un punto P0(x0,y0)P_{0}\left( x_{0},y_{0} \right) e una retta rr di equazione ax+by+c=0ax + by + c = 0 è:


        

          

            

              

                d

                =

                

                  

                    |

                    a

                    

                      x

                      0

                    

                    +

                    b

                    

                      y

                      0

                    

                    +

                    c

                    |

                  

                  

                    

                      (

                      

                        a

                        2

                      

                      +

                      

                        b

                        2

                      

                      )

                    

                    

                      1

                      /

                      2

                    

                  

                

              

              d = \frac{\left| ax_{0} + by_{0} + c \right|}{\left( a^{2} + b^{2} \right)^{1/2}}

            

          

        


      


      

        Parallelismo e perpendicolarità nel piano


        

          Le rette


        

          

            

              

                

                  

                  

                     r) 

                    

                      

                      

                      

                    

                    a

                    x

                    +

                    b

                    y

                    +

                    c

                    =

                    0

                  

                

                

                  

                  

                    

                      

                      

                        r

                        ′

                      

                      )

                    

                    

                    

                    

                      a

                      ′

                    

                    x

                    +

                    

                      b

                      ′

                    

                    y

                    +

                    

                      c

                      ′

                    

                    =

                    0

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & \text{~r)~}\text{\ \ }ax + by + c = 0 \\

 & \left. \ r^{'} \right)\ \ a^{'}x + b^{'}y + c^{'} = 0\  \\

\end{matrix}

            

          

          

            

              

                

                

                  

                    

                      [

                      y

                      =

                      m

                      x

                      +

                      q

                      ]

                    

                  

                  

                    

                      

                        [

                        y

                        =

                        

                          m

                          ′

                        

                        x

                        +

                        q

                        ]

                      

                    

                  

                

              

              \ \begin{matrix}

\lbrack y = mx + q\rbrack \\

\left\lbrack y = m^{'}x + q \right\rbrack \\

\end{matrix}

            

          

        


        sono incidenti se


        

          

            

              

                a

                

                  b

                  ′

                

                ≠

                

                  a

                  ′

                

                b

                

                

                  [

                  m

                  ≠

                  

                    m

                    ′

                  

                  ]

                

              

              ab^{'} \neq a^{'}b\ \left\lbrack m \neq m^{'} \right\rbrack

            

          

        


        e sono parallele se


        

          

            

              

                a

                

                  b

                  ′

                

                =

                

                  a

                  ′

                

                b

                

                

                  [

                  m

                  =

                  

                    m

                    ′

                  

                  ]

                

              

              ab^{'} = a^{'}b\ \left\lbrack m = m^{'} \right\rbrack

            

          

        


        L'angolo tra esse è dato da:


        

          

            

              

                

                  

                    t

                    g

                    r

                    

                      r

                      ′

                    

                  

                  ̂

                

                =

                

                  

                    a

                    

                      b

                      ′

                    

                    −

                    

                      a

                      ′

                    

                    b

                  

                  

                    a

                    

                      a

                      ′

                    

                    +

                    b

                    

                      b

                      ′

                    

                  

                

                =

                

                  

                    

                      m

                      ′

                    

                    −

                    m

                  

                  

                    1

                    +

                    m

                    

                      m

                      ′

                    

                  

                

              

              \widehat{tgrr^{'}} = \frac{ab^{'} - a^{'}b}{aa^{'} + bb^{'}} = \frac{m^{'} - m}{1 + mm^{'}}

            

          

        


        In particolare rr e r′r^{'} sono perpendicolari se aa′+bb′=0aa^{'} + bb^{'} = 0[mm′+1=0]\left\lbrack mm^{'} + 1 = 0 \right\rbrack I coseni degli angoli che la retta rr forma con gli assi coordinati (coseni direttori) sono dati da:


        

          

            

              

                

                  

                  

                    c

                    o

                    s

                    

                      

                        x

                        r

                      

                      ̂

                    

                    =

                    

                      b

                      

                        ±

                        

                          

                            (

                            

                              a

                              2

                            

                            +

                            

                              b

                              2

                            

                            )

                          

                          

                            1

                            /

                            2

                          

                        

                      

                    

                  

                

                

                  

                  

                    c

                    o

                    s

                    

                      

                        y

                        r

                      

                      ̂

                    

                    =

                    

                      

                        −

                        a

                      

                      

                        ±

                        

                          

                            (

                            

                              a

                              2

                            

                            +

                            

                              b

                              2

                            

                            )

                          

                          

                            1

                            /

                            2

                          

                        

                      

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & cos\widehat{xr} = \frac{b}{\pm \left( a^{2} + b^{2} \right)^{1/2}} \\

 & cos\widehat{yr} = \frac{- a}{\pm \left( a^{2} + b^{2} \right)^{1/2}} \\

\end{matrix}

            

          

        


      


      

        Coniche


        Si chiama conica la curva che si ottiene intersecando un cono circolare indefinito con un piano non passante per il vertice del cono. Essa ha equazione:


        

          

            

              

                a

                

                  x

                  2

                

                +

                b

                x

                y

                +

                c

                

                  y

                  2

                

                +

                d

                x

                +

                e

                y

                +

                f

                =

                0

              

              ax^{2} + bxy + cy^{2} + dx + ey + f = 0

            

          

        


        dove almeno uno dei tre coefficienti a,b,c…a,b,c\ldots, è diverso da zero.


        L'espressione


        

          

            

              

                Δ

                =

                

                  b

                  2

                

                −

                4

                a

                c

              

              \Delta = b^{2} - 4ac

            

          

        


        si chiama discriminante della conica. Se Δ<0\Delta < 0, la conica si chiama ellisse, se Δ=0\Delta = 0parabola, se Δ>0\Delta > 0iperbole.


      


      

        Esempi


        Parabola con asse parallelo all'asse yy :


        

          

            

              

                y

                =

                a

                

                  x

                  2

                

                +

                b

                x

                +

                c

              

              y = ax^{2} + bx + c

            

          

        


        Parabola con asse parallelo all'asse xx :


        

          

            

              

                x

                =

                a

                

                  y

                  2

                

                +

                b

                y

                +

                c

              

              x = ay^{2} + by + c

            

          

        


        Circonferenza di centro (x0,y0)\left( x_{0},y_{0} \right) e raggio rr :


        

          

            

              

                

                  x

                  2

                

                +

                

                  y

                  2

                

                −

                2

                

                  x

                  0

                

                x

                −

                2

                

                  y

                  0

                

                y

                +

                

                  x

                  0

                  2

                

                +

                

                  y

                  0

                  2

                

                −

                

                  r

                  2

                

                =

                0

              

              x^{2} + y^{2} - 2x_{0}x - 2y_{0}y + x_{0}^{2} + y_{0}^{2} - r^{2} = 0

            

          

        


        Circonferenza passante per l'origine:


        

          

            

              

                

                  x

                  2

                

                +

                

                  y

                  2

                

                +

                a

                x

                +

                b

                y

                =

                0

              

              x^{2} + y^{2} + ax + by = 0

            

          

        


        

          Circonferenza con centro nell'origine e raggio rr :


        

          

            

              

                

                  x

                  2

                

                +

                

                  y

                  2

                

                =

                

                  r

                  2

                

              

              x^{2} + y^{2} = r^{2}

            

          

        


        Ellisse avente per assi gli assi cartesiani e centro nell'origine:


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    2

                  

                  

                    a

                    2

                  

                

                +

                

                  

                    y

                    2

                  

                  

                    b

                    2

                  

                

                =

                1

              

              \frac{x^{2}}{a^{2}} + \frac{y^{2}}{b^{2}} = 1

            

          

        


        Iperbole avente per assi gli assi cartesiani e centro nell'origine:


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    2

                  

                  

                    a

                    2

                  

                

                −

                

                  

                    y

                    2

                  

                  

                    b

                    2

                  

                

                =

                1

              

              \frac{x^{2}}{a^{2}} - \frac{y^{2}}{b^{2}} = 1

            

          

        


        Iperbole equilatera:


        

          

            

              

                

                  x

                  2

                

                −

                

                  y

                  2

                

                =

                

                  a

                  2

                

              

              x^{2} - y^{2} = a^{2}

            

          

        


      


    


  

    

      1.3. Geometria analitica nello spazio


      

        Il piano


        L'equazione di un piano π\pi nello spazio è


        

          

            

              

                a

                x

                +

                b

                y

                +

                c

                z

                +

                d

                =

                0

              

              ax + by + cz + d = 0

            

          

        


        Se d=0d = 0 il piano passa per l'origine degli assi; se nell'equazione in forma generale manca una variabile, il piano è parallelo al corrispondente asse (o lo contiene se anche d=0d = 0 ); se l'equazione di un piano contiene una sola variabile, il piano è parallelo al piano coordinato individuato dalle variabili mancanti (o coincide con esso se d=0d = 0 ).


        Siano P,Q,RP,Q,R, i punti (distinti) in cui il piano π\pi incontra gli assi; indicate rispettivamente con p,q,rp,q,r le distanze di tali punti dall'origine, l'equazione di π\pi assume la forma:


        

          

            

              

                

                  x

                  p

                

                +

                

                  y

                  q

                

                +

                

                  z

                  r

                

                =

                1

                

                 (forma segmentaria) 

              

              \frac{x}{p} + \frac{y}{q} + \frac{z}{r} = 1\ \text{~(forma\ segmentaria)~}

            

          

        


        L'equazione di un piano passante per il punto P1(x1,y1,z1)P_{1}\left( x_{1},y_{1},z_{1} \right) assume la forma:


        

          

            

              

                a

                

                  (

                  x

                  −

                  

                    x

                    1

                  

                  )

                

                +

                b

                

                  (

                  y

                  −

                  

                    y

                    1

                  

                  )

                

                +

                c

                

                  (

                  z

                  −

                  

                    z

                    1

                  

                  )

                

                =

                0

              

              a\left( x - x_{1} \right) + b\left( y - y_{1} \right) + c\left( z - z_{1} \right) = 0

            

          

        


        Dati tre punti P1(x1,y1,z1),P2(x2,y2,z2),P3(x3,y3,z3)P_{1}\left( x_{1},y_{1},z_{1} \right),P_{2}\left( x_{2},y_{2},z_{2} \right),P_{3}\left( x_{3},y_{3},z_{3} \right), non allineati, il piano da essi individuato ha equazione ( §§ 1.2.1):


        

          

            

              

                d

                e

                t

                

                  (

                  

                    

                      

                        x

                      

                      

                        y

                      

                      

                        z

                      

                      

                        1

                      

                    

                    

                      

                        

                          x

                          1

                        

                      

                      

                        

                          y

                          1

                        

                      

                      

                        

                          z

                          1

                        

                      

                      

                        1

                      

                    

                    

                      

                        

                          x

                          2

                        

                      

                      

                        

                          y

                          2

                        

                      

                      

                        

                          z

                          2

                        

                      

                      

                        1

                      

                    

                    

                      

                        

                          x

                          3

                        

                      

                      

                        

                          y

                          3

                        

                      

                      

                        

                          z

                          3

                        

                      

                      

                        1

                      

                    

                  

                  )

                

                =

                0

              

              det\begin{pmatrix}

x & y & z & 1 \\

x_{1} & y_{1} & z_{1} & 1 \\

x_{2} & y_{2} & z_{2} & 1 \\

x_{3} & y_{3} & z_{3} & 1 \\

\end{pmatrix} = 0

            

          

        


        Due piani π)ax+by+cz+d=0\pi)ax + by + cz + d = 0 e π′)a′x+b′y+c′z+d′=0\left. \ \pi^{'} \right)a^{'}x + b^{'}y + c^{'}z + d^{'} = 0 sono paralleli se:


        

          

            

              

                a

                /

                

                  a

                  ′

                

                =

                b

                /

                

                  b

                  ′

                

                =

                c

                /

                

                  c

                  ′

                

                =

                d

                /

                

                  d

                  ′

                

              

              a/a^{'} = b/b^{'} = c/c^{'} = d/d^{'}

            

          

        


        Sono invece perpendicolari se:


        

          

            

              

                a

                

                  a

                  ′

                

                +

                b

                

                  b

                  ′

                

                +

                c

                

                  c

                  ′

                

                =

                0

              

              aa^{'} + bb^{'} + cc^{'} = 0

            

          

        


      


      

        Distanza nello spazio


        

          La distanza dd tra due punti P1(x1,y1,z1),P2(x2,y2,z2)P_{1}\left( x_{1},y_{1},z_{1} \right),P_{2}\left( x_{2},y_{2},z_{2} \right) è data da:


        

          

            

              

                d

                =

                

                  

                    

                      

                        (

                        

                          x

                          1

                        

                        −

                        

                          x

                          2

                        

                        )

                      

                      2

                    

                    +

                    

                      

                        (

                        

                          y

                          1

                        

                        −

                        

                          y

                          2

                        

                        )

                      

                      2

                    

                    +

                    

                      

                        (

                        

                          z

                          1

                        

                        −

                        

                          z

                          2

                        

                        )

                      

                      2

                    

                  

                

              

              d = \sqrt{\left( x_{1} - x_{2} \right)^{2} + \left( y_{1} - y_{2} \right)^{2} + \left( z_{1} - z_{2} \right)^{2}}

            

          

        


        La distanza tra il punto P0(x0,y0,z0)P_{0}\left( x_{0},y_{0},z_{0} \right) e il piano π)ax+by+cz+d=0\pi)ax + by + cz + d = 0 è data da:


        

          

            

              

                d

                =

                

                  

                    |

                    a

                    

                      x

                      0

                    

                    +

                    b

                    

                      y

                      0

                    

                    +

                    c

                    

                      z

                      0

                    

                    +

                    d

                    |

                  

                  

                    

                      (

                      

                        a

                        2

                      

                      +

                      

                        b

                        2

                      

                      +

                      

                        c

                        2

                      

                      )

                    

                    

                      1

                      /

                      2

                    

                  

                

              

              d = \frac{\left| ax_{0} + by_{0} + cz_{0} + d \right|}{\left( a^{2} + b^{2} + c^{2} \right)^{1/2}}

            

          

        


      


      

        La retta nello spazio


        Una retta rr si rappresenta nello spazio come intersezione di due piani π\pi e π′\pi^{'} :


        r) {ax+by+cz+d=0a′x+b′y+c′z+d′=0\left\{ \begin{matrix}

ax + by + cz + d = 0 \\

a^{'}x + b^{'}y + c^{'}z + d^{'} = 0 \\

\end{matrix}\  \right.\  (forma generale)


        oppure se ab′≠a′bab^{'} \neq a^{'}b nella forma:


        r) {x=lz+py=mz+q\left\{ \begin{matrix}

x = lz + p \\

y = mz + q \\

\end{matrix}\  \right.\  (forma ridotta)


        Se la retta rr, passante per P1(x1,y1,z1)P_{1}\left( x_{1},y_{1},z_{1} \right) non è parallela ai piani coordinati, essa può essere rappresentata nelle forme:


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    −

                    

                      x

                      1

                    

                  

                  l

                

                =

                

                  

                    y

                    −

                    

                      y

                      1

                    

                  

                  m

                

                =

                

                  

                    z

                    −

                    

                      z

                      1

                    

                  

                  n

                

                 

              

              \frac{x - x_{1}}{l} = \frac{y - y_{1}}{m} = \frac{z - z_{1}}{n}\text{~}

            

           (forma normale)


        oppure


        

          

            

              

                x

                =

                

                  x

                  1

                

                +

                l

                t

                

                 

              

              x = x_{1} + lt\ \text{~}

            

          

          

            

              

                y

                =

                

                  y

                  1

                

                +

                m

                t

              

              y = y_{1} + mt

            

          

          

            

              

                

                z

                =

                

                  z

                  1

                

                +

                n

                t

                

              

              \ z = z_{1} + nt\ 

            

           (forma parametrica)


        dove tt è un parametro reale.


        Due rette rr e ss, espresse in forma normale:


        

          

            

              

                

                  

                  

                     r) 

                    

                      

                        x

                        −

                        

                          x

                          1

                        

                      

                      l

                    

                    =

                    

                      

                        y

                        −

                        

                          y

                          1

                        

                      

                      m

                    

                    =

                    

                      

                        z

                        −

                        

                          z

                          1

                        

                      

                      n

                    

                  

                

                

                  

                  

                     s) 

                    

                      

                        x

                        −

                        

                          x

                          1

                          ′

                        

                      

                      

                        l

                        ′

                      

                    

                    =

                    

                      

                        y

                        −

                        

                          y

                          1

                          ′

                        

                      

                      

                        m

                        ′

                      

                    

                    =

                    

                      

                        z

                        −

                        

                          z

                          1

                          ′

                        

                      

                      

                        n

                        ′

                      

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & \text{~r)~}\frac{x - x_{1}}{l} = \frac{y - y_{1}}{m} = \frac{z - z_{1}}{n} \\

 & \text{~s)~}\frac{x - x_{1}^{'}}{l^{'}} = \frac{y - y_{1}^{'}}{m^{'}} = \frac{z - z_{1}^{'}}{n^{'}} \\

\end{matrix}

            

          

        


        sono parallele se:


        

          

            

              

                l

                :

                

                  l

                  ′

                

                =

                m

                :

                

                  m

                  ′

                

                =

                n

                :

                

                  n

                  ′

                

              

              l:l^{'} = m:m^{'} = n:n^{'}

            

          

        


        sono invece perpendicolari se:


        

          

            

              

                l

                

                  l

                  ′

                

                +

                m

                

                  m

                  ′

                

                +

                n

                

                  n

                  ′

                

                =

                0

              

              ll^{'} + mm^{'} + nn^{'} = 0

            

          

        


        La retta rr è parallela (o appartiene) al piano π\pi se:


        

          

            

              

                a

                l

                +

                b

                m

                +

                c

                n

                =

                0

              

              al + bm + cn = 0

            

          

        


        La retta rr è invece perpendicolare al piano π\pi se:


        

          

            

              

                a

                :

                l

                =

                b

                :

                m

                =

                c

                :

                n

              

              a:l = b:m = c:n

            

          

        


      


    


  

    

      2. RICHIAMI DI ALGEBRA DEGLI INSIEMI


      

        Il concetto di insieme rimanda al significato naturale del termine, che indica una collezione di oggetti caratterizzati dal possedere almeno una proprietà comune.


      Le definizioni fondamentali dell'algebra degli insiemi possono essere riassunte nel seguente modo.


      Un insieme può essere rappresentato simbolicamente in forma matematica come I={i1,i2,i3,…,in}I = \left\{ i_{1},i_{2},i_{3},\ldots,i_{n} \right\} dove II è un insieme di nn elementi generici. La rappresentazione grafica più diffusa di un insieme è possibile mediante i diagrammi di Venn. Un esempio è dato in fig. 1.2.


      Un insieme che non contiene alcun elemento viene definito come insieme vuoto o nullo ⌀\varnothing.


      L'insieme che contiene tutti gli elementi viene definito come insieme universo UU.


      Due insiemi sono detti complementari se tutti gli elementi dell'insieme universo che non appartengono all'uno appartengono all'altro.


      Un sottoinsieme è un insieme che contiene solo una parte degli elementi dell'insieme di origine.


    


  

    

      2.1. Principali operazioni


      Le principali operazioni definite nell'algebra degli insiemi sono le seguenti:


      Unione (simbolo ∪\cup ): è un'operazione che, dati due insiemi AA e BB, determina un terzo insieme CC che possiede tutti gli elementi dell'insieme AA e tutti gli elementi dell'insieme BB. La notazione simbolica è C=A∪BC = A \cup B. Relativamente all'unione di insiemi, se non ci sono elementi di CC che appartengono contemporaneamente ad AA e a BB, i due insiemi AA e BB si dicono mutuamente esclusivi. Nelle figg. 1.3a1.3a e 1.3b1.3b sono rappresentati esempi di unione di insiemi mutuamente esclusivi e non.


      Intersezione (simbolo ∩\cap ): è un'operazione che, dati due insiemi AA e BB, determina un terzo insieme CC che possiede solo gli elementi in comune all'insieme AA e all'insieme B. La notazione simbolica è C=A∩BC = A \cap B. In fig. 1.3c1.3c è rappresentato un esempio di intersezione. Un caso particolare di intersezione è dato quando non esistono elementi in comune fra gli insiemi AA e BB; in tal caso la loro intersezione genera l'insieme vuoto.


      Differenza: è un'operazione che, dati due insiemi AA e BB, determina un terzo insieme CC costituito da elementi che appartengono ad AA e non appartengono a BB. La notazione simbolica è C=A−BC = A - B. In fig. 1.3d1.3d è rappresentato un esempio di differenza. Nel caso di due insiemi AA e BB mutuamente esclusivi, risulta A−B=AA - B = A.


      

        [image: ]

      


      

        FIGURA 1.2 Diagramma di Venn di un insieme I.


      

        [image: ]

      


      (a) Unione: A∪BA \cup B


      

        

          

            A

            A

          

         e BB mutuamente esclusivi


      

        [image: ]

      


      (b) Unione: A∪BA \cup B


      

        

          

            A

            A

          

         e BB non mutuamente esclusivi


      

        

        [image: ]

      


      (c) Intersezione: A∩BA \cap B


      

        [image: ]

      


      (d) Differenza: A - B


      

        [image: ]

      


      (e) Complementazione: A‾\bar{A}


      Figura 1.3 Operazioni su insiemi.


      

        	

          

            Complementazione (simbolo −\ ^{-}): è un'operazione che, partendo da un insieme AA, ne determina il cosiddetto insieme complementare A‾\bar{A}, cioè un insieme che possiede tutti gli elementi dell'insieme universo che non appartengono ad AA. Si può scrivere anche A‾=U−A\bar{A} = U - A. In fig. 1.3e1.3e è rappresentato un esempio di complementazione.


        


      


    


  

    

      2.2. Principali relazioni


      Le principali relazioni che sussistono fra insiemi sono le seguenti.


      Inclusione: se tutti gli elementi di un insieme BB appartengono anche all'insieme AA, si dice che BB è contenuto in AA, ovvero che BB è un sottoinsieme di AA. La notazione simbolica è B⊆AB \subseteq A. Analogamente, per indicare che AA include BB si scrive A⊇BA \supseteq B. In particolare, se almeno uno degli elementi di AA non è incluso in BB, si dice che BB è un sottoinsieme proprio di AA, ovvero che AA include propriamente BB. La notazione simbolica diventa allora B⊂AB \subset A, oppure, analogamente A⊃BA \supset B.


      Uguaglianza: se tutti gli elementi di un insieme BB sono inclusi nell'insieme AA, e tutti gli elementi dell'insieme AA sono inclusi in BB, si dice che AA è uguale a BB. La notazione simbolica è A=BA = B. Questa relazione comporta anche che A⊇BA \supseteq B e B⊆AB \subseteq A.


      Relativamente all'insieme universo e a un generico insieme AA, vale la relazione U⊇AU \supseteq A.


      Riguardo all'insieme vuoto, valgono le relazioni: A⊇⌀A \supseteq \varnothingeU⊇⌀eU \supseteq \varnothing.


    


  

    

      2.3. Proprietà di relazioni e operazioni


      Le principali proprietà delle relazioni fra insiemi sono le seguenti.


      

        	

          Proprietà riflessiva:


        


      


      

        

          

            

              A

              =

              A

              

            

            A = A\ 

          

        

        

          

            

              A

              ⊆

              A

              

            

            A \subseteq A\ 

          

        

        

          

            

              A

              ⊇

              A

            

            A \supseteq A

          

        

      


      

        	

          Proprietà antisimmetrica:


        


      


      

        

          

            

              

                

                  A

                  ⊆

                  B

                   se e solo se 

                  B

                  ⊇

                  A

                

              

              

                

                  A

                  ⊇

                  B

                   se e solo se 

                  B

                  ⊆

                  A

                

              

              

                

                  A

                  ⊂

                  B

                   se e solo se 

                  B

                  ⊃

                  A

                

              

              

                

                  A

                  ⊃

                  B

                   se e solo se 

                  B

                  ⊂

                  A

                

              

              

                

                  A

                  =

                  B

                   se e solo se 

                  B

                  =

                  A

                

              

            

            \begin{matrix}

A \subseteq B\text{~se\ e\ solo\ se~}B \supseteq A \\

A \supseteq B\text{~se\ e\ solo\ se~}B \subseteq A \\

A \subset B\text{~se\ e\ solo\ se~}B \supset A \\

A \supset B\text{~se\ e\ solo\ se~}B \subset A \\

A = B\text{~se\ e\ solo\ se~}B = A \\

\end{matrix}

          

        

      


      

        	

          Proprietà transitiva:


        


      


      

        

          

            

              

                

                   se 

                  A

                  ⊆

                  B

                   e 

                  B

                  ⊆

                  C

                   allora 

                  A

                  ⊆

                  C

                

              

              

                

                   se 

                  A

                  ⫆

                  B

                   e 

                  B

                  ⊇

                  C

                   allora 

                  A

                  ⫆

                  C

                

              

              

                

                   se 

                  A

                  ⊂

                  B

                   e 

                  B

                  ⊂

                  C

                   allora 

                  A

                  ⊂

                  C

                

              

              

                

                   se 

                  A

                  ⊃

                  B

                   e 

                  B

                  ⊃

                  C

                   allora 

                  A

                  ⊃

                  C

                

              

              

                

                   se 

                  A

                  =

                  B

                   e 

                  B

                  =

                  C

                   allora 

                  A

                  =

                  C

                

              

            

            \begin{matrix}

\text{~se~}A \subseteq B\text{~e~}B \subseteq C\text{~allora~}A \subseteq C \\

\text{~se~}A \supseteqq B\text{~e~}B \supseteq C\text{~allora~}A \supseteqq C \\

\text{~se~}A \subset B\text{~e~}B \subset C\text{~allora~}A \subset C \\

\text{~se~}A \supset B\text{~e~}B \supset C\text{~allora~}A \supset C \\

\text{~se~}A = B\text{~e~}B = C\text{~allora~}A = C \\

\end{matrix}

          

        

      


      Le principali proprietà delle operazioni sugli insiemi sono le seguenti.


      

        	

          Proprietà dell'insieme vuoto e dell'insieme universo:


        


      


      

        

          

            

              

                

                

                  A

                  ∪

                  ⌀

                  =

                  A

                

              

              

                

                

                  A

                  ∩

                  ⌀

                  =

                  ⌀

                

              

              

                

                

                  A

                  ∪

                  U

                  =

                  U

                

              

              

                

                

                  A

                  ∩

                  U

                  =

                  A

                

              

            

            \begin{matrix}

 & A \cup \varnothing = A \\

 & A \cap \varnothing = \varnothing \\

 & A \cup U = U \\

 & A \cap U = A \\

\end{matrix}

          

        

      


      

        	

          

            Proprietà di idempotenza:


        


      


      

        

          

            

              

                

                

                  A

                  ∪

                  A

                  =

                  A

                

              

              

                

                

                  A

                  ∩

                  A

                  =

                  A

                

              

            

            \begin{matrix}

 & A \cup A = A \\

 & A \cap A = A \\

\end{matrix}

          

        

      


      

        	

          Proprietà di complementazione:


        


      


      

        

          

            

              A

              ∪

              

                A

                ‾

              

              =

              U

            

            A \cup \bar{A} = U

          

        

      


      

        

          

            

              A

              ∩

              

                A

                ‾

              

              =

              ⌀

            

            A \cap \bar{A} = \varnothing

          

        

      


      

        	

          Proprietà di involuzione:


        


      


      

        

          

            

              

                

                  A

                  ‾

                

                ¯

              

              =

              A

            

            \overline{\bar{A}} = A

          

        

      


      

        	

          Proprietà commutativa:


        


      


      

        

          

            

              

                

                

                  A

                  ∪

                  B

                  =

                  B

                  ∪

                  A

                

              

              

                

                

                  A

                  ∩

                  B

                  =

                  B

                  ∩

                  A

                

              

            

            \begin{matrix}

 & A \cup B = B \cup A \\

 & A \cap B = B \cap A \\

\end{matrix}

          

        

      


      

        	

          Proprietà associativa:


        


      


      

        

          

            

              

                

                

                  

                  

                    (

                    A

                    ∪

                    B

                    )

                  

                  ∪

                  C

                  =

                  A

                  ∪

                  

                    (

                    B

                    ∪

                    C

                    )

                  

                

              

              

                

                

                  

                  

                    (

                    A

                    ∩

                    B

                    )

                  

                  ∩

                  C

                  =

                  A

                  ∩

                  

                    (

                    B

                    ∩

                    C

                    )

                  

                

              

            

            \begin{matrix}

 & \ (A \cup B) \cup C = A \cup (B \cup C) \\

 & \ (A \cap B) \cap C = A \cap (B \cap C) \\

\end{matrix}

          

        

      


      

        	

          Proprietà distributiva:


        


      


      

        

          

            

              

                

                

                  

                  

                    (

                    A

                    ∪

                    B

                    )

                  

                  ∩

                  C

                  =

                  

                    (

                    A

                    ∩

                    C

                    )

                  

                  ∪

                  

                    (

                    B

                    ∩

                    C

                    )

                  

                

              

              

                

                

                  

                  

                    (

                    A

                    ∩

                    B

                    )

                  

                  ∪

                  C

                  =

                  

                    (

                    A

                    ∪

                    C

                    )

                  

                  ∩

                  

                    (

                    B

                    ∪

                    C

                    )

                  

                

              

            

            \begin{matrix}

 & \ (A \cup B) \cap C = (A \cap C) \cup (B \cap C) \\

 & \ (A \cap B) \cup C = (A \cup C) \cap (B \cup C) \\

\end{matrix}

          

        

      


      

        	

          Proprietà di assorbimento:


        


      


      

        

          

            

              

                

                  A

                  ∪

                  

                    (

                    A

                    ∩

                    B

                    )

                  

                  =

                  A

                

              

              

                

                  A

                  ∩

                  

                    (

                    A

                    ∪

                    B

                    )

                  

                  =

                  A

                

              

              

                

                  A

                  ∪

                  

                    (

                    

                      A

                      ‾

                    

                    ∩

                    B

                    )

                  

                  =

                  A

                  ∪

                  B

                

              

              

                

                  A

                  ∩

                  

                    (

                    

                      A

                      ‾

                    

                    ∪

                    B

                    )

                  

                  =

                  A

                  ∩

                  B

                

              

            

            \begin{matrix}

A \cup (A \cap B) = A \\

A \cap (A \cup B) = A \\

A \cup (\bar{A} \cap B) = A \cup B \\

A \cap (\bar{A} \cup B) = A \cap B \\

\end{matrix}

          

        

      


    


  

    

      2.4. Principio di dualità


      Il principio di dualità afferma che, data una proprietà PP valida nella teoria degli insiemi, se nel formulare la proprietà si sostituiscono i seguenti operatori:


      

        

          

            

              ∪

              c

              o

              n

              ∩

              e

              ∩

              c

              o

              n

              ∪

            

            \cup con \cap e \cap con \cup

          

        

      


      

        

          

            ⊆

            \subseteq

          

         con ⊇e⊇con⊆\supseteq e \supseteq con \subseteq


      

        

          

            ⌀

            \varnothing

          

         con UU e Ucon⌀Ucon\varnothing


      si ottiene un'altra proprietà P1P1 ancora valida nella teoria degli insiemi.


    


  

    

      2.5. Teorema di De Morgan


      Il teorema di De Morgan afferma che il complemento dell'intersezione di due insiemi è l'unione dei complementi dei singoli insiemi:


      

        

          

            

              

                

                  A

                  ∩

                  B

                

                ¯

              

              =

              

                A

                ‾

              

              ∪

              

                B

                ‾

              

            

            \overline{A \cap B} = \bar{A} \cup \bar{B}

          

        

      


      Per il principio di dualità risulta anche che il complemento dell'unione di due insiemi è l'intersezione dei complementi dei singoli insiemi:


      

        

          

            

              

                

                  A

                  ∪

                  B

                

                ¯

              

              =

              

                A

                ‾

              

              ∩

              

                B

                ‾

              

            

            \overline{A \cup B} = \bar{A} \cap \bar{B}

          

        

      


      

        Un'altra possibile formulazione del teorema di De Morgan è la seguente:


      

        

          

            

              A

              ∩

              B

              =

              

                

                  

                    A

                    ‾

                  

                  ∪

                  

                    B

                    ‾

                  

                

                ¯

              

               oppure 

              A

              ∪

              B

              =

              

                

                  

                    A

                    ‾

                  

                  ∩

                  

                    B

                    ‾

                  

                

                ¯

              

            

            A \cap B = \overline{\bar{A} \cup \bar{B}}\text{~oppure~}A \cup B = \overline{\bar{A} \cap \bar{B}}

          

        

      


      

        Esempio


        In fig. 1.4 è dato un esempio di dimostrazione grafica del teorema di De Morgan per il caso A∩B=A‾∪B‾¯A \cap B = \overline{\bar{A} \cup \bar{B}}.


        

          [image: ]

        


        Dati gli insiemi AA e BB,


        

          [image: ]

        


        e dati i loro complementi A‾\bar{A} e B‾\bar{B},


        

          [image: ]

        


        si consideri l'unione di A‾\bar{A} e B‾\bar{B} :


        

          

        


        

          

            

              

                

                  A

                  ‾

                

                ∪

                

                  B

                  ‾

                

              

              \bar{A} \cup \bar{B}

            

          .


        

          [image: ]

        


        Eseguendo il complemento di A‾∪B‾\bar{A} \cup \bar{B} :


        

          

            

              

                

                  

                    A

                    ‾

                  

                  ∪

                  

                    B

                    ‾

                  

                

                ¯

              

              \overline{\bar{A} \cup \bar{B}}

            

          ,


        si vede che esso coincide con A∩BA \cap B.


        FIGURA 1.4 Dimostrazione grafica del teorema di De Morgan.


      


    


  

    

      2.6. Operatori funzionalmente completi


      Le operazioni di unione, intersezione e complementazione definite sugli insiemi possiedono una proprietà particolare chiamata ridondanza. Ciò significa che è possibile esprimere il risultato di qualsiasi combinazione di queste tre operazioni applicate a insiemi, mediante solo due di queste operazioni. In particolare, è possibile usare solamente l'unione e la complementazione oppure solamente l'intersezione e la complementazione.


      Un insieme di operatori algebrici è detto funzionalmente completo se e solo se ogni espressione o funzione può essere interamente definita tramite questo insieme di operatori. Ne risulta che l'unione e la complementazione sono un insieme funzionalmente completo, e così pure l'intersezione ee la complementazione.


    


  

    

      2.7. Introduzione all'algebra di Boole


      L'algebra booleana nacque a metà del diciannovesimo secolo per merito di George Boole (1815-1864) e altri filosofi e matematici fra cui De Morgan, Peirce e Schröder. Essa costituisce le basi su cui si è sviluppata l'odierna logica simbolica ed è divenuta uno strumento indispensabile per la progettazione dei circuiti di commutazione e degli elaboratori elettronici.


      L'algebra di Boole viene normalmente applicata a insiemi binari, cioè a particolari insiemi che associano il simbolo convenzionale 0 all'insieme vuoto e il simbolo ll all'insieme universo. Essa tratta inoltre degli enunciati logici per i quali stabilisce una relazione di verità o falsità. In generale il simbolo 1 viene abbinato alla condizione di vero (logica positiva), mentre il simbolo 0 viene abbinato a falso.


      Un eventuale utilizzo inverso dei simboli 1 e 0 rispetto ai criteri di vero e falso porterebbe a una logica detta negativa.


      Gli operatori già introdotti nell'algebra degli insiemi possono essere rimappati come in tab. 1.3.


      

        Nella valutazione di un'espressione algebrica, gli operatori devono essere applicati procedendo secondo la seguente priorità: NOT, AND, OR, a meno dell'utilizzo di parentesi.


L'applicazione dell'algebra di Boole agli insiemi binari introduce la cosiddetta algebra di commutazione, nella quale sono definite variabili di commutazione, o booleane, che possono assumere solo i valori 0 e 1. L'insieme delle definizioni è dunque dato da {0,1}\{ 0,1\}. Se xx è una di queste variabili, risulta che x≠0x \neq 0 se e solo se x=1x = 1, e viceversa.


      

        Operazioni logiche di base, proprietà e teoremi


        Sono definite due operazioni binarie di base denominate OR (+) e AND (⋅\cdot). Esiste poi un'operazione unaria denominata NOT ( - oppure ∼\sim ). La definizione delle operazioni è riportata in tab. 1.4, secondo la notazione detta tabella delle verità.


        Sulle variabili di commutazione x,y,zx,y,z valgono le seguenti proprietà.


        

          	

            Proprietà commutativa:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    +

                    y

                    =

                    y

                    +

                    x

                  

                

                

                  

                    x

                    ⋅

                    y

                    =

                    y

                    ⋅

                    x

                  

                

              

              \begin{matrix}

x + y = y + x \\

x \cdot y = y \cdot x \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            Proprietà di identità:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    +

                    0

                    =

                    x

                  

                

                

                  

                    x

                    ⋅

                    1

                    =

                    x

                  

                

              

              \begin{matrix}

x + 0 = x \\

x \cdot 1 = x \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            Proprietà distributiva:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                  

                    x

                    ⋅

                    

                      (

                      y

                      +

                      z

                      )

                    

                    =

                    

                      (

                      x

                      ⋅

                      y

                      )

                    

                    +

                    

                      (

                      x

                      ⋅

                      z

                      )

                    

                  

                

                

                  

                  

                    x

                    +

                    

                      (

                      y

                      ⋅

                      z

                      )

                    

                    =

                    

                      (

                      x

                      +

                      y

                      )

                    

                    ⋅

                    

                      (

                      x

                      +

                      z

                      )

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & x \cdot (y + z) = (x \cdot y) + (x \cdot z) \\

 & x + (y \cdot z) = (x + y) \cdot (x + z) \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            Proprietà di complementarietà:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    +

                    

                      x

                      ‾

                    

                    =

                    1

                  

                

                

                  

                    x

                    ⋅

                    

                      x

                      ‾

                    

                    =

                    0

                  

                

              

              \begin{matrix}

x + \bar{x} = 1 \\

x \cdot \bar{x} = 0 \\

\end{matrix}

            

          

        


        Si possono inoltre dimostrare i seguenti teoremi


        

          	

            Idempotenza:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    +

                    x

                    =

                    x

                  

                

                

                  

                    x

                    ⋅

                    x

                    =

                    x

                  

                

              

              \begin{matrix}

x + x = x \\

x \cdot x = x \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            Dominanza:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                  

                    x

                    ⋅

                    0

                    =

                    0

                  

                

                

                  

                  

                    x

                    +

                    1

                    =

                    1

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & x \cdot 0 = 0 \\

 & x + 1 = 1 \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            Assorbimento:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                  

                    x

                    +

                    

                      (

                      x

                      ⋅

                      y

                      )

                    

                    =

                    x

                  

                

                

                  

                  

                    x

                    ⋅

                    

                      (

                      x

                      +

                      y

                      )

                    

                    =

                    x

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & x + (x \cdot y) = x \\

 & x \cdot (x + y) = x \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            Involuzione:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    ‾

                  

                  ¯

                

                =

                x

              

              \overline{\bar{x}} = x

            

          

        


        

          	

            Associatività:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    +

                    

                      (

                      y

                      +

                      z

                      )

                    

                  

                  

                    

                    =

                    

                      (

                      x

                      +

                      y

                      )

                    

                    +

                    z

                  

                

                

                  

                    x

                    ⋅

                    

                      (

                      y

                      ⋅

                      z

                      )

                    

                  

                  

                    

                    =

                    

                      (

                      x

                      ⋅

                      y

                      )

                    

                    ⋅

                    z

                  

                

              

              \begin{matrix}

x + (y + z) & \  = (x + y) + z \\

x \cdot (y \cdot z) & \  = (x \cdot y) \cdot z \\

\end{matrix}

            

          

        


        

          	

            

              Consenso:


          


        


        

          

            

              

                

                  

                    x

                    ⋅

                    y

                    +

                    

                      x

                      ‾

                    

                    ⋅

                    z

                    +

                    y

                    ⋅

                    z

                    =

                    x

                    ⋅

                    y

                    +

                    

                      x

                      ‾

                    

                    ⋅

                    z

                  

                

                

                  

                    

                      (

                      x

                      +

                      y

                      )

                    

                    ⋅

                    

                      (

                      

                        x

                        ‾

                      

                      +

                      z

                      )

                    

                    ⋅

                    

                      (

                      y

                      +

                      z

                      )

                    

                    =

                    

                      (

                      x

                      +

                      y

                      )

                    

                    ⋅

                    

                      (

                      

                        x

                        ‾

                      

                      +

                      z

                      )

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

x \cdot y + \bar{x} \cdot z + y \cdot z = x \cdot y + \bar{x} \cdot z \\

(x + y) \cdot (\bar{x} + z) \cdot (y + z) = (x + y) \cdot (\bar{x} + z) \\

\end{matrix}

            

          

        


        TABELLA 1.3 Operatori algebrici.


        

          

            

            

          

          

            

              	Operatori di algebra degli insiemi

              	Operatori di algebra logica binaria

            


            

              	Unione

              	OR Somma logica (+)( + )


            


            

              	Intersezione

              	AND Prodotto logico (⋅)( \cdot )


            


            

              	Complementazione

              	NOT Negazione (−( - oppure ∼)\sim )


            


          

        


        Tabella 1.4 Operazioni logiche di base.


        

          

            

            

            

          

          

            

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟏

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{1}

                  

                

              

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟐

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{2}

                  

                

              

              	OR

            


            

              	0

              	0

              	0

            


            

              	0

              	1

              	1

            


            

              	1

              	0

              	1

            


            

              	1

              	1

              	1

            


          

        


        

          

            

            

            

          

          

            

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟏

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{1}

                  

                

              

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟐

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{2}

                  

                

              

              	AND

            


            

              	0

              	0

              	0

            


            

              	0

              	1

              	0

            


            

              	1

              	0

              	0

            


            

              	1

              	1

              	1

            


          

        


        

          

            

            

          

          

            

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟏

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{1}

                  

                

              

              	NOT

            


            

              	0

              	1

            


            

              	1

              	0

            


          

        


        

          Anche il principio di dualità può essere riformulato. Partendo da una funzione composta da variabili booleane, costanti, operatori e parentesi, è possibile generare la funzione duale con le seguenti regole:


        lasciare invariate le parentesi;


        sostituire variabili e costanti con le loro negazioni;


        sostituire gli operatori OR con AND;


        sostituire gli operatori AND con OR.


        La formulazione del teorema di De Morgan in questo caso diventa:


        

          

            

              

                

                  

                  

                    

                      

                        x

                        ⋅

                        y

                      

                      ¯

                    

                    =

                    

                      x

                      ‾

                    

                    +

                    

                      y

                      ‾

                    

                  

                

                

                  

                  

                    

                      

                        x

                        +

                        y

                      

                      ¯

                    

                    =

                    

                      x

                      ‾

                    

                    ⋅

                    

                      y

                      ‾

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & \overline{x \cdot y} = \bar{x} + \bar{y} \\

 & \overline{x + y} = \bar{x} \cdot \bar{y} \\

\end{matrix}

            

          

        


      


      

        Altre operazioni logiche


        Riprendendo la definizione di operatori algebrici funzionalmente completi, risulta che l'insieme degli operatori {+,⋅,−}\left\{ + , \cdot ,\ ^{-} \right\} è funzionalmente completo, come anche gli insiemi {+,−}\left\{ + ,\ ^{-} \right\}e {⋅,−}\left\{ \cdot ,\ ^{-} \right\}, secondo il teorema di De Morgan.


        Ciò suggerisce di introdurre due operatori, detti NOR (↓)( \downarrow ) e NAND (|), ciascuno dei quali è funzionalmente completo dal momento che è in grado di sostituire gli operatori di base dell'algebra booleana. La definizione è data in tab. 1.5.


        Come suggerisce il nome, questi operatori rappresentano rispettivamente la complementazione di OR e AND. Risulta pertanto, secondo il teorema di De Morgan:


        

          

            

              

                

                  

                  

                    x

                    ↓

                    y

                    =

                    

                      

                        x

                        +

                        y

                      

                      ¯

                    

                    =

                    

                      x

                      ‾

                    

                    ⋅

                    

                      y

                      ‾

                    

                  

                

                

                  

                  

                    x

                    ∣

                    y

                    =

                    

                      

                        x

                        ⋅

                        y

                      

                      ¯

                    

                    =

                    

                      x

                      ‾

                    

                    +

                    

                      y

                      ‾

                    

                  

                

              

              \begin{matrix}

 & x \downarrow y = \overline{x + y} = \bar{x} \cdot \bar{y} \\

 & x \mid y = \overline{x \cdot y} = \bar{x} + \bar{y} \\

\end{matrix}

            

          

        


        Si utilizza anche un altro operatore, detto OROR esclusivo o XOR (≈)( \approx ), al fine di definire l'operazione di addizione binaria (modulo 2). La definizione è data in tab. 1.6.


        TABELLA 1.5 Definizione di NOR e NAND.


        

          

            

            

            

          

          

            

              	x1

              	

                

                  

                    

                      x

                      2

                    

                    x2

                  

                

              

              	NOR

            


            

              	0

              	0

              	1

            


            

              	0

              	1

              	0

            


            

              	1

              	0

              	0

            


            

              	1

              	1

              	0

            


          

        


        

          

            

            

            

          

          

            

              	

                

                  

                    

                      x

                      1

                    

                    x1

                  

                

              

              	

                

                  

                    

                      x

                      2

                    

                    x2

                  

                

              

              	NAND

            


            

              	0

              	0

              	1

            


            

              	

                0

              	1

              	1

            


            

              	1

              	0

              	1

            


            

              	1

              	1

              	0

            


          

        


        Un utilizzo pratico dell'operatore XOR è il confronto di due variabili; infatti il risultato dell'operazione è 1 se e solo se le due variabili in ingresso sono diverse. Analogamente si può definire un operatore XNOR come complementazione di XOR.


        Nella fig. 1.5 sono rappresentati i simboli normalmente usati in elettronica digitale per i circuiti che realizzano le funzioni logiche definite dagli operatori prima descritti. Tali circuiti vengono detti porte logiche.


        TABELLA 1.6 Definizione di OR esclusivo.


        

          

            

            

            

          

          

            

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟏

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{1}

                  

                

              

              	

                

                  

                    

                      𝐱

                      𝟐

                    

                    \mathbf{x}\mathbf{2}

                  

                

              

              	XOR

            


            

              	0

              	0

              	0

            


            

              	0

              	1

              	1

            


            

              	1

              	0

              	1

            


            

              	1

              	1

              	0

            


          

        


      


    


  

    

      3. STRUTTURE ALGEBRICHE


    


  

    

      3.1. Gruppo


      Si chiama gruppo un insieme GG in cui è definita un'operazione, nel seguito indicata con il simbolo *, tale che, se a,ba,b, cc sono elementi di GG, allora:


      

        

          

            

              

                (

                

                  a

                  *

                

                b

                )

              

              *

              c

              =

              

                a

                *

              

              

                (

                

                  b

                  *

                

                c

                )

              

            

            \left( a^{*}b \right)*c = a^{*}\left( b^{*}c \right)

          

         (proprietà associativa);


      esiste in GG un elemento uu (detto elemento neutro o elemento unità) tale che a*u=u*a=aa^{*}u = u^{*}a = a per ogni aa appartenente a GG;


      per ogni aa appartenente a GG esiste a′a^{'} (e si chiama elemento inverso di aa ) tale che a*a′=a*a=ua^{*}a^{'} = a^{*}a = u.


      Il gruppo GG si dice poi abeliano o commutativo se vale la proprietà (commutativa):


      

        	

          

            

              

                

                  

                    a

                    *

                  

                  b

                  =

                  

                    b

                    *

                  

                  a

                

                a^{*}b = b^{*}a

              

             per ogni a,ba,b appartenente a GG.


        


      


      Formano un gruppo commutativo rispetto all'ordinaria operazione di addizione i numeri interi relativi, i numeri razionali, i numeri reali, i numeri complessi. L'insieme dei numeri razionali [dei reali, dei complessi] privato dello zero, forma un gruppo commutativo anche rispetto all'ordinaria operazione di prodotto; invece l'insieme dei numeri interi relativi privato dello zero non è un gruppo rispetto al prodotto in quanto non vale per esso la proprietà 3).


      

        [image: ]

      


      FIGURA 1.5 Porte logiche.


      In ogni gruppo vi è un solo elemento neutro rispetto all'operazione fissata e ogni elemento ammette un solo inverso.


      Un gruppo formato solo da un numero finito di elementi si dice gruppo finito e il numero degli elementi si dice ordine del gruppo.


    


  

    

      3.2. Campo


      Si chiama campo un insieme CC in cui sono definite due operazioni somma (+) e prodotto (*), tali che:


      

        

          

            C

            C

          

         è un gruppo commutativo rispetto alla somma;


      

        

          

            C

            C

          

        , privato dello zero, ossia dell'elemento neutro rispetto alla somma, forma un gruppo commutativo rispetto al prodotto;


      valgono le proprietà distributive del prodotto rispetto alla somma, ossia, per ogni a,b,ca,b,c appartenenti a CC, si ha:


      

        

      


      

        

          

            

              

                

                  (

                  a

                  +

                  b

                  )

                

                *

              

              c

              =

              

                a

                *

              

              b

              +

              

                b

                *

              

              c

            

            (a + b)^{*}c = a^{*}b + b^{*}c

          

        

        

          

            

              

                a

                *

              

              

                (

                b

                +

                c

                )

              

              =

              

                a

                *

              

              b

              +

              

                a

                *

              

              c

            

            a^{*}(b + c) = a^{*}b + a^{*}c

          

        

      


      Gli insiemi dei numeri razionali, dei reali, dei complessi formano un campo rispetto alle operazioni tradizionali di somma e prodotto.


    


  

    

      3.3. Spazio vettoriale


      Si chiama spazio vettoriale reale un insieme VV di elementi x,y,…x,y,\ldots, chiamati vettori, per i quali è possibile definire un'operazione di somma e un'operazione di moltiplicazione per scalari tale che per ogni x,yx,y appartenenti a VV e per ogni λ\lambda, μ\mu reali si abbia:


      

        

          

            V

            V

          

         ha la struttura di gruppo commutativo rispetto alla somma;


      

        

          

            

              λ

              

                (

                x

                +

                y

                )

              

              =

              λ

              x

              +

              λ

              y

            

            \lambda(x + y) = \lambda x + \lambda y

          

        

      


      

        

          

            

              

                (

                λ

                +

                μ

                )

              

              x

              =

              λ

              x

              +

              μ

              x

            

            (\lambda + \mu)x = \lambda x + \mu x

          

        

      


      

        

          

            

              1

              ⋅

              x

              =

              x

            

            1 \cdot x = x

          

        

      


      

        

          

            

              λ

              

                (

                μ

                x

                )

              

              =

              

                (

                λ

                μ

                )

              

              x

            

            \lambda(\mu x) = (\lambda\mu)x

          

        .


      Per esempio formano uno spazio vettoriale reale:


      a) l'insieme dei numeri reali;


      b) l'insieme dei numeri complessi;


      c) l'insieme delle ennuple di numeri reali;


      d) l'insieme delle ennuple di numeri complessi;


      e) l'insieme dei polinomi a0xn+…+an−1x+ana_{0}x^{n} + \ldots + a_{n - 1}x + a_{n} di grado nn a coefficienti reali;


      f) l'insieme delle funzioni a valori reali definite in un insieme II con le abituali operazioni di somma e moltiplicazione per scalari.


      Dati nn vettori v1,…,vnv_{1},\ldots,v_{n} e nn numeri reali λ1,…,λn\lambda_{1},\ldots,\lambda_{n}, l'elemento


      

        

          

            

              w

              =

              

                λ

                1

              

              

                v

                1

              

              +

              …

              +

              

                λ

                n

              

              

                v

                n

              

            

            w = \lambda_{1}v_{1} + \ldots + \lambda_{n}v_{n}

          

        

      


      si dice combinazione lineare degli nn vettori dati.


      I vettori v1,…,vnv_{1},\ldots,v_{n} si dicono linearmente dipendenti se esiste una ennupla non nulla di numeri reali λ1,…,λn\lambda_{1},\ldots,\lambda_{n} tale che:


      

        

          

            

              

                λ

                1

              

              

                v

                1

              

              +

              …

              +

              

                λ

                n

              

              

                v

                n

              

              =

              0

            

            \lambda_{1}v_{1} + \ldots + \lambda_{n}v_{n} = 0

          

        

      


      In caso contrario i vettori v1,…,vnv_{1},\ldots,v_{n} si dicono linearmente indipendenti.


Lo spazio vettoriale VV ha dimensione finita nn se:


      esistono in VnVn vettori linearmente indipendenti;


      ogni altro elemento di VV può ottenersi come combinazione lineare di questi ultimi.


      In tal caso ogni insieme costituito da nn vettori linearmente indipendenti si chiama base dello spazio vettoriale VV.


      In riferimento agli esempi citati, gli insiemi aa ), ... e) sono spazi a dimensione finita, mentre ff ) ha dimensione infinita. Precisamente aa ) ha dimensione 1,b1,b ) ha dimensione 2,c2,c ) ha dimensione n,dn,d ) ha dimensione 2n,e2n,e ) ha dimensione n+1n + 1.


    


  

    

      3.4. Applicazioni lineari


      

        Siano XX e YY due spazi vettoriali a dimensione finita nn e mm rispettivamente. Si chiama applicazione lineare da XX in YY, e si indica con LL, una legge che associa a ogni vettore xx di XX uno e un solo vettore yy di YY tale che per ogni u,vu,v appartenenti a XX e per ogni reale λ\lambda si abbia:


      

        

          

            

              

                

                  L

                  

                    (

                    u

                    +

                    v

                    )

                  

                  =

                  L

                  

                    (

                    u

                    )

                  

                  +

                  L

                  

                    (

                    v

                    )

                  

                

              

              

                

                  L

                  

                    (

                    λ

                    u

                    )

                  

                  =

                  λ

                  L

                  

                    (

                    u

                    )

                  

                

              

            

            \begin{matrix}

L(u + v) = L(u) + L(v) \\

L(\lambda u) = \lambda L(u) \\

\end{matrix}

          

        

      


      Si chiama nucleo di LL, e si indica con Ker LL, l'insieme formato da tutti i vettori xx di XX tali che L(x)=0L(x) = 0; si chiama immagine di LL, e si indica con ImLImL, l'insieme dei vettori yy di YY che provengono da almeno un elemento xx di XX, ossia:


      

        

          

            

              K

              e

              r

              L

              =

              {

              x

              ∈

              X

               tali che 

              L

              

                (

                x

                )

              

              =

              0

              }

            

            KerL = \{ x \in X\text{~tali\ che~}L(x) = 0\}

          

        

      


      

        

          

            

              I

              m

              L

              =

              {

              y

              ∈

              Y

            

            ImL = \{ y \in Y

          

         tali che esiste x∈Xx \in X tale che L(x)=y}L(x) = y\}


      Vale la proprietà dimKerL+dimImL=dimX=ndimKerL + dimImL = dimX = n


      L'applicazione lineare LL si dice iniettiva se KerL={0}KerL = \{ 0\}, suriettiva se ImL=YImL = Y.
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