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6 0
Hfu.o):(': \)

Quindi il punto & di minimo locale e la funzione vale, in tale punto:

f(1,0) = —15.

Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:

IM = {(J: y) € R?:

Si ha che:

Posto:

I punti di estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi
dell’intervallo [-2,2] dove & definita questa nuova funzione. Siccome:

ol(r) = —-2x—-6

Ne segue che non esistono punti stazionari.

Inoltre, essendo la derivata sempre negativa nell’intervallo dato, ne segue
che x=2 & un punto di massimo assoluto e x=-2 di minimo assoluto per
questa funzione.

Quindi (-2,0) ¢ un punto di minimo assoluto per f sul bordo, mentre (2,0) &
un punto di massimo assoluto per f sul bordo. Essendo:

f(2,0) =-12 > —-15 = f(1,0),
Si vede che (1,0) & il punto di minimo assoluto per f sull’intero insieme M.
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Esercizio 10

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di due variabili sull’insieme specificato:

f(z,y) = 32 + 4 ) e R o?

w-12 M- -1<0}

La funzione & di classe (' su R?,

L’insieme dato & compatto.

Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:

m

int(M) = {(.r. y) R?: 22+ ,1/2 < 4}

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vf(x,y)=0

Quindi si ha che:

¢
% (s
dy

af
—(z,y) = 62 — 6, ,Yy) = 8y.

Jdx
L’unico punto stazionario interno ¢ quindi:

(1,0)

Per stabilire se & di massimo o di minimo o di sella, calcoliamo la matrice
hessiana:

Pf

O

(x,y) =0.

Quindi la matrice hessiana nel punto ¢ data da:
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f=0
flx,y,0) =0

Osserviamo che anche i punti
(2,9.0)
22+y?=1

Sono stazionari e di minimo assoluto, ma non sono interni ad M.
Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:

IM = {(.1:,1/;) eR®: a2 +yP+22= 1}4

Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Posto:

g(z,y,2) = .:"2+,1/2+:241.

Si ha che:

L(@,y,2,A) = fla,y.2) — Mgz

1 punti stazionari equivalgono a risolvere:

VL(x,y.2.\) =0.
aL

= > = y22e% — 2\z
U.I'(')"U' 2, ) = yz“e 2\
%[,r.y. 2,A) = 322" — 2)y
£ r,y,2,2) = 22" —2)\z2
Jz

aL - 5
m(vr-y-:w:f(-z-2+!/2+:2—1)
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Esercizio 11

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di tre variabili sull’insieme specificato:

M={@p )R Py 422 <1}

La funzione & di classe ™ 11 RX.

L’insieme dato & compatto.

Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:

int(M) = {(’.r.;/. 2)eR3: 22+ 2 +22< 1}.

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vf(r.y)=0
Quindi si ha che:
jJ(, )= yatem /,U,""’ )= z22 e l,,’rr‘ ——
Quindi:
y=002=0
Vi,yz2)=0 r=002=0

z=0.
1 punti stazionari interni sono:
(z,y,0)
2+y? <1
Tali punti sono di minimo assoluto, in quanto:
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y(1—A) =2 \z (y—ax)(14+X)=0
z(l=X) =2\y — z(l=N)=2\y
224y tay=1 2+ tay=1.

1 punti stazionari di tale funzione sono dunque:

{@,=1;=1), (=1,1,=1)

Visto che si ha:

I primi due punti sono il minimo assoluto, mentre i secondi due & il
massimo assoluto.

Esercizio 9

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di due variabili sull’insieme specificato:

Jap =2+ —a  M={@yR: P+2<1}

La funzione & di classe €' sU ]RQ.
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Si ha che:

Posto:

v = flam

2

plx) = flrylx)=a"—a+1

I punti di estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi
dell’intervallo [-1,1] dove & definita questa nuova funzione.
Siccome:

Studiando il segno della derivata si vede che tale punto & di minimo. Si
tratta di un minimo locale. Agli estremi dell’intervallo si ha:

e(-1)=3
p(l)=1

Quindi x=-1 & un punto di massimo assoluto, mentre x=1 & un punto di
massimo locale. Confrontando i valori dei minimi, si trova che:

1
(3.0)
E un punto di minimo assoluto.
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L’insieme dato & compatto.

Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:

int(M) = {(.r. y) € R?: 22+ !/2 ]}.

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vi(x,y)=0
Quindi si ha che:
of ) f
',—'f(.r.;/) =4z -1, i(.r,y) =2y.
ox dy

L’unico punto stazionario interno ¢ quindi:

(3,0).

Per stabilire se & di massimo o di minimo o di sella, calcoliamo la matrice
hessiana:

Quindi la matrice hessiana nel punto ¢ data da:

1 4 0
(f{—.0) = )
w(59)=(0 2)
Quindi il punto & di minimo locale e la funzione vale, in tale punto:
f (51») S

Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:
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Quindi i primi due punti sono di minimo assoluto, mentre i secondi due di
massimo assoluto.

Esercizio 7

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di due variabili sull’insieme specificato:

el @-1)2+(y-2

flay) @+t M

20 ||}

" 2
La funzione & di classe €™ 511 R”,
L’insieme dato & compatto.
Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.
Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per trovare questi
punti.
Posto:

gl.y) = (x =12+ (y — 2)> = 20,
Cerchiamo i punti stazionari della funzione:

Lix,y,

Cio vuol dire che:

VL(z,y,A\) =0.

Ossia:

668





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_27.jpg
26 — Funzioni reali multivariabili Parte seconda

11 primo punto & il massimo assoluto, mentre il secondo & il minimo
assoluto.

Esercizio 6

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di due variabili sull’insieme specificato:

Sl = a2+ g2+

M= {(., eR: o4y

La funzione & di classe €™ 5u ]RZ.

L’insieme dato & compatto.

Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.

Si ha:

2 =9— vz/Q

Posto:

Si vede che:

11}\;[\.(;: 1l1=¢p

Cio vuol dire che:
inf=2= f(£3.0).
ll{llll f(£3,0)
ax f = = f(0,+£3).
I)?‘}\‘ 11 J(0,+£3)
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Esercizio 8

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di due variabili sull’insieme specificato:

fla,y) ==y M= {(.,-_ PR 22 2y 1:0}

La funzione & di classe ¢'™ Su JRZ.

L’insieme dato & compatto (si verifica che € chiuso e limitato utilizzando
le proprieta topologiche della complementarieta).

Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.

Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per trovare questi
punti.

Cerchiamo i punti stazionari della funzione:

L(w,5,A) = flog) = Aglasy) =y — A (22 + 5% + 2y — 1),
Cio vuol dire che:

VL(z,y,\) = 0.

Ossia:

or
:—L(.I'A‘Z/. AN)=y— A2z +vy)

(24

oL

—(z,y,A) = — ANz +2y)

Jdy

oL . 5

“,\(.l'.}/. A)=-— ( Lyt 4oy — 1).

Sviluppando i conti si ha:
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ﬁ(.r.y.A) 2Nz —1)
dx
)
'-.5(-12!/- A) =2y -2y —2)
dy
oL 2 2
—(z =—|(z—1)? —2)2 -2
i))\(.l.!/.)\) (r—=1)"+(y—2)" —20|.
Sviluppando i conti si ha:
r(l—A)=—-A
y(1—2X)=-A =

1 punti stazionari di tale funzione sono dunque:

(-1.-2.1)
(3.6.3)

Ritornando alla funzione di partenza, i punti stazionari sono:

(-1,
(3,6)

=Y
2)

Visto che si ha:

11 primo punto & il minimo assoluto, mentre il secondo & il massimo
assoluto.
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g(z,y,2) =22 +y2+¢ = 10,

1 punti stazionari equivalgono a risolvere:

VL(x,y,2,\)=0.

oL ;

—(z,¥,2,A) =2z — 2\z

dx

oL .
—(z,y,2,\) = —siny — 2y
dy

(z,y,2,A) = —2\ze”
— (1.2, \) = — (.:'2 +y0+ e ]())
Facendo i conti si ha:

22(1—\) =0

2 \y +siny =0
Az=0

a2+ yQ + e = 10.

1 punti stazionari di tale funzione sono:

(0,0.410g10,0), (0.43,0.~Lsin3), (£3.0,0,1)

1 punti stazionari di f sono quindi:

(0,0, £Iog 10), (0,+3,0,)
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Mentre i minimi assoluti:

Per quanto concerne i punti:

8- -

Notiamo che, in base alla scelta degli intorni, valgono entrambe le
relazioni seguenti:

flx,y.0) — f(1,2,0) =y —2 < 0.

f(Ly,2) = f(1,2,0) = yy/ -22>0.

E quindi tali punti non sono n€ di massimo n€ di minimo.

Esercizio 14

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di tre variabili sull’insieme specificato:

Sl 2) =2 +emy M= {\'.r.u. DeR: Pyt e’ =10}

La funzione & di classe €'~ S R

L’insieme M ¢ chiuso e limitato, quindi compatto.

Si puod applicare il teorema di Weierstrass per cui la funzione ammette
massimo e minimo.

Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Posto:
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L’insieme M & chiuso e illimitato, quindi non si puo applicare il teorema di
Weierstrass.

Nonostante cio, ricorrendo alla definizione di limite, possiamo scrivere
che:

(z,y,2) €M
0 o o, = [flzyz)<e
x*+y*+2°> R

La funzione f & simmetrica in M rispetto ai piani x-y=1 e x+y=1 ossia:

fy,z,2) = f(-y,—=z,2

In altre parole, se dimostriamo che esiste un massimo, dovra anche esistere
un minimo.
Preso un qualunque valore R, si puo scrivere che:

= F(3,4;2)<E

L’intersezione tra M e un insieme siffatto:

{

E’ un insieme compatto e non vuoto, inoltre contiene il punto in questione.
In questo insieme, si puo applicare il teorema di Weierstrass per cui la
funzione ammette massimo e minimo.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:

Y 1 }
Y- < .
Y1122

R 224 422 < 1?2}

int(M) = {1.:'4/. 2) e R*:

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vi(z,y)=0

Quindi si ha che:
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£3.0.0;

Si ha che:

70,0, £TogT0) =1 £(0,23,0)=cos3,  f(£3,0,0) =10

Pertanto, i massimi assoluti sono:

.0.0)
Mentre i minimi assoluti:
(0,£3,0)
Per quanto concerne i punti:
(0.0, £/Iog 10)

Notiamo che, in base alla scelta degli intorni, valgono entrambe le
relazioni seguenti:

£00,4.2) = £(0.0,v/10g10) = cosy — 1 < 0.

fla,0,2) = f (ll.l).\/log 10) —a22>0

E quindi tali punti non sono n€ di massimo né di minimo.

Esercizio 15

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di tre variabili sull’insieme specificato:

J[*{

> su R*

La funzione & di classe
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1 punti stazionari di f sono quindi:

(0,0,+1), (n.ﬂ:fz.:

(

Lv2.0,+£V3

Si ha che:

f (u.ivﬁ. v:';) =f (iviu.—ﬁ) =— ‘

f (l). +V?2, 7\/3) =f (:I: V2,0, \zﬁ;) = :

Pertanto, i massimi assoluti sono:

(o,

Mentre i minimi assoluti:

(UA +3,

Esercizio 13

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di tre variabili sull’insieme specificato:

1+22

fla,yz)=yv1122 HECES VRl

La funzione & di classe €™ 51 by

L’insieme M ¢ compatto.

Si puod applicare il teorema di Weierstrass per cui la funzione ammette
massimo e minimo.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:
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22— 2241,

gy, 2) =

,2) = Ag(z,

1 punti stazionari equivalgono a risolvere:

VL(z,y,2,\) =0.

Facendo i conti si ha:

1 punti stazionari di tale funzione sono:

(0.0.1.0). (0,0,-1.0), (\r,

(e g 1 B o
0.4v2,~v3 i) (va.u. V3
\ 3V3 :
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Q—C(.:'.!/. 2,A\)==2\z—-1)

Ox

£(1 Y. 2 A) = V1422 -2y
(}E Yz

— 2, A —_— -2\
27 &Y 5 A) = i

L

,ﬁ(""”':‘M ((1 —1)2+ 42+ 22 4)

Facendo i conti si ha:

AMz—=1)=0
V1422 =2)\y
:( l’ljr:r2 _2/\) =

(x =172+ + 22

1 punti stazionari di tale funzione sono:

(20 (mot)e (WEED. (

1 punti stazionari di f sono quindi:

(1,42,0) (1 4 li\ﬁ)

Si ha che:
£(1,2,0)=2, f(1.—2,0)=—2,
()5 1l

Pertanto, i massimi assoluti sono:
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int(M) = {(.r.;/. NeR3: (x-12+y2+22< 1},

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vi(xz,y)=0.
Quindi si ha che:
L D=vitE  Hyy-L
o 9z V1122

La funzione non ammette punti stazionari quindi nemmeno massimi e
minimi.

Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:

OM = {(,1‘.1/. NelR: (x-12+y2+22= .1}_

Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Posto:

g(x,y,2) = (=1)>+y*+2
Si ha che:

L(wyg.z,A) = [(x,y,2) — Aglayy.z) = yV/1 1 22 ,\(\. 124?22 4).

1 punti stazionari equivalgono a risolvere:

VL(z,y,2,\) =0.
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L’insieme M ¢ chiuso e illimitato, quindi non si puo applicare il teorema di
Weierstrass.

Nonostante cio, ricorrendo alla definizione di limite, possiamo scrivere
che:

(z,y,2) e M

22 +y? + 2
La funzione f & simmetrica in M rispetto al piano xy ossia:
fx,y,—2) = —f(z,y,2).

In altre parole, se dimostriamo che esiste un massimo, dovra anche esistere
un minimo.
Preso un qualunque valore R, si puo scrivere che:

(z,y,2) e M

+y2+22>R?
L’intersezione tra M e un insieme siffatto:
{(.r.,z/. eRP: 22442422 < I?“‘}

E’ un insieme compatto e non vuoto, inoltre contiene il punto in questione.
In questo insieme, si pud applicare il teorema di Weierstrass per cui la
funzione ammette massimo e minimo.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:

int(M) = {(,r. Yy, z) € R*: 22+ Y <

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vf(xz,y)=0.

Quindi si ha che:
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Facendo i conti si ha:

1 punti stazionari di tale funzione sono:

(£1,0,0,1), (0,%£1,0,1), (0,0,£1,1), (2,4,0,0)
24y =1

1 punti stazionari di f sono quindi:

(0,0,+£1)
(z,y,0) 22 & 112 =1

1 primi sono i punti di massimo assoluto, mentre ritroviamo i secondi
come quelli di minimo assoluto.

Esercizio 12

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di tre variabili sull’insieme specificato:

M= {(.:.,u” €

La funzione & di classe '

dom (f) = {(.:u;ﬁ HNeR: 2 # l)}.
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af _ o af 2y of _
9 y.z)= L,U(r yz)=—"3 3 (z.9,2) =
Quindi:

x=0
Vi(x,y,2)=0 <

1 punti stazionari interni sono:

(0,0,2)
[z] > 1
Osserviamo che anche i punti
(0,0,+1)

Sono stazionari, ma non sono interni ad M.
Tutti questi punti non sono n€ di minimo n€ di massimo, difatti:

£(0,0,2) =0

|2 > 1

Ma vale anche:
f(0,y,2) <0< f(z.,0,2).
Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:

OM = {(.r.;/.‘,) eR?: 24 4y2=22— J}.

Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Posto:

680





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_7.jpg
Indice analitico

Implicazioni geometriche
Applicazioni
Esercizi

17 - CALCOLO INTEGRALE
Definizione

Proprieta e teoremi

Applicazioni geometriche

Funzione integrale e teoremi
Integrali indefiniti e integrali notevoli
Metodi di integrazione

Integrali impropri

Esercizi

18 - STUDIO DI FUNZIONI A VARIABILE REALE
Schema per lo studio di funzioni

Studio delle funzioni integrali

Esercizi

19 - SUCCESSIONI E SERIE NUMERICHE
Successioni

Serie

Operazioni

Serie notevoli

Criteri di convergenza

Esercizi

20 - SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI
Successione e serie di funzioni
Esercizi

21 - SERIE DI POTENZE, DI TAYLOR E DI FOURIER
Serie di potenze

Serie di Taylor e di Maclaurin

Serie di Fourier

Esercizi

22 - VETTORI E MATEMATICA VETTORIALE
Definizione di vettore

Operazioni sui vettori

Spazi vettoriali

Operazioni sugli spazi vettoriali

Esercizi

vii

347
349
349

369
369
370
371
372
372
374
375
317

433
433
438
439

457
457
458
459
460
461
463

491
491
492

519
519
521
523
524

555
555
555
557
559
563





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_13.jpg
Indice analitico

52 - TEORIA DEI NUMERI
Definizioni

Aritmetica modulare
Teoremi notevoli

Tipologie di numeri
Funzioni e altri teoremi
Congetture

53 - LOGICA MATEMATICA AVANZATA

Teoria degli ordini

Aritmetica di Robinson e di Peano

Sistemi assiomatici

Teoria assiomatica degli insiemi

Teoremi di Godel
Paradossi e antinomie
Altri sistemi logici

xidi

1421
1421
1421
1422
1424
1426
1428

1431
1431
1433
1434
1435
1438
1440
1441





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_8.jpg
Indice analitico

23 - MATRICI E MATEMATICA MATRICIALE
Definizioni di matrice

Operazioni e proprieta

Calcolo matriciale

Algebra lineare

Matrici diagonalizzabili e forme canoniche
Esercizi

24 - GEOMETRIA ANALITICA AVANZATA
Generalizzazione della geometria analitica nel piano
11 piano nello spazio

La retta nello spazio

Superfici nello spazio

Le quadriche

Altre superfici

Geometria proiettiva

Esercizi

25 - GEOMETRIE NON EUCLIDEE
Introduzione

Geometria ellittica

Geometria sferica

Geometria iperbolica

Geometria proiettiva

26 - FUNZIONI REALI MULTIVARIABILI
Introduzione

Operazioni

Jacobiano, hessiano e algebra del nabla

Ricerca dei punti stazionari e metodo dei moltiplicatori di
Lagrange

Funzioni implicite

Esercizi

27 - GEOMETRIA DIFFERENZIALE
Introduzione

Operazioni

Forme differenziali

Curve

Integrale di linea

Algebra del nabla in tre dimensioni
Esercizi

28 - CALCOLO INTEGRALE MULTIVARIABILE
Introduzione

viii

579
579
579
580
584
585
588

613
613
619
620
621
624
628
629
630

649
649
651
652
653
654

655
655
655
658
661

661
662

695
695
695
696
697
700
701
703

741
741





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_12.jpg
Indice analitico

47 - PROCESSI STOCASTICI 1345
Definizioni 1345
Catene di Markov e altri processi 1346
Esercizi 1349
48 - ALGEBRA AVANZATA 1365
Introduzione e definizioni 1365
Tipologie di algebra 1366
49 - STRUTTURE ALGEBRICHE 1371
Introduzione e definizioni 1371
Teoria delle categorie e caratteristica di Eulero 1372
Gruppi e teoria dei gruppi 1373
Semigruppi, gruppoidi, quasi gruppi e loop 1378
Monoidi, reticoli. magmi 1379
Anelli 1379
Corpi e campi 1382
50 - TEORIA DI GALOIS 1385
Polinomi simmetrici e moduli di Cauchy 1385
Relazioni simmetriche 1386
Gruppo di Galois 1387
Moduli fondamentali e riduzione del gruppo di Galois 1388
Proprieta del gruppo di Galois 1390
Estensione per gruppi abeliani e gruppi primitivi 1390
Equazioni binomie 1391
Risolubilita per radicali 1392
Teorema fondamentale 1393
11 problema inverso di Galois 1394
Altri risultati 1394
Risoluzione di equazioni di secondo grado 1395
Risoluzione di equazioni di terzo grado 1396
Risoluzione di equazioni di quarto grado 1397
Teorema di Ruffini-Abel 1397
Monodromia 1398
Visione topologica 1398
Risultati della teoria topologica 1400
Esercizi 1401
51 - GEOMETRIA COMBINATORIA 1415
Introduzione 1415
Grafi 1415
Alberi 1418





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_5.jpg
Indice analitico

Ellisse 139
Iperbole 141
Considerazioni generali sulle coniche 144
Esercizi 144
9 - FUNZIONI GONIOMETRICHE E TRIGONOMETRIA 179
Goniometria: definizioni 179
Misura degli angoli 179
Proprieta di seno e coseno 180
Tangente goniometrica 182
Formule goniometriche notevoli 183
Equazioni e disequazioni goniometriche 186
Funzioni goniometriche reciproche 186
Funzioni goniometriche inverse 186
Applicazioni 188
Trigonometria 189
Teoremi trigonometrici 189
Risoluzione di triangoli 190
Esercizi 191
10 - FUNZIONI ESPONENZIALI, LOGARITMICHE E 233
IPERBOLICHE

Funzioni esponenziali 233
Equazioni e disequazioni con le funzioni esponenziali 234
Applicazioni delle funzioni esponenziali 234
Funzioni logaritmiche 235
Equazioni e disequazioni con le funzioni logaritmiche 237
Applicazioni delle funzioni logaritmiche 237
Funzioni iperboliche 237
Applicazioni delle funzioni iperboliche 240
Esercizi 241
11 - TEORIA DELLE FUNZIONI 259
Definizioni 259
Esercizi 261
12 - NUMERI COMPLESSI 275
Introduzione e proprieta 275
Operazioni 276
Forma esponenziale dei numeri complessi 217
Rappresentazione geometrica dei numeri complessi 280
Insieme dei numeri complessi 281
Applicazioni 282
Equazioni algebriche di secondo grado 282
Equazioni algebriche di terzo grado 282

v





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_15.jpg
26 — Funzioni reali multivariabili Parte seconda

26

FUNZIONI REALI MULTIVARIABILI

Introduzione

Le funzioni di variabile reale a piu variabili sono un’estensione di quanto
detto per le funzioni reali ad una variabile.

Rimangono valide quasi tutte le proprieta citate per le funzioni ad una
variabile (come ad esempio I'iniettivita, la suriettivita e la biietivita),
tranne la proprieta di ordinamento che non & definibile.

11 dominio di una funzione a piti variabili & dato dal prodotto cartesiano dei
domini calcolati sulle singole variabili.

Un insieme di livello, o curva di livello, ¢ I'insieme dei punti tali per cui
vale:

L’insieme di livello con ¢=0 serve per analizzare il segno della funzione
nel dominio.

Operazioni

La definizione topologica di limite & uguale a quella data per le funzioni
ad una variabile, la definizione metrica si modifica in tale modo:

v£>0,35(c.P,) >0:d(P,P)< 5=

f(P)-L|<s

11 limite esiste se il suo valore non dipende dalla direzione secondo la
quale & calcolato.
Allo stesso modo si ragiona per la continuita.
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2
Ty

fle,y) =

r—logy

11 dominio & dato dal denominatore diverso da zero e dell’argomento del
logaritmo maggiore di zero, quindi:

dom(f) = {(z.y) €R?: y >0, x #logy}.
Le derivate parziali sono semplicemente:

of y2logy
—(z,y) =
dr

(z —logy)?

i)f'( ) xy(2x — 2logy + 1)
ay (x —logy)?

Esercizio 4

Determinare il dominio e le derivate parziali della seguente funzione:

11 dominio & dato dal denominatore diverso da zero e dal radicando
maggiore o uguale a zero, quindi:

dom(f) ={(z,y) eR?*: x#y, y<a?},

Le derivate parziali sono semplicemente:

4‘)]‘( ) 2y
L A =, ‘08
e G e CO!
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of
Jdr

ycosa

Esercizio 2
Determinare il dominio e le derivate parziali della seguente funzione:

Yy

flx,y) =tan =
X

11 dominio ¢ dato dal denominatore diverso da zero e dall’argomento della
tangente diverso da 90° e suoi multipli, quindi:

dom(f) = {[.r.,z/) ERY: s #£0,y# (% + )‘:T‘)

Le derivate parziali sono semplicemente:

ﬂ( r_,(/) = (1 + t“n%)

ox ™

aof 1 i
W(.;A;/) = (1 + t(nn»l)

Esercizio 3

Determinare il dominio e le derivate parziali della seguente funzione:
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L
(—(ny.)\) =1-2\z

ox

i.))—fl:([r.y./\) =1-2\y

oL, 9 9

J(J.y.)\) = = (J Y — l).

Sviluppando i conti si ha:
2l =1
20y=1

2?4yt =1

1 punti stazionari di tale funzione sono dunque:

Ritornando alla funzione di partenza, i punti stazionari sono:

Visto che si ha:
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i)f( ) 2x z+y 1

—(z.y — oS

Dy (x —y)? T—Y 22—y
Esercizio 5

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di due variabili sull’insieme specificato:

flr,y)=a+uy, M= {(.r. y) € R?: 22+ v = 1}

La funzione & di classe O su IR”,

L’insieme dato & compatto.

Per il teorema di Weierstrass esistono massimo e minimo della funzione
nell’insieme.

Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per trovare questi
punti.

Posto:

24y2-1

Cerchiamo i punti stazionari della funzione:

L(y.N) = f(z.y) = Mlr.g) = +y =2 (22 + 2 1)

Cio vuol dire che:

VL(z,y,A\) =0.

Ossia:
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Tale teorema fornisce quindi una condizione sufficiente per
I"esplicitazione delle funzioni implicite.

In pitt dimensioni, le variabili della funzione possono essere divise in due
blocchi, uno fino al grado n-esimo e uno fino al grado m-esimo, come di
seguito:

(53)= (5 %y,

La matrice jacobiana calcolata nell’insieme aperto n+m-dimensionale pud
essere divisa in due blocchi, ricordando la divisione delle variabili:

J(a.b)=[X|7]

Avendo supposto che X sia invertibile.

Il teorema delle funzioni implicite afferma che esiste un’unica
esplicitazione della funzione f(x,y)=0. Tale funzione g(y)=x &
differenziabile con continuita e vale la relazione:

Esercizi

Esercizio 1

Determinare il dominio e le derivate parziali della seguente funzione:

Y
sinx

flz,y) =

11 dominio & dato dal denominatore diverso da zero, quindi:

(T
R

dom(f) = {(z.y) eR?: a#kr, YkeZ}

Le derivate parziali sono semplicemente:
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Ricerca dei punti stazionari e metodo dei moltiplicatori di
Lagrange

Una condizione necessaria per la ricerca di massimi e minimi vincolati & il
cosiddetto metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Per una funzione bidimensionale, tale metodo afferma che condizione
necessaria perch€ si abbia un estremo vincolato & che accada:

Vh(xy: ¥o: 4) = V(&(xy:30) + A (%9 34)) =0

1 valori di # sono appunto i moltiplicatori di Lagrange in quanto la
funzione h si pud definire come la lagrangiana del sistema.

Un caso pratico di applicazione di tale formalismo & quello della
meccanica lagrangiana nella quale le equazioni del moto sono ottenute
trovando i punti stazionari di un integrale, detto azione.

Funzioni implicite
Le funzioni implicite sono funzioni del tipo:
Slx,.

Per le funzioni a due dimensioni vale il seguente teorema di Dini.
Considerando una funzione differenziabile con continuita definita su un
aperto e un insieme non vuoto in cui la funzione f(x,y) € nulla allora esiste
un punto in tale insieme in cui vale la seguente relazione:

JS(%:30)=0

Se questo punto non ¢ critico, ossia vale la disuguaglianza:

x,)=0

Vf (50, 35) %0

Allora esiste un intorno di tale punto tale che Iinsieme dato
dall’intersezione di questo intorno e dell’insieme in cui si trova il punto
non critico rappresenta il grafico di una funzione derivabile.

Cio equivale a dire che esiste un’unica funzione esplicita del tipo y=y(x) o
x=x(y) che mette in relazione le due incognite.
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rot(grad(f))=0

div(rot(f)) =0

div(grad(f)) = lapl(f)

div(af) = adiv(f) + grad(a)- f
div(fxg) =g rot(f)~J -ror(g)
7'01(0}) = arot(f) + grad(a)x f
rot(rot(f)) = grad(div(f)) - lapl(f)

Se tutte le derivate parziali seconde esistono, definiamo hessiana della
funzione la matrice jacobiana del gradiente:

Se tutte le derivate secondo sono continue vale il teorema di Schwarz e la
matrice hessiana & simmetrica.

Se il gradiente della funzione & nullo in un punto allora quel punto & detto
punto critico.

Se in quel punto anche il determinante della matrice hessiana ¢ nulla allora
il punto critico & detto degenere.

Per un punto critico non degenere, se la matrice hessiana & definita
positiva allora la funzione ha un minimo locale in quel punto, se invece &
definita negativa si ha un massimo locale.

Se la matrice hessiana ha tutti gli autovalori non nulli, ed essi assumono
valori sia positivi sia negativi, quel punto & detto di sella.

In tutti gli altri casi, ad esempio per matrici hessiane semidefinite positive
0 negative, non si pud dire nulla circa la presenza di punti stazionari.
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lim S A1) = f(xe) = L(x)h =

0
Z

11 differenziale primo totale & dato dal seguente prodotto:

df(xy) = L(x)h

Mentre la derivata totale & data da L(x) .

La funzione & differenziabile se lo ¢ in ogni punto del suo dominio.

1 teorema del differenziale totale afferma che una funzione &
differenziabile in un punto se tutte le derivate parziali esistono in un
intorno del punto e se tali derivate parziali sono continue.

Se I"applicazione & anche continua, la funzione si dice differenziabile con
continuita.

11 differenziale primo totale si pud anche esprimere come:

1 differenziali totali di ordine superiore si possono esprimere in tale modo,
per una funzione di due variabili:

ar-3|

k=0 \

Chiamiamo derivate miste le derivate di ordine superiore al primo che
prevedono la derivazione di variabili diverse tra di loro.

Per una funzione di due variabili definita su un aperto, se essa ammette
derivate seconde miste continue, vale il teorema di Schwarz secondo il
quale si puo invertire I’ordine di derivazione senza cambiare risultato:

eff:f-if

Q@

Se una funzione & differenziabile in un punto, allora tutte le derivate
parziali calcolate in quel punto esistono e sono continue.
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Una funzione si dice continua separatamente rispetto ad una delle sue
variabili se essa & continua come funzione della singola variabile, tenendo
le altre costanti.

La continuita separata & una condizione piti debole rispetto alla continuita
globale su tutte le variabili.

Per una funzione di pit variabili esistono invece diversi concetti di
derivata.

Chiamiamo derivata parziale la derivata effettuata solo su una delle
variabili, definendo la derivata sempre come limite di un rapporto
incrementale.

2

Per distinguere la derivata parziale da quella totale si usa il simbolo © .

Le derivate parziali di ordine superiore riportano I’ordine all’esponente di
tale simbolo.

Un punto si dice semplice se le derivate parziali prime sono continue e non
nulle, se invece una delle derivate & nulla o non esiste, il punto & detto
singolare.

La derivabilita parziale implica la continuita separata.

Estendendo il concetto di derivata parziale da un cammino lungo gli assi
coordinati ad un cammino qualsiasi, si ha la derivata direzionale.

Definito un generico vettore unitario, la derivata direzionale lungo quel
vettore & data da:

D, f(X) :lilllif('\t+12ﬁ)_f(;)

=0 h

La derivata direzionale indica la velocita di cambiamento della funzione
rispetto alla direzione data.

Si definisce derivata totale la derivata di una funzione a piti variabili che
tiene conto della dipendenza reciproca delle variabili stesse.

Ad esempio si ha:

La derivabilita non & perd condizione sufficiente per la continuita.

Una condizione sufficiente & invece data dalla differenziabilita.

Una funzione di piu variabili & differenziabile in un punto di in un insieme
aperto dello spazio euclideo R n-dimensionale se esiste un’applicazione
lineare L tale per cui vale la seguente relazione:
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grad(f) =57 =3 L,

Dove al secondo membro ¢ presente la notazione secondo I’operatore
nabla.
Tale operatore differenziale ¢ cosi definito:

P}

V=32

Definiamo divergenza di un campo vettoriale continuo e differenziabile la
funzione scalare data dal prodotto scalare tra I’operatore nabla e il campo
vettoriale:

anf)=v-j=3 L

Definiamo rotore di un campo vettoriale continuo e differenziabile, un
campo vettoriale dato dal prodotto vettoriale tra I’operatore nabla e il
campo stesso:

rol(]’) =V f

Definiamo laplaciano il quadrato dell’ operatore nabla pari a:

lapi()=v'F=3 <L

e

Alcune proprieta dell’operatore nabla sono le seguenti:
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Jacobiano, hessiano e algebra del nabla

L applicazione lineare definita come la somma delle derivate parziali
prime & una matrice a m righe e n colonne detta matrice jacobiana ed &
esattamente il corrispettivo  dell’applicazione lineare L citata in
precedenza:

9
= |
L(x)h=Jh=

o

ox,

Se m=1, la matrice jacobiana si riduce ad un vettore n-dimensionale
chiamato gradiente che indica la direzione di massima pendenza del
grafico della funzione in un punto.

Se n=1 la funzione parametrizza una curva e il suo differenziale & una
funzione che indica la direzione della retta tangente alla curva nel punto.
Se m=n=1 la condizione di differenziabilitd coincide con quella di
derivabilita e la matrice jacobiana si riduce ad un numero, pari alla
derivata della funzione in quel punto.

Se m=n la matrice jacobiana & quadrata e il suo determinante & noto come
Jjacobiano.

Il teorema della funzione inversa stabilisce che una funzione
differenziabile con continuita ¢ invertibile se e solo se il suo determinante
Jjacobiano & diverso da zero.

Se una funzione di piti variabili ¢ differenziabile, allora la derivata
direzionale esiste ed & pari al prodotto scalare tra il gradiente rispetto alla
singola variabile e il versore stesso.

La derivata direzionale assume dunque valore massimo quando il
gradiente e il versore sono paralleli e concordi, valore minimo quando
sono paralleli e discordi, valore nullo quando sono perpendicolari.

Un differenziale si dice esatto se e solo se ¢ integrabile ossia se si pud
esprimere come funzione della seconda classe di continuita semplicemente
connessa (detto in altro modo, deve valere il teorema di Schwarz).
Definiamo gradiente la quantita che, moltiplicata secondo il prodotto
scalare con un vettore qualunque, restituisce la derivata direzionale della
funzione rispetto al vettore.

11 gradiente & un campo vettorale e, nel caso di un sistema di riferimento
cartesiano, & la somma dei prodotti tra le derivate parziali prime e i
versori:
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Si vede che tali funzioni (e quindi la forma differenziale) sono di classe
"™ in entrambi i sotto-domini.
Considerando poi che:

of1
dy

(w,y)

Ne segue che la forma differenziale ¢ esatta in entrambi i sotto-domini.
Per trovare una primitiva, vediamo che le derivate miste sono:

%(-"-!/) = filz,y) =22y — —,

af )
U—:{C(m.y] = fa(a,y)

Integrando la seconda relazione rispetto ad y si ha:

flzy) = /.1‘2 dy =

Sostituendo nella prima relazione si trova:

af i 1 , 1
y) = 2ry+c(x) = 2zy— = d(z)
Pt y—c(z) = 2wy— (

Da cui ne deriva facilmente la primitiva:

2
X x*y—logx+c¢ se (x,y) €
flz,y) = {

—log (—z)+c¢ se (x,y) € N,

Esercizio 17

Data la seguente forma differenziale:
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Sostituendo tale valore nella seconda relazione, si ha:

diy)=0

Abbiamo dunque determinato il valore di c(y). Una primitiva & dunque:

flxz,y) =log (l + .1'2!/2) +ec¢, ceR

Esercizio 16

Determinare le regioni massimali del piano nelle quali & esatta la seguente
forma differenziale:

1
w= (‘2,:‘;/ — =) da+ 2% dy
@
Determinare una primitiva della forma in tali regioni.

Osserviamo subito che il dominio & il seguente:
dom (w) = {(.1: yeR?: x»# (J}

Esso non & connesso ed ¢ dato dall’unione di questi due sotto-domini:
={eR: r<o},  D={wyeR: r>0}

Tali sotto-domini sono semplicemente connessi.
Posto:

w = frde+ fody

1
fi(z,y) =22y — —, folz,y) =

€
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w= [log(x+y)+ — a ] do + dy

v+y r+y

Dire se essa ¢ esatta. In caso affermativo, trovare una primitiva.

Posto:

= fide+ fady
filz.y) =log (z+y) + !

5 T, Y) =
r+y alw.y) = r+y

Si vede che entrambe le funzioni (e quindi la forma differenziale) sono di
classe O™ nel seguente dominio:

{(.:x,r/) € ]R2 Pty > 0}

Tale dominio & semplicemente connesso.
Visto che si ha:

dfy dfy (z:g) = Y
‘18 = r,
dy (@9) = 55 Y (r+y)?

Ne segue che la forma differenziale & esatta.
Calcolando le derivate:

i )= filz,y) =log(z+y) + -
WY) = r,y)=loglr 4
[)' HY) = hie,y Y+ ;

df x
= fol: - .
1)(/ r+y

Si puo integrare per y la seconda relazione:

,f’l.r.u):/ - dy = xlog (v +y) + c(x)
r+y
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Posto

F=(f1.f2. f3)

filz oy 2l =y - falw,y,7) =+ falr,y,z) =~y

~ 3
Si vede facilmente che le funzioni (e quindi F) sono di classe C > su R°,
Notiamo inoltre che il dominio & semplicemente connesso.
Calcolando il rotore di F:

ik i j k
" _|a E] ) | _ ) F) a _
rotF = | 7% J_y 5| =| = By = |=0
i o f3 y+z x+z x+y

Si vede che il campo & irrotazionale quindi & conservativo ed ammette un
potenziale.

Per calcolarlo, procediamo in tale modo.

Derivando si ha:

Integrando la prima relazione rispetto a x si ottiene:
f(z,y,2) = /(;/ +2)dr = (y+2)xr +c(y, 2)

E sostituendola nella seconda relazione, si ha:
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af, . 3
L (e, y) = Ffsin (2 + ) + cos (z+ )] + (@) = Plsin (z — ) +cos (w —y)] =

ar

11 potenziale & dunque:

flry)=¢e"sin(z+y)+e, ceR.

Per calcolare I’integrale di F lungo la curva parametrica, si pud osservare
che essa & chiusa per n pari.
Essendo F conservativo si ha:

F-dpP =0.

Jn

Per n dispari invece la curva non € chiusa. L’integrale & dato dunque da:

/ FedP = f(1a(m) = F(1a(0)) = F(=1,0) = F(1,0) = — (e + ¢~V sin L.

Esercizio 14

Dato il seguente campo vettoriale:
Fz,y,2)=(y+z,2+z,2+y)
E una curva parametrica che parametrizza il bordo di tale dominio:

D= {[.:x_(/. DeR: a2 +22< 1 aty+e :U}

Inducendo su di esso un verso di percorrenza orario rispetto ad un
osservatore posto sul piano x+y+z=0 nel verso delle asse z.
Dire se F & conservativo e in caso affermativo determinarne un potenziale.
Calcolare infine I'integrale di F lungo la curva parametrica.
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Esercizio 15
Data la seguente forma differenziale:

2212 ‘ 222y
1+ 22y?

dy

Dire se ¢ esatta. In caso affermativo, determinarne una primitiva.
Posto:
w = frde+ fady

2y
T4 a2y

falz,y) =

filz,y) =152

" 2
Si vede che entrambe le funzioni sono di classe C°° su R (dominio
semplicemente connesso) e quindi anche la forma differenziale lo &.

Valgono le seguenti relazioni:

df Jdfa day
= (2,y) = =—(2,y) = 3
dy dw (1 +a2y2)"

Da cui si deduce che la forma differenziale ¢ esatta.
Per determinare una primitiva, ragioniamo in questo modo. Le derivate
miste sono:

af . 2112
e x,y) = filz,y) = 1122 7
af :

- (2,y) = fol,y) =
dy

Integriamo la prima rispetto a x:

22y? :
flay) = ﬁ’.zd-r =log (1 + -"9!/3) +e(y)
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U4" ) U(’( )
—(@,y,2)=2+—(y,2)=2+2
Jdy e ! dy @

Quindi c(y,z) deve soddisfare a questa condizione:

de
—\y,2)=2
“!/U )

Integrando tale condizione rispetto ad y si ottiene:
c(y.2) = /: dy = yz + k(2)
Sostituendo cio nella relazione trovata precedentemente:
flz,y,2) = (y + 2)x + yz + k(2)
Da cui:
af

)=z +y+ K@) =z+y = Kz)=0 = k(z)=c, ccR

E2

11 potenziale & dunque:

fley,2)=ay+az4+y2+ec, ceR

Notiamo che la curva parametrica & chiusa e quindi si deduce facilmente
che:

/F-r]P:()
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F=(fi.f2. fs)
flryz)=2y+1.  fa(zy.2)=22-1, falz,y,2) = 22
Si vede facilmente che le funzioni (e quindi F) sono di classe C> su RI}A

Notiamo inoltre che il dominio & semplicemente connesso.
Calcolando il rotore di F:

i j ok i j k
’ _la 8 oa|_ ) 9 a9 | _
Toth = 9r 9y oz | or y (=0
fi fa fs y+1 2x—-1 22

Si vede che il campo & irrotazionale quindi & conservativo ed ammette un
potenziale.

Per calcolarlo, procediamo in tale modo.

Derivando si ha:

af ) .
——(2,y,2) = fi(z,y,2) =2y + 1,
ox

~(2,y,2) = fa(z,y,2)

Integrando la prima relazione rispetto a x si ottiene:

fay2) = [(@y+1)de = @y + Do+ cly, 2)

E sostituendola nella seconda relazione, si ha:
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2
Yo 1 [0.7] — R®
Yn(t) = (cosnt.sinnt), n e N, n > 1

Dire se F & conservativo. In caso affermativo, calcolarne il potenziale.
Calcolare inoltre I’integrale di F lungo la curva parametrica.

Posto

F = (f1.f2)

[i(r,y) = [sin (@ —y) +cos (x+g)],  folr,y) = cos (x4 1)

Si vede facilmente che entrambe le funzioni (e quindi F) sono di classe

o0 2
€ 51 R” Notiamo inoltre che il dominio & semplicemente connesso.

Visto che si ha:

f1 (@ Ofa

x, (x,y) = €*[cos (x4 y) — sin (z + y)].
dy

=
Il

Allora F & conservativo ed ammette un potenziale.
Per calcolarlo, procediamo in tale modo.
Derivando si ha:

= fi(z,y) = e"[sin (x + y) + cos (x +y)]

= fo(w,y) = ¢" cos (x +y)

Integrando la seconda relazione rispetto a y si ottiene:
flz,y) = /z'r cos (x+y)dy = " sin (x +y) + c(x)

E sostituendola nella prima relazione possiamo ricavare il valore di c(x):
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af Jdc
—(z,9,2) =22+ 5—(y,2) =2z —1
dy dy

Quindi c(y,z) deve soddisfare a questa condizione:

de
—(y.2)=—1.
dy

Integrando tale condizione rispetto ad y si ottiene:

c(y,2) = —/ dy = —y + k(2)

Sostituendo cio nella relazione trovata precedentemente:
flx,y,2) = 2y + Dx —y+k(z)
Da cui:

ﬁ(.;»_u_:afﬂmfz: — k(z)=22+c, celR

Jz

11 potenziale & dunque:

fley,2)=Qy+ Dz —y+224+¢, ceR

Esercizio 13

Dato il seguente campo vettoriale:

F(z,y) = (v’"[siu ( + y) + cos (z + y)], " cos (x + ,/))
E una curva parametrica cosi definita:
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Sostituendo si ha:

/h. :[J“_/(ﬂm\”w:\ di= /i"\/l | adi = [ L

[ +4a)F =1

12

I

Esercizio 19

Dopo aver verificato che il sostegno delle curve & contenuto nel dominio
delle funzioni, calcolare il seguente integrale di linea di prima specie:

/\/17,1/2. v(t) = (sint,cost), te [0,7]

La funzione ¢ definita in:

dom (f) = {(.r. y)eR?: |y < ]}.

11 sostegno della curva ¢ dato dall’arco di circonferenza di centro 0(0,0) e
di raggio 1 presente nel I e nel IV quadrante, difatti:

v:[0,7] — R?
7(t) = (sint,cost).

Ed & contenuto nel dominio.
Essendo:

7' (t) = (cost,—sint) # (0,0)

La curva & derivabile con derivata continua e quindi & regolare.
Inoltre si nota che:
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Sostituendo tale risultato nella prima relazione si ha:

of \ P \ r ) )
o)~ log (o +) + = =la) log o+ )+

In definitiva, una primitiva & data da:

x
Tty

+e, ceR

fle,y) =log (x+y)+

Esercizio 18

Dopo aver verificato che il sostegno delle curve & contenuto nel dominio
delle funzioni, calcolare il seguente integrale di linea di prima specie:

/.r. y(t) = (r.rﬂ) , te[0,a,a=0

La funzione ¢ definita in:

2

dom (f) = R*.

11 sostegno della curva & dato da:

[0,a] — R2,

Ed & contenuto nel dominio.
Essendo:

¥(1) = (1,2t)

La curva & derivabile con derivata continua e quindi & regolare.
Inoltre si nota che:

fam)=f(t2) =t IW@l= Vit
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F(4(t)) = f(sint,cost) = 1 — cos2 t = sint, Yl =1

Sostituendo si ha:

fi=[Vi-

/ FOr @)y (1) | dt = / V1= costtdt 7/
o o Jo

Esercizio 20

Dopo aver verificato che il sostegno delle curve & contenuto nel dominio
delle funzioni, calcolare il seguente integrale di linea di prima specie:

/\‘1+ 1/ g ~(t) = (cost.sint), te [lL

La funzione ¢ definita in:

[NIE]

2

dom (f) = R°.
11 sostegno della curva & dato da:
v:[0,2] = R, 4(t) = (cost,sint)

Ed & contenuto nel dominio.
Essendo:

7/(t) = (—sint,cost) # (0,0)

La curva & derivabile con derivata continua e quindi & regolare.
Inoltre si nota che:
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Una forma € lineare se si pud esprimere come combinazione lineare.
Una forma differenziale lineare di ordine 1 & chiusa se e solo se:

.. Ca éa,
Vi, j|—=—=

ox, &

Se I'aperto € semplicemente connesso, ogni forma lineare di ordine 1 che
sia chiusa & anche esatta.

Una forma lineare su piii ordini & detta multilineare, in particolare & detta
bilineare se & di ordine 2. Il determinante e la traccia di una matrice sono
esempi di forme multilineari.

Una forma di ordine k pud essere integrata su una qualsiasi sottovarieta
differenziabile S di dimensione k.
L’integrale ¢ cosi indicato e restituisce un numero reale:

I(!J
S

Si pud sempre ridefinire il dominio di integrazione di modo che I’integrale
contenga il determinante jacobiano.

L’integrale di una forma differenziale gode delle proprieta di linearita e di
additivita, inoltre cambia di segno se cambia 1’orientazione della varieta.

Curve

Un sistema di Frenet & un sistema di riferimento di n vettori ortonormali
che descrivono una curva regolare, ossia una curva avente le derivate n-
esime linearmente indipendenti, e quindi che formino una base.

Definiamo curvature generalizzate i prodotti scalari di questi vettori
ortonormali, divisi per il modulo della derivata prima della curva:

(B(x).2.,(x))
()

()=

In due dimensioni, il primo vettore di Frenet & la tangente alla curva nel
punto, mentre il secondo vettore & detto vettore normale ed & il vettore
perpendicolare al vettore tangente nel punto considerato.

697





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_56.jpg
27 — Geometria differenziale Parte seconda

veV|vav=0

“lunv=—vAu

YWV EV [V AV, ALLAY, =05V,

sono linearmente dipendenti

Una forma differenziale definita su un aperto & data dalla seguente
espressione:

0= Z(IL_ o (D, Andx,

184 <<ty

Con le funzioni a date da funzioni differenziabili.

La forma si dice di ordine k.

Una forma di ordine zero & una funzione differenziabile definita
sull’aperto di riferimento.

Due forme di ordine k possono essere sommate o moltiplicate per uno
scalare, dando quindi origine ad uno spazio vettoriale.

E anche possibile definire un prodotto esterno tra due forme aventi ordini
diversi e la forma differenziale del prodotto & data da una forma avente
ordine pari alla somma degli ordini precedenti.

La derivata di una forma di ordine k & una forma di ordine k+1.

Tale derivata & detta esterna.

La derivata esterna di una forma di ordine zero coincide con il
differenziale della funzione.

Forme differenziali
Una forma differenziale ¢ chiusa se e solo se:
do=0

Ogni forma che ha coefficienti costanti & chiusa. Una forma di ordine k si
dice esatta se esiste una forma di ordine k-1 tale che:

dn=o

La forma di ordine k-1 & detta primitiva della forma di ordine k.
Ogni forma esatta & una forma chiusa.
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La lunghezza non cambia se la curva & parametrizzata in altro modo.
Per una curva piana, la formula in coordinate cartesiane ¢ la seguente:

L 1+(f'(x) dx

[}
8 —

In coordinate polari la lunghezza & invece:
d
L= I r(9) +(f'(x)) d$

Avendo ovviamente ridefinito gli estremi di integrazione.

Possiamo utilizzare una parametrizzazione particolare della curva di modo
che I’integrale abbia solamente I’estremo superiore che dipende da x.

Tale parametrizzazione si chiama ascissa curvilinea e rappresenta la
lunghezza dell’arco di curva a partire da un punto fisso.

Per una curva nello spazio, la condizione sufficiente per la regolarita
locale ¢ data dalla non nullita del determinante jacobiano.

Una curva nello spazio ¢ interamente definita dai parametri di curvatura e
torsione precedentemente enunciati.

Definiamo geodetica la curva che descrive localmente il cammino pit
breve in uno spazio dato.

Una geodetica & completa se si puo estendere indefinitamente in entrambe
le direzioni: ad esempio, in un piano euclideo, le geodetiche sono le rette.
In geometria sferica non esistono geodetiche parallele, mentre in
geometria iperbolica ve ne sono infinite.

Una geodetica chiusa & una curva definita sulla circonferenza.

Data una varieta differenziabile contenuta in uno spazio euclideo, lo
spazio tangente ad un punto & lo spazio formato dai vettori tangenti a tutte
le curve della varieta passanti per quel punto.

Si pud vedere come la tangenza tra curve ¢ una relazione di equivalenza e
come le classi di equivalenza siano proprio i vettori tangenti.

Una mappa differenziabile tra varieta induce una trasformazione lineare
trai corrispondenti spazi tangenti.

Tale mappa & detta derivata totale o differenziale e se una varieta coincide
con R, allora si ha 1’'usuale definizione di differenziale.

I vettori tangenti sono dunque le generalizzazioni delle derivate direzionali.
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La prima curvatura & lo spostamento della curva dalla linea della retta
tangente, il reciproco della prima curvatura & il raggio di curvatura.
Una circonferenza ha curvatura costante, mentre una linea retta ha

curvatura nulla.
Chiamiamo cerchio osculatore il cerchio tangente al vettore tangente di

raggio pari al reciproco della prima curvatura.
In tre dimensioni il vettore tangente e quello normale sono cosi definiti:

51(1-):m

[F'()
&,(x) = ") = (["(x).8,())&,(x)

Questi due vettori formano un piano detto piano osculatore della curva nel

punto x.
11 vettore binormale ¢ il terzo vettore di Frenet ed & ortogonale al piano

osculatore, cosi definito:
&) =8(x)x3 ()

La prima curvatura generalizzata e il raggio di curvatura si definiscono
come nel caso bidimensionale.

La seconda curvatura generalizzata si chiama torsione e misura quanto la
curva esce dal piano osculatore. Una curva ha torsione nulla se e solo se &
una curva piana.

1l sistema di Frenet ¢ la soluzione delle formule di Frenet-Serret che sono
delle equazioni differenziali:

é(x)] 0 71X 0 T&x)]
-1 (x) 0 e |

0 Zaa(x)
e, (x)] 0 o = Xa(X) 0 &)

Data una curva, la sua lunghezza in un intervallo chiuso & cosi definita:

L=[|F (e
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Ma vale anche:
f(0,y,2) <0< f(x,0,2).
Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:

IOM = {(.1‘.,1/. z) € R*: 22+ Y= 1}_
Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto:
g(x,y,2) =2 +2 -1
Si ha che:
Lla,y,2,A) = f(x,4,2) — Agla,y,2) = (r-h,ﬂ)/ £ 7,\(,-%;,? ~1)

1 punti stazionari equivalgono a risolvere:

VL(x,y,2,\) =0.

Facendo i conti si ha:
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(z,y,2) e M )
Pyt R = f(z,y,2) <e.

bl

L’intersezione tra M e un insieme siffatto:
{(‘1‘.!/. 2 eR3: 224+ 42422< RQ}

E’ un insieme compatto e non vuoto, inoltre contiene il punto in questione.
In questo insieme, si pud applicare il teorema di Weierstrass per cui la
funzione ammette massimo e minimo.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni ad M:

int(M) = {(.1‘.,}/4 2

1 punti di estremo vanno cercati tra quelli stazionari ossia:

Vf(z,y)=0.
Quindi si ha che:
! ) =226 L_:J/()_I/H): 2y, :(u P l,";u’f
xr=0

Vf(r,yz2)=0 < y=0

r=xyoz=0.
I punti stazionari interni sono:

(0,0,2)

Tutti questi punti non sono n€ di minimo n€ di massimo, difatti:

£(0.0.2) =0
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27
GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Introduzione

La geometria differenziale riguarda lo studio di oggetti geometrici tramite
I"analisi matematica.

Alla base della geometria differenziale vi & la nozione di varieta
differenziabile che generalizza sia i concetti di curva e superficie in uno
spazio a dimensione qualsiasi sia l'approccio dato dalle varieta
topologiche.

Le varieta differenziabili rappresentano anche la connessione con la
topologia differenziale difatti esse sono spazi topologici e, localmente,
degli spazi euclidei che sono connessi tra di loro tramite funzioni
differenziabili.

Considerando una varieta topologica, gli insiemi aperti che costituiscono il
suo ricoprimento possono essere messi in relazione con un aperto dello
spazio euclideo attraverso un insieme di omeomorfismi a cui diamo il
nome di atlante (mentre il singolo omeomorfismo & detto carta).

La composizione di funzioni costituita da una carta e dalla sua funzione
inversa ¢ detta funzione di transizione.

Una varietad topologica & differenziabile se la funzione di transizione &
differenziabile.

Una sottovarieta differenziabile in una varieta differenziabile & un
sottoinsieme che & descritto come zero di una funzione differenziabile.

Nel caso di sottovarieta con codominio pari all’insieme dei numeri reali si
parla di ipersuperficie e la condizione di differenziabilita equivale a
richiedere che il gradiente della sottovarietd su ogni carta sia ovunque
diverso da zero.

Operazioni

Definiamo prodotto esterno in uno spazio vettoriale, un prodotto tra vettori
associativo e bilineare:
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2 (, A /\) =0
—2y (( -2 4 ,\) =0
z (.1'2 = ;/2) =0
24+ =1

1 punti stazionari di tale funzione sono:

(0,£1,0,-1)
(£1,0.0,1)

1 punti stazionari di f sono quindi:

(0,%1.0)
(£1.0.0)

Si ha che:

£(0,£1,0) = -1, f(£1,0,0) = 1.

Pertanto, i massimi assoluti sono:

(

£1,0,0)

Mentre i minimi assoluti:

(0,4+1,0)
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£(0.£1,0) = —1, f(£1,0,0) = 1.

Pertanto, i massimi assoluti sono:
(£1.0,0)
Mentre i minimi assoluti:

(0,£1,0)

Esercizio 16

Determinare i punti di minimo e di massimo locali e assoluti per la
seguente funzione di tre variabili sull’insieme specificato:

fla,y.2) = (2= 1/2) 2 M= {(.I.}/. 2) e R?

La funzione & di classe €™ su R

L’insieme M ¢ chiuso e illimitato, quindi non si puo applicare il teorema di
Weierstrass.

Nonostante cio, ricorrendo alla definizione di limite, possiamo scrivere
che:

La funzione f & simmetrica in M rispetto ai piani x-y=0 e x+y=0 ossia:

fly,z,2) = f(-y,—z,2) = —f(z,y,2)

In altre parole, se dimostriamo che esiste un massimo, dovra anche esistere
un minimo.
Preso un qualunque valore R, si puo scrivere che:
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1 punti stazionari equivalgono a risolvere:

VL(z,y.2,\)=0.

0,
(—é(!l'.]/. 2, \) =20V 1+ 22 = 2)\x

Jr

L

T(""”' 2,A) = —2yV1+22 -2y

dy

oL (22— _112)2 22
— (Y, 2, \) = ——— — ——
02 Vi+22 (1+22)?

Zi(.r.u. Z,A) = — (.1'2+ !/2 -

Facendo i conti si ha:

1 punti stazionari di tale funzione sono:

(0.1,0, —1)
(£1,0,0,1)

1 punti stazionari di f sono quindi:

(0,+1,0)
(£1.0,0)

Si ha che:
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~— Of
==Vl +22 —(z,9,7)

S @Y 2 G

x=0

Vix,y.2)=0 y=0

tyoz=0.

I punti stazionari interni sono:

(0.0.2)

Tutti questi punti non sono n€ di minimo n€ di massimo, difatti:

£(0.0,2) =0

Ma vale anche:
f(0,y,2) <0< f(x,0,2).

Cerchiamo ora i punti stazionari sul bordo:

OM = {(.r.;/. ) eR: 2?4y =

Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Posto:

mwuﬂ:m+f—ﬂ;

Si ha che:

Llr.y.2.A) = flz.y.2) - Agla.p.2) = (1271/‘“) VI-22-) L‘rlhli -

1
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()= (t,log (1 —1%)), te [ab],-1<a<b<l

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:

() = (1__1332) #(0,0)

Quindi la curva & regolare. Si ha che:

) 412 1+t?
- | p— 1 —
V@Ol =4/14 a e

Quindi la lunghezza dell’arco ¢ data da:

b b \T'Y b s 1 1 3\
_ I _ — _ _ _
L / ()1 de / L / ( L = )

1+b L+a

—log

1-5 “l-a’

b
= [ttt =0 +log 1 +0] = a—b+log
i

Esercizio 10

Calcolare la lunghezza dell’arco della curva:

1) = (tt3), te [u. ﬂ

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:

) £ (0,0)

Notiamo che in t=0 non & derivabile, quindi la curva non & regolare, ma
regolare a tratti.
Escluso il punto t=0, si ha che:
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/
V'@ =1.
Quindi la lunghezza dell’arco ¢ data da:

= /7 W ()l dt = /7 ="
- Jo Jo 2

Esercizio 8

Calcolare la lunghezza dell’arco della curva:
v(t) = (£.t7), te [0,1]

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:

2

y(t) = (3t%,2t) # (0,0)

Quindi la curva & regolare. Si ha che:

I/ ()] = VOt* + 4t2 = tV/9t2 + 4.

Quindi la lunghezza dell’arco ¢ data da:

1 1 La 310 (13)3 -8
L, = ()| dt = /012 | 4dt = 012 Bl -
L L 1Y (£) |t A /o2 | ddt [h‘ (962 1 4) } o

Esercizio 9

Calcolare la lunghezza dell’arco della curva:
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of .7 2zy
9z &) = filzy) = T+ a2
af 1
ay ) Ly =-17

Integrando la seconda relazione rispetto a y si ottiene:

(. / L Y o
flx,y) Al 1+J.2+1(.1)

E sostituendola nella prima relazione possiamo ricavare il valore di c(x):

af 21y 2ay

’]‘h "k"xwylyl+"/\"]’(|+,’l)3 ) =0 ofr
11 potenziale & dunque:
Y
t,y) = — —+¢, ceR
fl@y) 1+ a2
Esercizio 12

Dato il seguente campo vettoriale:
F(z,y,2)= 2y + 1,22 —1,22)

Dire se ¢ conservativo. In caso positivo, calcolare un potenziale.

Posto
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1

L [ [

]

Esercizio 11

Dato il seguente campo vettoriale:

1
Flay)= (2
it) <(l+‘r-2 J+.:-2)

Dire se ammette potenziale. In caso affermativo, calcolarlo.

Posto

Si vede facilmente che entrambe le funzioni (e quindi F) sono di classe

> su R? .
! . Notiamo inoltre che il dominio & semplicemente connesso.

Visto che si ha:

20

(14 a2)2

ofi
dy

(2,1

(v,y) =

Allora F & conservativo ed ammette un potenziale.
Per calcolarlo, procediamo in tale modo.
Derivando si ha:
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Poiche'si ha che:
¥'(t) # (0,0,0)

Per ogni punto appartenente all’intervallo dato, ne segue che la curva &
regolare.

Esercizio 3

Stabilire se la seguente curva parametrica & regolare:

()= (log (1L +1t),t —t2,¢et),

La curva & derivabile con derivata continua data da:

My — (1 . "
(1) = (fhp.1-2t¢)
Poiche'si ha che:
~(t) # (0,0)7' () = (0.0)
Per ogni punto appartenente all’intervallo dato, ne segue che la curva &

regolare.

Esercizio 4

Calcolare la lunghezza della curva:

2

2+ ;

¥ty = (t-1,1- ).te [o.1]

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:
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" a2 "N A A2 A a2
v_f:Cf+:Cf+1‘Cf+‘l cf+~-1\ cf
o~ rér r 0% rtan8o9 rsin"90¢

Esercizi

Esercizio 1

Stabilire se la seguente curva parametrica & regolare:

V()= (2., te [-1,1]

La curva & derivabile con derivata continua data da:

Poiche si ha che:

E t=0 appartiene all’intervallo dato, ne segue che la curva non & regolare.
E invece regolare a tratti.

Esercizio 2

Stabilire se la seguente curva parametrica & regolare:

~(t) = (sint,m—1t), te [-1,1]
La curva & derivabile con derivata continua data da:
v (t) = (cost,—1).
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Esercizio 6

Calcolare la lunghezza dell’arco della curva:

Y(t) = (sint —tcost,tsint +cost), te [0,]

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:

~'(t) = (tsint.tcost) # (0,0)

Quindi la curva & regolare.
Si ha che:

(01 =t

Quindi la lunghezza dell’arco ¢ data da:

3 3 102 =
L= (t If:/ tlt:[—fz} =—.
= [Fvond= [Fra= 50" =5

ol

Esercizio 7

Calcolare la lunghezza dell’arco della curva:

2, costsin )5

F(t) = (

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:

costsint,cos?t — sin®t) # (0,0)

Quindi la curva & regolare.
Si ha che:

706





OEBPS/images/ebook_page_image_39884_65.jpg
27 — Geometria differenziale Parte seconda

V() = (1, -2t,2t2) # (0,0,0)

Quindi la curva & regolare.
Si ha che:

V)l = V1+ 412 + 4t =22 4 1.

Quindi la lunghezza & data da:

o 1«
1\7/ II/( H(/u/ (7T2—1)4lr:[§r‘+f}‘ :

Esercizio 5

Calcolare la lunghezza della curva:

Y(t) = (' et +1). t € [0,1].

La curva & derivabile con derivata continua.
Inoltre:

Y (t) = (et,et) £ (0,0)

Quindi la curva & regolare.
Si ha che:

I~ () = V2et.

Quindi la lunghezza ¢ data da:

1 1 ol _
r\‘:/ H»/erir:vz/ et =va[e]} = Vae - 1).
0 0 o
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Vf_ze +ie + f e;
é&x oy oz
V_a:@a\ ﬁ+6al
ox &y &
éa éa, &
; _ 94, Ye, + (= — f’x)e_
Xz = ox Oy
In coordinate cilindriche si ha:
Vf = 6f +1§f—e +§£A
or
V'a_ca
e/
Vxa=@G 8 ey o
rép oz
10 Of
Nof= +
1=
Infine in coordinate sferiche:

Vf: +li 1L o,
r rég ° 7sm96¢

éa, 2a, 1¢éa, 1 ¢a,
+ L4 +

Vea= = A
or r  ré% rsind ép
12a, s 1 & 1 oa, 0a, a
Vxa=(-—2+_ 20 __ 99)e 4+ e i I 2)eg+
r % rtand rsind ce rsmn$ dp or r
éa, a, 1éa,
—+ 2= e
7 76‘9)0
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allora il teorema fondamentale del calcolo per integrali di linea afferma
che I'integrale di linea & calcolabile semplicemente valutando il campo
scalare agli estremi della curva sulla quale si ¢ svolta 1’ integrazione:

T(x.) z)ds =

jF [ P,

2)ds = J’rvc T(x

IdGE;I(I))d G(r(b))-G(r(a))

Tale teorema & noto anche come teorema del gradiente.
Quando la curva sulla quale si integra ¢ chiusa allora I'integrale di linea di
seconda specie prende il nome di circuitazione e si indica cosi:

i

Pit in generale, la circuitazione & I'integrale curvilineo di una forma
differenziale su una curva chiusa.

Se la forma differenziale & esatta, la circuitazione & nulla calcolata su
qualunque curva.

noltre, se la forma differenziale & esatta, vale il medesimo risultato dato
dal teorema del gradiente.

Un campo vettoriale in cui vale il teorema del gradiente e in cui la
circuitazione & nulla ¢ detto campo conservativo.

Un campo vettoriale in cui il rotore & nullo & detto campo irrotazionale.
L’irrotazionalita € una condizione necessaria per la conservativita di un
campo vettoriale.

Algebra del nabla in tre dimensioni

Esplicitiamo I’algebra del nabla per funzioni tridimensionali.
In coordinate cartesiane, il gradiente, la divergenza, il rotore e il laplaciano
sono dati da:
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Integrale di linea

Definiamo integrale di linea di prima specie un integrale di un campo
scalare lungo una curva definito in forma parametrica in un insieme aperto.
L’integrale di linea di prima specie é:

[ /3. 23ds = [ £pnlg @

Dove ds & I'ascissa curvilinea, I' & la curva lungo la quale si calcola

I'integrale e #(0) rappresenta la parametrizzazione della funzione scalare.
L’integrale di linea di prima specie gode delle proprieta di linearita,
additivita e monotonia.

Inoltre valgono le seguenti maggiorazioni:

"[Vfds‘g'[r[f\ds <max|f]-L(T)

Se il dominio della funzione & R, I'integrale curvilineo di prima specie ¢ il
normale integrale di Riemann.

L’integrale di linea di seconda specie ¢ I'integrale di un campo vettoriale
lungo una curva.

Tale integrale & uguale al prodotto scalare tra il campo vettoriale e il
versore tangente alla curva:

J.r}: = Ir F('\" ¢

L’integrale ¢ anche detto lavoro perché in fisica esprime il lavoro di una
forza lungo un percorso.

Tale integrale ha le medesime proprieta di quello di prima specie, inoltre &
indipendente dalla rappresentazione parametrica adottata, a meno del
verso di percorrenza che fa cambiare segno.

Se il campo vettoriale si pud esprimere come gradiente di un campo
scalare, ossia se:

F=VG
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