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			Prefacio

			¿Puede un ser humano racional estar en una posición en la que no le es posible creer que es consistente, sin perder su consistencia en el proceso? Éste es uno de los temas principales de esta obra. Está basada en el modelo del famoso descubrimiento de Kurt Gödel (el llamado Segundo Teorema de Incompletitud) que postula que todo sistema matemático consistente con suficiente poder para realizar lo que se conoce como aritmética elemental debe padecer la sorprendente limitación de no poder nunca demostrar su propia consistencia.

			Existen varias razones por las cuales he trasladado el argumento de Gödel desde el dominio de los sistemas matemáticos y de las proposiciones en ellos demostrables hasta el reino de los seres humanos y de las proposiciones que ellos creen. Los seres humanos y sus creencias resultan mucho más familiares para el no especialista que los sistemas matemáticos abstractos, y por eso puedo así explicar las bases de las ideas de Gödel en un lenguaje que todos pueden comprender. Además, el hecho de poner estas cuestiones en términos humanos tiene un enorme atractivo psicológico y resulta sumamente importante para el campo en constante avance de la inteligencia artificial.

			Como en mis anteriores libros de acertijos, comienzo con un sin número de acertijos sobre mentirosos y veraces (bribones y caballeros). Además de la novedad de estos problemas (prácticamente todos se publican aquí por primera vez), hay un importante rasgo adicional: intercalado en estos acertijos hay una descripción introductoria a la lógica simbólica (tema que afortunadamente se enseña hoy en día en muchos de nuestros colegios secundarios) y una explicación sobre la forma en que esta valiosa técnica puede resolver sistemáticamente grupos enteros de acertijos del tipo caballero-bribón. (Esto debería ser de particular interés para los profesores de lógica —ya sea en el nivel secundario o universitario— que deseen vivificar sus cursos de lógica con acertijos creativos y movilizadores). Por lo tanto, el conocimiento que el lector adquirirá resultará apropiado para esclarecer la obra de Gödel.

			RAYMOND SMULLYAN
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			Un acertijo diabólico

			Pienso que el siguiente acertijo bien puede ser el enigma más diabólico que se haya inventado (y si es así, me atribuyo con orgullo el mérito de la creación).

			Dos personas —A y B— hacen cada una una oferta, que se da más abajo. El problema es determinar qué oferta es la mejor.

			Oferta de A. Tienen que formular un enunciado. Si el enunciado es verdadero, ganan exactamente diez dólares. Si el enunciado es falso, entonces ganan menos o más de diez dólares, pero no diez dólares exactamente.

			Oferta de B. Tienen que formular un enunciado. Sea el enunciado verdadero o falso, ganan más de diez dólares.

			¿Cuál de las dos ofertas preferirían? La mayoría de la gente decide que la oferta de B es la mejor, dado que garantiza más de diez dólares, mientras que con la oferta de A, no hay certeza de ganar más de diez. Y realmente parece que la oferta de B es mejor, pero a veces las apariencias engañan.

			En realidad, haré mi propia oferta: si alguno de ustedes está dispuesto a proponerme la oferta de A, les pagaré veinte dólares por adelantado. ¿Alguno juega? (Antes de aceptar mi propuesta, les conviene leer el resto de este capítulo).

			No voy a dar la solución del problema que acabo de plantear hasta haber considerado en primer lugar algunos otros acertijos afines un poco más simples.

			En mi libro Caballeros, bribones y pájaros egocéntricos, presenté el siguiente acertijo: supongamos que ofrezco dos premios: premio 1 y premio 2. Tienen que formular un enunciado. Si el enunciado es verdadero, entonces debo darles uno de los dos premios (sin decir cuál de los dos). Si su enunciado es falso, entonces no ganan ningún premio. Obviamente pueden estar seguros de ganar uno de los dos premios si dicen: «Dos más dos es cuatro», pero supongamos que desean el premio 1; ¿qué enunciado podrían formular que les garantice que ganarán el premio 1?

			La solución que di es que deben decir: «usted no me dará el premio 2».Si el enunciado es falso, entonces lo que dice no es cierto, lo cual significa que les daré el premio 2. Pero no puedo darles un premio por formular un enunciado falso, y en consecuencia el enunciado no puede ser falso. Por lo tanto, debe ser verdadero. Dado que es verdadero, entonces lo que dice es cierto, lo cual significa que no ganarán el premio 2. Pero dado que su enunciado era verdadero, debo darles uno de los dos premios, y dado que no es el premio 2, debe ser el premio 1.

			Como veremos enseguida, este pequeño acertijo se relaciona estrechamente con el famoso Teorema de la Incompletitud de Gödel. Para descubrir cómo, consideremos un acertijo similar (en realidad, el mismo acertijo planteado de otra forma). En primer lugar, vamos a la Isla de los Caballeros y los Bribones (que desempeña un papel destacado en este libro) en la que cada habitante es un caballero o un bribón. En esta isla los caballeros sólo formulan enunciados verdaderos, y los bribones sólo enunciados falsos.

			Ahora supongamos que hay dos clubes en esta isla: Club I y Club II. Sólo los caballeros pueden ser socios de estos clubes; los bribones están excluidos rigurosamente de ambos. Además, cada caballero es socio de uno y sólo uno de los dos clubes. Un día visitamos la isla y nos encontramos con un nativo desconocido que formula un enunciado a partir del cual podemos deducir que debe ser un miembro del Club l. ¿Qué enunciado puede haber formulado a partir del cual podamos deducir eso?

			En analogía con el último problema, el hablante pudo haber dicho: «No soy socio del Club II». Si el hablante fuera un bribón, entonces verdaderamente no podría ser socio del Club II y hubiera formulado un enunciado verdadero, lo cual un bribón no puede hacer. Por lo tanto, debe ser un caballero, y su enunciado debe haber sido verdadero; en realidad no es socio del Club II. Pero dado que es un caballero, debe ser socio de un club; por lo tanto pertenece al Club l.

			La analogía debe de resultar evidente: el Club I corresponde a aquellos que formulan enunciados verdaderos y ganarán el premio 1; el Club II corresponde a los que formulan enunciados verdaderos y ganarán el premio 2.

			Estos acertijos encarnan la idea esencial que subyace en el famoso enunciado de Gödel que afirma su carácter de no demostrable en un sistema matemático dado. Supongamos que clasificamos todas las oraciones verdaderas del sistema (como los caballeros en el acertijo anterior) en dos grupos: el grupo I consiste en todas las oraciones del sistema que, aunque son verdaderas, no son demostrables en el sistema; y el grupo II consiste en todas las oraciones que no sólo son verdaderas sino que realmente son demostrables en el sistema. Lo que hizo Gödel fue construir una oración que afirmaba que pertenecía al grupo II; la oración puede parafrasearse como: «No soy demostrable en el sistema». Si la oración fuera falsa, entonces lo que dice no sería cierto, lo que significaría que es demostrable en el sistema, lo cual no puede ser (dado que todas las oraciones demostrables en el sistema son verdaderas). Por lo tanto, la oración debe ser verdadera, y tal como lo dice, no es demostrable en el sistema. Por lo tanto la oración de Gödel es verdadera, pero no es demostrable en el sistema.

			Diremos mucho más sobre las oraciones de Gödel en el curso de esta obra. Por ahora, voy a considerar algunas variantes más sobre el acertijo del premio.

			1. Primera variante

			Nuevamente ofrezco dos premios: premio 1 y premio 2. Si formulan un enunciado verdadero, les daré por lo menos uno de los dos premios y posiblemente ambos. Si formulan un enunciado falso, no ganan ningún premio. Supongamos que son ambiciosos y quieren ganar ambos premios.

			¿Qué enunciado formularían? (Las soluciones aparecen al final de los capítulos a menos que se especifique lo contrario).

			2. Segunda variante

			En este caso las reglas cambian un poco: si formulan un enunciado verdadero, ganan el premio 2; si formulan un enunciado falso, no ganan el premio 2 (pueden o no ganar el premio 1). Ahora bien, ¿qué enunciado les hará ganar el premio 1?

			3. Una variante perversa

			Supongamos que en un estado de ánimo perverso, les digo ahora que si formulan un enunciado falso, ganarán uno de los dos premios, pero si formulan un enunciado verdadero, no ganan ningún premio. ¿Qué enunciado ganará el premio 1?

			4. Más sobre el acertijo diabólico

			Ahora regresemos al acertijo que abrió este capítulo. Lo diabólico fue mi oferta de pagarles veinte dólares por hacerme la oferta de A, porque si aceptaban hacerlo, podría haberles ganado todo el dinero que quisiera, digamos, un millón de dólares. ¿Pueden descubrir cómo?

			SOLUCIONES

			1. Un enunciado que sirve es: «O gano ambos premios o ninguno». Si el enunciado es falso, entonces lo que dice no es cierto, lo cual significa que ganarán exactamente un premio. Pero no pueden ganar un premio por un enunciado falso. Por lo tanto, el enunciado debe de ser verdadero, y realmente ganarán ambos premios o ninguno. Dado que no formularon un enunciado falso, cuyo resultado sería no ganar ningún premio, deben ganar ambos premios.

			2. Simplemente deben decir: «No ganaré ningún premio». Si el enunciado es verdadero, entonces, por un lado, no ganan ningún premio (como dice el enunciado), pero por otro lado, ganan el premio 2 por haber formulado un enunciado verdadero. Ésta es una evidente contradicción; en consecuencia el enunciado debe de ser falso. Entonces, al contrario de lo que dice el enunciado, deben ganar un premio. No pueden ganar el premio 2 por un enunciado falso; por lo tanto, ganan el premio 1.

			3. En este caso deben decir: «Ganaré el premio 2». Dejo la demostración en manos del lector.

			4. Lo único que tengo que hacer es decir: «Usted no me pagará exactamente ni diez dólares ni exactamente un millón de dólares». Si mi enunciado es verdadero, entonces por un lado ustedes no me pagarán exactamente diez dólares ni exactamente un millón de dólares, pero por otro lado deben pagarme exactamente diez dólares por haber formulado un enunciado verdadero. Esto es una contradicción; en consecuencia el enunciado no puede ser verdadero y debe ser falso. Dado que es falso, lo que dice no es cierto, lo cual significa que ustedes me pagarán exactamente diez dólares o exactamente un millón de dólares, pero no pueden pagarme exactamente diez dólares por un enunciado falso; ¡por lo tanto, deben pagarme un millón de dólares!

			¿Alguno sigue jugando?

		

	
		
			¿Sorprendidos?

			Ahora consideremos la paradoja de la prueba sorpresa, paradoja que es bastante pertinente a la consideración de Gödel en este libro. Vamos a plantearla del siguiente modo: un lunes por la mañana, un profesor le dijo a su clase: «Tendrán una prueba sorpresa esta semana. Puede ser hoy, mañana, el miércoles, el jueves o el viernes como máximo. La mañana del día del examen, cuando vengan a clase, no sabrán que ése es el día del examen».

			Bueno, un estudiante lógico razonó de esta manera: «Obviamente, el examen no puede ser el último día, viernes, porque si no ha hecho el examen al finalizar la clase del jueves, entonces sabré que el viernes a la mañana es el día, y el examen no será una sorpresa. Esto descarta el viernes, por lo tanto ahora sé que el jueves es el último día posible. Y, si no hace el examen al finalizar el miércoles, entonces sabre el jueves a la mañana que ése debe ser el día (porque ya he descartado el viernes); en consecuencia no será una sorpresa. Por lo tanto también descarto el jueves».

			Luego el alumno descartó el miércoles con el mismo argumento, después el martes, y finalmente el lunes, el día en que estaba hablando el profesor. Su conclusión fue: «Por lo tanto no habrá ningún examen; el profesor no tiene posibilidad de cumplir con su enunciado». En ese momento, el profesor dijo: «Ahora les haré el examen». El alumno quedó sumamente sorprendido.

			¿Cuál era el error en el razonamiento del alumno?

			Se han escrito muchos artículos sobre este famoso problema, y aparentemente todavía no se ha logrado un acuerdo uniforme sobre el análisis correcto. Mi punto de vista es el siguiente, en pocas palabras:

			Voy a ponerme en el lugar del alumno. Yo afirmo que podría tener una prueba sorpresa cualquier día, ¡incluso el viernes! Éste es mi razonamiento: supongamos que llega el viernes a la mañana y todavía no hice el examen. ¿Qué pensaría entonces? Suponiendo que le creí al profesor en primer lugar (y este supuesto es necesario para el problema), ¿podría seguir creyendo flrmemente al profesor el viernes por la mañana si todavía no hizo el examen? No veo cómo podría hacerlo. Indudablemente podría creer que haría el examen hoy (viernes), pero no podría creer que tendría una prueba sorpresa hoy. Por lo tanto, ¿cómo podría confiar en la exactitud del profesor? Al tener dudas sobre el profesor, no sabría qué pensar. En lo que a mí respecta podrá pasar cualquier cosa, y por lo tanto bien podría ser que me pudiera sorprender al tener el examen el viernes.

			En realidad, el profesor dijo dos cosas: 1) Tendrán un examen esta semana; 2) No sabrán la mañana del examen que ése es el día. Pienso que es importante separar estos dos enunciados. Podría ser que el primer enunciado del profesor fuera correcto y el segundo incorrecto. El viernes por la mañana, yo no podría creer consistentemente que ambos enunciados del profesor eran correctos, pero podría creer firmemente en su primer enunciado. Sin embargo, si lo hago, entonces el segundo enunciado es incorrecto (dado que entonces pensaré que haría el examen hoy). Por otro lado, si dudo del primer enunciado del profesor, entonces no sabré si haré el examen hoy o no, lo cual significa que el segundo enunciado del profesor se ha cumplido (suponiendo que cumple con su palabra y me hace el examen). Por lo tanto lo sorprendente es que el segundo enunciado del profesor es verdadero o falso y depende respectivamente del hecho de que yo no crea o sí crea su primer enunciado. Por lo tanto la única forma en que el profesor puede tener razón es si yo tengo dudas sobre él; si dudo de él, eso significa que tiene razón, mientras que si confío absolutamente en él, entonces está equivocado. (No sé si este curioso punto ha sido tenido en consideración anteriormente).

			La versión de un día. La complicación de tener más de un día es realmente ajena al núcleo del problema, por lo tanto se ha propuesto la siguiente versión de «un día» de la paradoja: el profesor le dice al alumno: «Tendrá una prueba sorpresa hoy». ¿Qué debe interpretar el alumno?

			Un problema equivalente es el siguiente: supongamos que un alumno le pregunta a su profesor de teología, «¿Existe Dios realmente?». El profesor responde: «Dios existe, pero usted nunca creerá que Dios existe». ¿Qué debe interpretar el alumno? Más adelante veremos que aceptando ciertos supuestos muy razonables sobre la capacidad de razonamiento del alumno, éste no puede creer al profesor sin volverse inconsistente.

			Un problema que se relaciona todavía más con el núcleo central de este libro es el siguiente: nuevamente, el alumno le pregunta al profesor de teología si Dios existe. En este caso el profesor da la siguiente respuesta curiosa: «Dios existe si y sólo si usted no cree en absoluto que Dios existe». De modo equivalente, el profesor dice: «Si Dios existe, entonces usted nunca creerá que Dios existe, pero si Dios no existe, entonces usted creerá que Dios realmente existe». ¿Qué debe interpretar el pobre alumno a partir de eso? ¿Puede el alumno creerle al profesor sin volverse inconsistente? Sí, el resultado es que puede hacerlo, pero (nuevamente según ciertos supuestos razonables sobre la capacidad de razonamiento del alumno, que serán explicados en el curso de este libro) el alumno, que le cree al profesor, puede seguir siendo consistente sólo si no sabe que es consistente. En otras palabras, si el alumno le cree al profesor y cree en su propia consistencia, entonces se volverá inconsistente.

			Esta paradoja se relaciona estrechamente con el notable Segundo Teorema de la Incompletitud de Gödel: el teorema de la no demostrabilidad de la consistencia. Gödel consideró algunos de los sistemas matemáticos más amplios que se conocen hasta ahora. Esos sistemas son verdaderamente consistentes (dado que todo lo demostrable en ellos es verdadero), pero lo sorprendente es que esos sistemas, a pesar de su poder (o, visto de otra forma, como consecuencia de su poder), son incapaces de demostrar su propia consistencia. Conocemos la consistencia de esos sistemas sólo por medio de métodos que no pueden formalizarse en los propios sistemas.

			Este libro investigará esas paradojas y la obra de Gödel. Para que nos sirva de ayuda en esta búsqueda (y para divertimos un poco) consideremos primero algunos acertijos lógicos y su relación con la lógica proposicional.
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