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  Prefazione


  Il misurare e il contare hanno rappresentato esigenze primarie fin da quando l’uomo è comparso sulla Terra. Nelle antichissime civiltà tale esigenza si presentava negli scambi e nei commerci, poi i numeri si sono diffusi in tutte le relazioni umane. Questo saggio tenta di ricostruire gli eventi salienti dell’evoluzione storica e filosofica del concetto di numero. Una sorta di compendio, uno sguardo panoramico, dalla numerazione arcaica sumera, agli assiomi dell’aritmetica, ai numeri ipercomplessi. Nei dieci capitoli si dà un ampio resoconto sugli studi per svelare il mistero dei numeri primi, delle più interessanti ricerche sulla cosiddetta quadratura del cerchio, sulla sezione aurea trattata con alcune considerazioni nuove e inedite. Sul piano filosofico è affrontato il concetto dell’Uno da Platone ad Husserl, e quello dell’infinito da Aristotele alla sistemazione data da Georg Cantor. Il testo principale, là dove ritenuto opportuno, contiene alcune dimostrazioni per una più chiara comprensione degli argomenti, sempre, però, in riferimento alla loro genesi storica. Nelle appendici ci sono approfondimenti, aneddoti, leggende e curiosità.


  ***


  Nell’attuale civiltà delle tecnologie avanzate quali la cibernetica, la robotica, l’informatica, è prospettata una visione della scienza per tanti aspetti poco augurabile, protesa così com’è verso un efficientismo tecnico che perde di vista l’aspetto universale del sapere. La formazione dell’uomo moderno appare sempre più finalizzata all’inserimento in sistemi produttivi parcellizzati, predisponendolo a rinunciare alla coscienza del proprio essere sociale. La matematica e la filosofia si stanno adattando a questo processo, perdendo il loro ruolo formativo e la loro influenza sul piano conoscitivo. È auspicabile un recupero del loro senso originario umanistico sia classico che rinascimentale, a cominciare dai testi scolastici di matematica in adozione nelle scuole superiori, zeppi di inutili sequenze interminabili di esercizi tutti uguali, senza alcuna giustificazione. Sarebbe più proficuo risalire alle origini delle idee matematiche, alla loro connessione con i mutamenti degli orientamenti filosofici, alla concezione del mondo e della realtà che ci circonda, al contributo che hanno dato al progresso scientifico. La moderna dialettica uomo-macchina non deve, esclusivamente e semplicemente, allinearsi alle esigenze della cosiddetta filosofia del computer, con la pura razionalità di una scienza altamente tecnicizzata. L’insegnamento della matematica non può limitarsi a far apprendere automatismi di calcolo, ma deve riqualificarsi riappropriandosi del suo compito imprescindibile di formazione complessiva delle menti, contribuire a far comprendere le grandi congiunture storiche del pensiero, le strutture essenziali dalle quali sono derivate le moderne tecnologie, le possibili utilizzazioni di esse per un fine economico e sociale più equo, solidale, umano.


  “Se avessi pensato (se pensassi) che la matematica è solo tecnica e non anche cultura generale, solo calcolo e non anche filosofia, cioè pensiero valido per tutti, non avrei fatto il matematico”. (Lucio Lombardo Radice; Catania 1916 – Bruxelles 1982).


  I. I sistemi di numerazione nell'antichità


  Che il misurare e il contare abbiano rappresentato esigenze essenziali fin dalle antichissime civiltà è riscontrabile in tantissimi documenti. In tempi assai remoti, se non addirittura risalenti alle prime comunità di uomini che popolarono la Terra, l'esigenza si poneva nelle misure delle grandezze più comuni, quali la lunghezza di tratti di strade e di fiumi, l’estensione dei campi, il peso dei corpi. I metodi di misurazione di queste grandezze variavano da popolo a popolo e seguivano leggi diverse. Essi si basavano sul caso e sull'opportunità. Si trattava cioè di misure grossolane e imprecise, se non del tutto soggettive. Basti pensare che i pesi si deducevano dal carico degli animali da soma, le linee venivano indicate in cubiti (braccia), e le superfici dei terreni in iugeri: giornate impiegate da una coppia di buoi per ararle. Con lo svilupparsi dei commerci, queste diverse e assai incerte misurazioni creavano enormi problemi; perciò sorse la necessità di trovare un sistema di numerazione il più possibilmente comune. Un sistema, cioè, nel quale utilizzare una sequenza finita di cifre e di regole per combinarle tra loro, in modo da esprimere un numero. Per numero s’intende la misura della quantità da descrivere e per cifra uno dei simboli utilizzati per rappresentare il numero (v. App. I/1).


  È da credere che prima del 6000 a.C. non esistesse alcun sistema di numerazione e, quindi, nessun numero. È verosimile, però, che i numeri venissero espressi mediante una corrispondenza biunivoca con un insieme di oggetti quali i sassolini, asticciole, le tacche incise su un’asta di legno (v. App. I/3). Fu proprio attorno al 6000 a.C. che s’inventarono i primi numeri utilizzando i simboli (cifre). Per base di un sistema di numerazione è da intendere il numero dei simboli (o delle cifre) utilizzati per rappresentare i numeri. Il posizionamento dei simboli rispetta la sintassi: le regole che consentono la scrittura e la lettura dei simboli. Le regole sono cambiate nel corso dei secoli (v. App. I/2), fino a giungere, con l’avvento dei numeri indiano-arabi (900 circa), all’attuale sistema di numerazione a base decimale (v. Cap. III).


  * * *


  I primi a darsi un sistema di numerazione ben definito furono i sumeri (v. App. I/4), un popolo che risale al 6000 a.C. e abitava le terre della cosiddetta mezzaluna fertile, denominata Terra di Sumer: una zona pianeggiante e paludosa, bagnata dai fiumi Tigri e Eufrate, tra il mare Mediterraneo e il golfo Persico, confinante a nord con le montagne dell’Anatolia, e a sud con il deserto arabico. Grazie alla fecondità della terra e al loro ingegno, i sumeri erano ricchi e disponevano di grandi quantità di derrate alimentari stipate in appositi magazzini. Carovane di mercanti viaggiavano per scambiare e vendere i prodotti della Terra di Sumer in Mesopotamia e con gli elamiti (v. App. I/5). Così fu che per esigenze di commercio inventarono la scrittura e si occuparono di matematica, in particolare di geometria e di aritmetica. Fondarono scuole per istruire gli scriba: scrivani e contabili. Usando il sistema di numerazione sumera, gli scriba erano capaci di calcolare le potenze, estrarre le radici, risolvere equazioni con due incognite. In un documento di scrittura cuneiforme c’è finanche la testimonianza di una formula per calcolare l’interesse composto del 20% in un determinato periodo di tempo. Quando la Terra di Sumer fu conquistata e sottomessa dai semiti e fu fondato l’Impero Babilonese (4000 a.C. (?)), la numerazione sumera non subì alcun mutamento, anzi, fu usata per altri mille anni, e, in certi aspetti, copiata dagli egiziani.


  Ma: in cosa consiste la numerazione sumera?


  I sumeri per scrivere i numeri si servivano di due simboli che rappresentavano l’unità e la decina. Probabilmente scelsero queste due quantità perché l’unità era l’elemento costitutivo del tutto e la decina faceva riferimento alle dieci dita delle mani. Il concetto dell’Uno, come avremo modo di vedere nel Cap. II, sollevò appassionate discussioni e le speculazioni filosofiche su di esso si protrassero fino al XIX sec.; mentre la decina, come corrispondenza biunivoca con le dita delle mani, suggerirà la numerazione indiano-araba a base decimale.


  Con l’uso di questi due simboli (fig. 1) venivano rappresentati i numeri da 1 a 59. (È evidente che ogni riferimento alla nostra numerazione non ha alcun valore storico, né, tanto meno, logico – matematico, ma è usato esclusivamente come confronto e comparazione).


  1 = [image: ] 10 =[image: ]


  fig. 1


  Partendo da queste due cifre base, i primi nove numeri venivano rappresentati con la ripetizione del simbolo dell’unità tante volte quante ne occorrevano. I numeri 10, 20, 30, 40, 50, dalla ripetizione della decina. Cosicché, volendo scrivere il numero 33, usando i simboli di fig. 1, si ha:
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  Successivamente introdussero altri simboli (fig. 2) a significare il numero 60 = 10x6, 600 = 60x10, 3600 = 60², 36000 = 60²x10, e così via, rispettando l’ordine della progressione numerica:


  1


  10


  60 = 10x6


  600 = (10x6)x10


  60² = (10x6x10)x6


  6000 = (10x6x10x6)x10


  60³ = (10x6x10x6x10x6x10)x6


  …
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  fig. 2


  È da notare come i simboli in fig. 2 siano quasi uguali a quelli della fig. 1. Essi differiscono per grandezza e per la presenza di un forellino centrale.


  La numerazione sumera potrebbe essere intesa a base binaria, essendo due le cifre principali (l’unità e la decina). Oppure, dato che nuovi simboli, leggermente modificati rispetto a quelli già in uso, venivano aggiunti per poter rappresentare numeri sempre più grandi, tale sistema non ha alcuna base. O, come dire, la base del sistema della numerazione sumera era in continuo divenire. Di certo si trattava di una numerazione additiva nella quale, per rappresentare una certa quantità (numero), venivano ripetute le cifre tante volte quante ne erano necessarie. Inoltre era costruita in forma sessagesimale, alternando le cifre 6 e 10, cioè due divisori complementari di 60. Sistemi sessagesimali sono tuttora usati nella misurazione del tempo e degli angoli.


  Attorno al 3500 a.C., esclusa l’unità già simbolicamente orizzontale, i simboli non circolari subirono una rotazione di 90 gradi in senso antiorario e divennero orizzontali con la punta arrotondata volta a destra. Nello stesso periodo introdussero il simbolo
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  a rappresentare la sottrazione. Esso era usato per scrivere i numeri 9; 18; 38; 57; ... (fig. 3).
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  fig. 3


  Queste modifiche erano tese a semplificare e ad accorciare le stringhe delle sequenze dei simboli. Nonostante ciò la numerazione sumera comportava lunghe catene di cifre, e, forse, fu per questo che, a partire dal 3000 a.C., venne abbandonata la scrittura cosiddetta arcaica, per sostituirla in maniera graduale, con quella cuneiforme. Il passaggio da una scrittura all’altra si completò tra il 2700 e il 2600 a.C.. La scrittura cuneiforme usava anch’essa la tecnica dell’incisione su argilla molle mediante attrezzi chiamati calami (v. App. I/6). Il nuovo stile rivoluzionò i simboli rappresentativi dei numeri, compreso quello della sottrazione che divenne più stilizzato (fig. 4), ma lasciò inalterata la sintassi (regole) della numerazione.
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  fig. 4


  * * *


  Il sistema numerale sumero volse al termine con la 1^ Dinastia Babilonese (XV – XIV sec. a.C.). Esso fu sostituito da quello babilonese, anch’esso additivo sessagesimale e, per i numeri superiori a sessanta, additivo posizionale sessagesimale. In altri termini quest’ultimi erano intesi come polinomi numerici a base 60. Per esempio il numero 7421 era rappresentato dalla sequenza:
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  Ossia : 7200 + 180 + 41

  Cioè: 2·60² + 3·60¹ + 41


  I simboli erano assai simili a quelli sumeri. Le uniche diversità consistevano nel fatto che i babilonesi non fecero uso del segno di sottrazione (meno) e per la prima volta utilizzarono lo zero
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  inteso però come spazio vuoto tra un blocco di cifre e quello successivo. Così per il numero 3604 si ha la sequenza di fig. 5:
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  fig. 5


  Nella quale il primo simbolo rappresenta la potenza 60².


  Il sistema di numerazione egizio, dopo quello sumero, fu il più diffuso a quei tempi. Si trattava di un metodo di numerazione di tipo additivo che usava sette simboli, ognuno dei quali indicava la potenza del dieci (fig. 6).
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  fig. 6


  Gli etruschi, dopo un periodo assai lungo nel quale usarono per i conteggi intermediari oggettuali quali tacche o chiodi o sassolini, passarono alla numerazione scritta. I simboli usati erano sette e il sistema era additivo quinario. I simboli, ritrovati in antiche scritture, variavano per epoca e zona, essenzialmente, però, erano quelli riportati in fig. 7.
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  fig. 7


  * * *


  La numerazione romana fu sicuramente quella più usata sia per la durata che per l’estensione dell’Impero. Essa si protrasse fino al XVI secolo e, in alcune applicazioni, è tuttora in uso.


  È un sistema additivo che utilizza sette lettere alle quali è attribuito un preciso valore:


  I=1     V=5     X=10     L=50     C=100     D=500     M=1000


  Se la lettera è soprastata da una linea orizzontale il suo valore è moltiplicato per mille. Bordandola con due linee verticali ai lati e una linea orizzontale soprastante il suo valore è moltiplicato per 100.000, mentre se è soprastata da due linee orizzontali il suo valore è moltiplicato per 1.000.000. Gli antichi romani non conoscevano la parola milione o miliardo. Il milione era detto dieci centinaia di migliaia e il miliardo mille migliaia di migliaia.


  Per scrivere un numero combinavano le sette lettere per ottenere delle sequenze. La combinazione delle lettere rispettava la seguente sintassi:


  - Le cifre I, X, C e M potevano essere ripetute al massimo tre volte, mentre V, L e D non potevano essere inserite più di una volta. In alcuni documenti compaiono scritture di numeri con quattro simboli, per esempio IIII o CCCC.


  - Una sequenza di simboli letterali non doveva presentare valori crescenti, ma solo decrescenti, e il valore totale si otteneva sommando i valori dei simboli indicati: II = 2, XII = 12, XXIII =23, CXXXV = 135, DLV = 555, MMCVIII = 2108.


  - Se un simbolo (lettera) era seguito da un altro simbolo di valore maggiore, allora il primo simbolo andava sottratto al secondo. Cioè il loro binomio dava come risultato la differenza tra i due: IV = 4, IX = 9, XL = 40, XC = 90, CD = 400, CM = 900.


  Alcuni studiosi affermano che il principio di differenza, o metodo sottrattivo, fu introdotto durante il Medioevo per accorciare le stringhe, ma duali di questo tipo sono stati ritrovati negli scavi dell’antica città di Pompei, ciò conferma l’ipotesi che fossero già in uso nell’antica Roma.


  - Solo I, X e C potevano essere usati in modo sottrattivo.


  Tutti, o quasi, concordano sul fatto che con i numeri romani non si potessero eseguire le quattro operazioni con il metodo cosiddetto della messa in colonna, e che esse venissero effettuate mediante l’utilizzo di uno strumento chiamato abaco: una sorta di pallottoliere, costituito da una tavoletta (generalmente di bronzo) dotata di scanalature nelle quali scorrevano pietruzze o altri piccoli oggetti (v. App. I/7). Eppure, se si tiene presente la seguente tabella (una specie di tavola pitagorica), che indicava le regole per il funzionamento dell’abaco:


  IIIII = V VV = X XXXXX = L LL = C CCCCC = D DD = M


  Si potrebbe pensare che eseguissero l’addizione nel modo che segue:


  
    
      	27 + 35 = 62 →

      	XXVII (+)
    


    
      	

      	XXXV =
    


    
      	

      	XXXXXVVII = LXII
    

  


  
    
      	135 + 225 = 360 →

      	CXXXV (+)
    


    
      	

      	CCXXV =
    


    
      	

      	CCCXXXXXVV = CCCLX
    

  


  
    
      	1236 + 2571 = 3807 →

      	MCCXXXVI (+)
    


    
      	

      	MMDLXXI =
    


    
      	

      	MMMDCCLXXXXXVII = MMMDCCLLVII = MMMDCCCVII
    

  


  Tale metodo è applicabile anche quando compaiono i binomi sottrattivi IV, IX, XL …, che potrebbero essere scritti: I'V, I'X, X'L, … Tenendo conto che due lettere opposte si elidono a vicenda si ha:


  
    
      	14 + 38 = 52 →

      	XI'V (+)
    


    
      	

      	XXXVIII =
    


    
      	

      	XXXXVVI'III = XXXXXII = LII
    

  


  
    
      
        	149 + 234 = 383 →

        	CX'LI'X (+)
      


      
        	

        	CCXXXI'V =
      


      
        	

        	CCCLX'XXXXVI'I' = CCCLXXXIIIIII'I' = CCCLXXXIII
      

    
  


  Considerandola come l’inversa dell’addizione il metodo è applicabile anche alla sottrazione.


  
    
      
        	43 - 21 = 22 →

        	X'LIII (-) XXI = X'LIII (+)
      


      
        	

        	X'X'I' =
      


      
        	

        	LX'X'X’IIII' = XXXXX X'X'X’II = XXII
      

    
  


  
    
      	165 - 123 = 42 →

      	CLXV (-) CXXIII = CLXV (+)
    


    
      	

      	C'X'X'I'I'I' =
    


    
      	

      	X'LV I'I'I' = X'LIIIII I'I'I' = X'LII
    

  


  Se compaiono binomi sottrattivi va considerato che l’opposto di un opposto è uguale a se stesso: Cioè: I'' = I, X'' = X, …


  
    
      	144 – 139 = 5 →

      	CX'LI'V (-) CXXXI'X = CX'LI'V (+)
    


    
      	

      	C'X'X'X'I''X' =
    


    
      	

      	L X'X'X' X'X'VI'I =XXXXX X'X'X' X'X'V = V
    

  


  Per la moltiplicazione e la divisione i calcoli si complicano, ma, considerando la moltiplicazione come l’iterazione di una addizione e la divisione come l’inversa della moltiplicazione, anche queste due operazioni potrebbero essere risolte con il cosiddetto metodo in colonna.


  * * *


  Oltre ai sistemi di numerazione descritti, ce ne sono stati tanti altri, da quello dell’antica Cina, a quello delle antiche civiltà Maya. La rappresentazione dei numeri ha subito una continua evoluzione, fino a quando, dopo la rivoluzione francese e con la Convenzione di Parigi del 1875, fu adottato, ufficialmente e universalmente, il sistema additivo posizionale decimale.


  II. La numerazione greca. Il concetto filosofico dell’Uno.


  Sebbene il motto dei Pitagorici fosse “Tutto è numero”, è da ritenere che il loro primo sistema di numerazione, detto attico – erodianico, fu preso in prestito dagli egizi. Evidenti analogie esistono tra i simboli numerali attici greci e quelli demotici egizi (in uso dall’ottavo secolo a.C. fino al 450 (?)). Probabilmente l’espandersi dei commerci, dopo il 600 a.C., tra gli egizi e i greci, indusse quest’ultimi ad adottarlo adattandolo ai loro scopi. Entrambi i sistemi usavano nove cifre: le unità si contavano da uno a nove, le decine da dieci a novanta, e così via. Entrambi non comprendevano lo zero.


  Nella numerazione arcaica greca attica – erodianica la unità era rappresentata da un cerchietto ( [image: ] ) o da un trattino verticale ( | ) o da un arco aperto a destra ( ( ), la decina da un trattino orizzontale ( – ), la centinaia da una sorta di capitello ( ¬ ), le migliaia da un alberello ( ψ ), le decine di migliaia con una capanna simboleggiata da ( [image: ] ). Altri segni venivano usati per rappresentare valori maggiori fino a un massimo di nove simboli diversi tra loro. Così come quello egiziano, il sistema di numerazione attico usava il metodo additivo. Per rappresentare il numero 8559 occorrevano ben ventisette segni: 8(1000) + 5(100) + 5(10) + 9(1). Intorno al VI secolo a.C., per semplificare le scritture furono introdotte delle cifre a rappresentare la metà della decina, la metà della centinaia, e così via. Lo stesso numero 8559 poteva essere scritto con 11 simboli: 1(5000) + 3(1000) + 1(500) + 1(50) + 1(5) + 4(1). L’introduzione di queste nuove cifre riduceva la lunghezza delle sequenze, ma creava grosse difficoltà nei calcoli. Fu per questo che la numerazione attica, tra il 475 e il 325 a.C., fu sostituita con la numerazione ionica o sistema numerale alfabetico. Esso divenne il preferito tra i popoli di lingua greca, e restò in uso fino alla caduta dell’Impero Bizantino nel XV secolo. La numerazione attica fu comunque adoperata dai grandi geometri dell’antica Grecia: da Talete (di Mileto; 624 - 548 a.C. (?)) a Pitagora (di Samo; 570 – 495 a.C.(?)), e tanti altri.


  * * *


  La numerazione ionica faceva uso delle lettere dell’alfabeto greco, più tre dell’alfabeto arcaico: il digamma ([image: ]), che in età medievale venne deformato in stigma ([image: ]), il qoppa ([image: ]) e il sampi ([image: ]).


  In totale ventisette lettere. Con le prime nove si indicavano i numeri da 1 a 9, dalla decima alla diciottesima i numeri da 10 a 90, e con le ultime nove i numeri da 100 a 900 (fig. 1).
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  fig. 1


  Quindi, per esempio, 323 = τκγ. Era possibile scrivere numeri superiori a 999 = [image: ] [image: ] Θ. Per le migliaia fino a novemila si faceva precedere un numero unitario da un apostrofo: 1000 = ‘α, 2000 = ‘β, 3000 = ‘γ, e così via. Per le decine di migliaia si usava il simbolo M elevato a potenza: 10000 = Mˆα, 20000 = Mˆβ, ... 120000 = Mˆα β, … Per rappresentare le frazioni, i greci posizionavano l’apostrofo dopo la lettera: β’ = 1/2, θ’ = 1/9, e così via. Se il numeratore non era unitario la scrittura delle frazioni creava delle ambiguità, perché βε’ poteva essere letto come 2/5 o come 1/25. Si pensò allora di aggiungere un trattino alla lettera che occupava il numeratore: β-ε’ = 2/5. Diofanto (di Alessandria; III – IV sec. d.C. (?)) (v. App. II/1) introdusse, per le frazioni, una rappresentazione analoga alla nostra, nella quale, però, le posizioni del numeratore e del denominatore erano invertite: ε/β = 2/5.


  * * *


  



  Il sistema di numerazione ionico fu senza dubbio il più sintetico e il più razionale. Esso permise ai greci i grandi progressi a loro riconosciuti nell’aritmetica e nella geometria. La generazione dei numeri suscitò appassionate discussioni fra i più illustri pensatori. Nel III capitolo avremo modo di vedere che già Platone avvertiva la necessità di dare all’aritmetica un fondamento assiomatico. Nei libri VII, VIII e IX, definiti aritmetici, e nel libro X, nel quale sono trattati alcuni numeri irrazionali, dei famosi Elementi di Euclide, si trovano mirabili speculazioni sui numeri primi e sulle grandezze incommensurabili.


  Per i greci la creazione dei numeri rappresentò un argomento inesauribile di speculazioni filosofiche che hanno occupato gli studiosi della cultura greca fino al secolo XIX e oltre. Tuttora si tenta di meglio approfondire il loro pensiero. Specialmente il concetto dell’Uno fu lungamente meditato. L’Uno, prima ancora che nella filosofia occidentale, fu trattato in antichissime civiltà orientali, in Cina e in India. Alcuni lo fanno risalire ai testi sacri della tradizione induista, trascritti a partire dal 3500 a.C.. In occidente venne probabilmente studiato per la prima volta nella Scuola Pitagorica (v. App. II/2). Pitagora identifica l’Uno con il principio fondante e unificatore della realtà (l’archè), e gli attribuisce l’origine comune di tutti gli altri numeri, e, quindi, della molteplicità. Essendo un numero dispari, egli gli assegna la qualità del limite, cioè della perfezione. Parmenide (d’Elea; 540 a.C. (?)), fondatore della Scuola Eleatica (v. App. II/3), riconduce l’intera realtà all’Uno. Così come riportato nel trattato Sulla natura: “La molteplicità e i mutamenti del mondo fisico, afferma, sono illusori, e, pertanto, contrariamente al senso comune, esiste soltanto la realtà dell’Essere: immutabile, ingenerato, finito, immortale, unico, omogeneo, immobile, eterno”. E ancora: “L’Essere… è infatti un intero tutt’uno, immobile e senza fine. Non era mai o sarà, perché è ora tutto insieme Uno continuo”. Per Parmenide l’Essere è Uno e indivisibile, perché se fossero due occorrerebbe postulare una diversità, ma qualcosa che fosse diverso dall’Essere non potrebbe essere, perché sarebbe un non-essere, o richiederebbe la presenza del non-essere come elemento separatore. Egli basa, come si nota, le sue affermazioni sulla logica formale della non-contraddittorietà.
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