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  GLI ASINTOTI

  

  Storia, geometria e analisi delle rette tangenti all’infinito
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  In memoria di Enrico (1913-1989)

  e di Rosa (1913-1999)


  “A parte i nostri pensieri, non c’è nulla

  che sia davvero in nostro potere”.

  (Cartesio)


  PREMESSA


  Nello studio delle curve, grafici di funzioni y = f(x), la ricerca degli asintoti, a differenza delle altre informazioni, richiede pochi calcoli e tanta intuizione logica. In questo saggio se ne dà una definizione rigorosa per i vari tipi, fornendo metodi sintetici per la loro individuazione e per risalire alle loro equazioni. Il saggio inizia con l’assiomatica della retta nella geometria razionale di David Hilbert, e prosegue con lo studio della retta mediante l’ausilio della geometria analitica. Procede con le rette tangenti alle coniche e alle curve, per approdare, infine, alle rette tangenti all’infinito nell’analisi matematica. Facendo riferimento alla genesi storica, il percorso seguito è organizzato in modo da fornire una visione completa del concetto di retta tangente, necessario per meglio comprendere quello di asintoto.


  Nelle appendici, oltre agli esercizi svolti, ci sono approfondimenti e curiosità.


  I


  La retta nella geometria razionale. David Hilbert


  Che in un qualsiasi discorso sia impossibile definire tutti i termini che v’intervengono senza stabilire un circolo vizioso o un regresso all’infinito è un dato di logica. In una qualsiasi teoria è inevitabile l’introduzione di concetti primitivi non esplicitamente definiti. In geometria tali concetti sono specificati all’interno di un sistema assiomatico o sistema ipotetico-deduttivo, cioè un insieme ordinato e concatenato di enunciati intorno a certi enti.


  Le proposizioni che la geometria razionale pone alla base della sua teoria sono detti postulati (dal greco põstulo = richiedo) oppure assiomi (dal greco αχiòõ = stimo, richiedo) (enunciati fondamentali ammessi senza dimostrazione) (v. App. I/1), e teoremi (enunciati derivanti dai precedenti mediante deduzioni corrette) (v. App. I/2). Inoltre, oltre ai concetti del linguaggio ordinario, vengono usati, in particolare, gli enti geometrici fondamentali punto, retta, piano, e i concetti primitivi di insieme (figura intesa come insieme di punti), di appartenenza (due punti appartenenti a una stessa retta), di ordinamento (la retta è un insieme di punti totalmente ordinato), di congruenza (intesa come uguaglianza di figure che sono sovrapponibili perfettamente). Poi, man mano che il discorso procede, sono introdotti enti geometrici più complessi, come, per esempio, segmenti, angoli, poligoni, cerchi, … , mediante definizioni che si riallacciano agli enti fondamentali o a quelli già definiti; per dire: “il segmento è una parte di retta compresa fra due punti”. In questa definizione il termine “parte” e l’espressione “compresa fra” sottintendono i concetti di appartenenza e di ordinamento.


  È ovvio che gli enti geometrici fondamentali non possono essere ricondotti ad altri enti precedenti perché essi non esistono. Se esistessero sarebbero loro gli enti fondamentali, e, come prima detto, ciò darebbe l’avvio a un circolo vizioso. Inoltre, le relazioni che mutuamente legano gli enti fondamentali hanno incidenza sullo sviluppo logico della teoria, ma non ha, invece, incidenza alcuna l’aspetto fisico che intuitivamente attribuiamo a essi. Insomma, non è essenziale il pensare il punto come una porzione “piccolissima” di spazio e la retta come un percorso “diritto”. Per il ragionamento è però essenziale il fatto che due punti individuano una sola retta, e che su una retta i punti siano ordinati. Nei postulati gli enti fondamentali sono definiti implicitamente, elencando le loro mutue relazioni. Pertanto, del punto, della retta e del piano, non si possono dare definizioni simili a quelle date agli enti geometrici introdotti successivamente. Agli enti fondamentali spettano definizioni implicite, cioè delle asserzioni che stabiliscono il mutuo comportamento di questi enti, senza pretendere di descriverli. Queste definizioni implicite vengono formulate idealizzando le nostre esperienze quotidiane. Agli altri enti, invece, spettano delle definizioni esplicite. Insomma: gli enti di cui si parla e i predicati ad essi attribuiti sono definiti esplicitamente sulla base di concetti precedenti, oppure implicitamente mediante gli assiomi.


  *


  È fuori di dubbio che il procedimento assiomatico che caratterizza una gran parte della matematica moderna fu iniziato per la geometria nei famosi Elementi di Euclide (300 a. C.) (v. App. I/3)). Questa opera scritta più di duemila anni fa ha avuto un’enorme influenza nella formazione della nostra presente civiltà, e sebbene lontana dalla perfezione a cui Euclide aspirava, essa suscitò l’ammirazione del genere umano e stabilì un livello di rigore per le dimostrazioni che rimase insuperato fino ai tempi moderni. Gli Elementi si fondano su un sistema assiomatico nel quale si tenta di dare le definizioni di enti e di concetti fondamentali rifacendosi all’esperienza fisica, quasi come se la geometria fosse il primo capitolo della fisica. Per esempio, Euclide definisce il concetto sconosciuto di retta usando altri concetti che non sono in alcun modo conosciuti: “giacere ugualmente su se stessa con i suoi punti”. Euclide instaurò il suo sistema con quattro assiomi e cinque postulati che costituiscono le proposizioni primitive degli Elementi. Egli scelse queste poche verità geometriche come base e dimostrò tutto il resto come conseguenze di esse.


   


  Assiomi:


  I. Due cose uguali a una terza sono uguali tra di loro.


  II. Se a cose uguali si aggiungono cose uguali allora si ottengono cose uguali.


  III. Se da cose uguali si tolgono cose uguali allora si ottengono cose uguali.


  IV. Cose che possono essere portate a sovrapporsi l’una all’altra sono uguali tra di loro. (Questo è l’assioma più discusso, in quanto appare più una definizione dell’uguaglianza tra le figure geometriche, piuttosto che un assioma).


   


  Postulati


  I. Da ogni punto ad ogni altro punto è possibile condurre una ed una sola retta


  II. Un segmento di linea retta può essere indefinitamente prolungato in linea retta.


  III. Dato un punto e una lunghezza, è possibile tracciare un cerchio.


  IV. Tutti gli angoli retti sono uguali tra di loro.


  V. Se una retta c interseca due rette a e b e forma nello stesso semipiano due angoli interni α e β la cui somma è minore di due angoli retti, allora le rette a e b, se prolungate indefinitamente, si incontreranno in quella parte del piano in cui gli angoli interni hanno somma minore di due angoli retti. (fig. 1)
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  Figura 1


  Fu proprio questo antico problema delle parallele all’origine della rivoluzione non-euclidea (v. R. Zucchini: Il quinto postulato Mnamon 2012).


  *


  A concepire per la prima volta un sistema di assiomi come costituente una definizione implicita fu, nel 1819, J. D. Gergonne (Joseph Diez Gergonne, matematico francese, Nancy 1771 - Montpellier 1859) (v. App. I/4). Ma è a David Hilbert (Königsberg 1862 – Gottinga 1943) (v. App. I/5) che va riconosciuto il merito di aver dato alla geometria razionale un fondamento assiomatico completo e non contraddittorio.
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  David Hilbert


  Nei Fondamenti della geometria (Grundlagen der geometrie) egli sostituisce agli assiomi e ai postulati di Euclide un insieme di 20 assiomi divisi in cinque gruppi.


  Di seguito l’incipit del suo libro:


  Consideriamo tre diversi sistemi di oggetti: chiamiamo punti gli oggetti del primo sistema e li indichiamo con A, B, C, …; chiamiamo rette gli oggetti del secondo sistema e li indichiamo con a, b, c, …; chiamiamo piani gli oggetti del terzo sistema e li indichiamo con α, β, γ, …; i punti si chiamano anche gli elementi della geometria della retta, i punti e le rette gli elementi della geometria piana, i punti, le rette ed i piani gli elementi della geometria solida o dello spazio.


  Noi consideriamo punti, rette e piani in certe relazioni reciproche ed indichiamo queste relazioni con parole come “giacere”, “fra”, “congruente”; la descrizione esatta e completa, ai fini matematici, di queste relazioni segue dagli assiomi della geometria. Noi possiamo suddividere gli assiomi della geometria in cinque gruppi; ciascuno di questi gruppi esprime certi fatti fondamentali omogenei della nostra intuizione. Indicheremo questi gruppi di assiomi nel seguente modo:


  I. 1-8 Assiomi di collegamento


  II. 1-4 Assiomi di ordinamento


  III. 1-5 Assiomi di congruenza (v. App. I/8)


  IV. Assioma delle parallele (v. App. I/9)


  V. 1-2 Assiomi di continuità (v. App. I/10)


  Riportandoli dal testo originale, cerchiamo di spiegare e di capire i primi due gruppi di assiomi, che più degli altri, per i quali si rimanda alle appendici segnalate, interessano questo saggio.


  I° gruppo: assiomi di collegamento (o di appartenenza)


  1) Per due punti A, B c’è sempre una retta a che appartiene ad ognuno dei due punti A, B (fig.2)
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  Figura 2


  2) Per due punti A e B c’è al massimo una retta che appartiene ad ognuno dei due punti A, B.


  3) Su una retta ci sono sempre almeno due punti. Ci sono almeno tre punti che non giacciono su una retta.


  Punti che appartengono a una stessa retta si dicono allineati. Non tutti i punti sono allineati. Data una coppia di punti vi è almeno un altro punto che non appartiene alla loro retta, ossia che è fuori dalla retta da loro individuata.


  4) Per tre punti qualsiasi A, B, C, che non giacciono su una stessa retta, c’è sempre un piano α che appartiene ad ognuno dei tre punti A, B, C. Per ogni piano c’è sempre un punto che gli appartiene.


  Se tre punti A, B, C non sono allineati le rette AB e AC sono distinte, ma hanno il punto A in comune, e allora si dice che sono incidenti.


  5) Per tre punti qualsiasi A, B, C che non giacciono su una medesima retta, c’è al massimo un piano α che appartiene a ciascuno dei tre punti A, B, C.


  6) Se due punti A, B di una retta a giacciono in un piano α, allora ogni punto di a è nel piano α.


  Da questo assioma si deduce che l’insieme dei punti chiamato retta è un particolare sottoinsieme dell’insieme chiamato piano. Punti che appartengono a uno stesso piano si dicono complanari.


  7) Se due piani α, β hanno in comune un punto A, allora hanno in comune un altro punto B.


  8) Ci sono almeno quattro punti che non stanno in un piano.


  Mentre terne diverse di punti non allineati possono individuare piani distinti, quaterne diverse di punti non complanari individuano sempre lo stesso spazio. Questo spazio è anche detto tridimensionale. Infatti, la retta può essere concepita come uno spazio ad una dimensione, individuabile, cioè, da un punto e un solo altro punto; il piano può essere concepito come uno spazio a due dimensioni, perché individuabile da un punto e da due altri punti non allineati con esso; infine lo spazio ordinario appare come uno spazio a tre dimensioni, perché individuabile da un punto e da tre altri punti non complanari con quello dato. Nella geometria razionale vi sono però spazi che trascendono la nostra intuizione e sono a più di tre dimensioni. I cosiddetti iperspazi.


  Come applicazione degli assiomi di collegamento (o di appartenenza) dimostriamo due teoremi (v. App. I/6).


  II° gruppo: Assiomi di ordinamento (o di distribuzione o di ripartizione)


  Gli assiomi di ordinamento definiscono il concetto fra, e sulla base di questo concetto l’ordinamento dei punti su una retta, nel piano e nello spazio.


  1) Se un punto B giace fra un punto A e un punto C, allora A, B, C sono tre punti distinti di una retta e B giace pure fra C e A (fig. 3).
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  Figura 3


  2) Per ogni due punti A e C, c’è sempre almeno un punto B, sulla retta AC, tale che C giace fra A e B (fig. 4).
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  Figura 4


  3) Di tre punti qualsiasi di una retta ce n’è al massimo uno che giace fra gli altri due.


  Se consideriamo due punti A e B su una retta a; chiamiamo segmento il sistema dei due punti A e B e lo indichiamo con AB. I punti tra A e B si dicono punti del segmento AB ovvero posti all’interno del segmento AB; i punti A, B, si chiamano estremi del segmento AB. Tutti i punti rimanenti della retta a si dicono posti all’esterno del segmento AB.


  4) Siano A, B, C tre punti non allineati ed a una retta del piano ABC che non passi per alcuno dei punti A, B, C: allora, se la retta a passa per un punto del segmento AB, essa passa certamente anche per un punto del segmento AC ovvero per un punto del segmento BC.
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