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			Sinopsis

		

		
			Ante la percepción popular de que las matemáticas son inútiles para nuestro día a día, el profesor Ian Stewart nos demuestra que esta disciplina va mucho más allá de los cálculos aburridos que todos recordamos de la escuela y nos propone un curioso recorrido por los usos de las matemáticas que a menudo permanecen ocultos a simple vista, pero contribuyen a nuestras vidas. Desde la trigonometría que mantiene un satélite en órbita hasta los números primos utilizados por los sistemas de seguridad más avanzados del mundo, pasando por los números imaginarios que permiten la realidad aumentada, los métodos más eficientes para los trasplantes de riñón, las aplicaciones en política, la predicción del cambio climático o, incluso, cómo una curva extraña e infinitamente ondulada optimiza las entregas a domicilio; las matemáticas no solo son relevantes para nuestras vidas, sino que sin ellas el mundo moderno como lo conocemos se desmoronaría.

		

	
		
			¿Para qué sirven las matemáticas?

			Cómo dan forma a nuestra vida cotidiana

			Ian Stewart

			
			 Traducción castellana de Miguel A. Pérez
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			Irrazonable eficacia

			El milagro de la idoneidad del lenguaje de las matemáticas para la formulación de las leyes de la física es un regalo maravilloso que ni comprendemos ni merecemos. Deberíamos estar agradecidos por ello y esperar que siga siendo válido en la investigación futura y que se extienda, para bien o para mal, para nuestro placer o incluso para nuestra confusión, a ramas más amplias del saber.

			EUGENE WIGNER,
«La irrazonable eficacia de la matemática 
en las ciencias naturales»

			¿Para qué sirven las matemáticas?

			¿Qué hacen por nosotros, en nuestra vida cotidiana?

			Poco tiempo ha, estas preguntas tenían respuestas sencillas. El ciudadano de a pie empleaba la aritmética básica en todo momento, aunque solo fuese para comprobar el recibo de la compra. Los carpinteros tenían que saber geometría elemental. Agrimensores y navegantes necesitaban también la trigonometría. La ingeniería exigía dominar el cálculo.

			Hoy en día, las cosas han cambiado. La caja del supermercado calcula el importe total del recibo, resta las ofertas del día y añade el IVA. Oímos los pitidos cuando el láser escanea los códigos de barras y, mientras el sonido coincida con el paso de los productos, asumimos que los chismes electrónicos saben lo que hacen. Muchas profesiones dependen todavía de un conocimiento matemático amplio, pero incluso en estos casos, la mayor parte de los cálculos se confían a aparatos electrónicos con algoritmos incorporados.

			Mi disciplina brilla por su ausencia. Ni siquiera hay un toro al que agarrar por los cuernos.

			Sería fácil llegar a la conclusión de que las matemáticas se han quedado anticuadas y obsoletas, pero sería una idea equivocada. Sin ellas, el mundo actual se vendría abajo. Para demostrarlo, voy a traer a colación sus aplicaciones en política, en derecho, en los trasplantes de riñón, en las rutas de reparto de los supermercados, en la seguridad en internet, en los efectos especiales de las películas y en la fabricación de muelles. Veremos el papel esencial que desempeñan en los escáneres médicos, en la fotografía digital, en la banda ancha por fibra óptica y en la navegación por satélite. También, cómo nos ayudan a predecir los efectos del cambio climático o cómo pueden protegernos frente a terroristas y hackers informáticos.

			Cabe destacar que muchas de estas aplicaciones dependen de unas matemáticas que surgieron por motivos completamente ajenos a ellas, a menudo solo por el simple atractivo que tiene dejarse llevar por el propio instinto. Mientras me documentaba para este libro, me sorprendí, en repetidas ocasiones, al encontrarme con usos de mi disciplina cuya existencia ni siquiera había imaginado. A menudo, sacaban partido a aspectos que yo no esperaba que tuviesen aplicaciones prácticas, como las curvas que recubren un espacio, los cuaterniones y la topología.

			Las matemáticas son un sistema ilimitado de ideas y métodos de una creatividad inmensa. Yacen inmediatamente bajo la superficie de las tecnologías revolucionarias que han hecho que el siglo XXI sea diferente por completo a cualquier época anterior: videojuegos, viajes aéreos internacionales, comunicaciones por satélite, ordenadores, internet o teléfonos móviles.1 Si se rasca un IPhone, se verá el brillante reflejo de las matemáticas.

			Por favor, que nadie lo tome al pie de la letra.

			 

			*

			 

			Hay una tendencia a asumir que los ordenadores, con sus habilidades casi milagrosas, han dejado obsoletos a los matemáticos, incluso a la disciplina en sí misma. Sin embargo, no pueden sustituir a la persona, del mismo modo que los microscopios no reemplazaron a los biólogos. Los ordenadores han cambiado la manera en que hacemos matemáticas, sobre todo al liberarnos de las partes aburridas. Nos permiten disponer de más tiempo para pensar, nos ayudan a encontrar patrones y nos aportan una herramienta potente y novedosa para hacer avanzar la disciplina de manera más rápida y eficaz.

			De hecho, un motivo importante por el que las matemáticas se han hecho todavía más esenciales es la omnipresencia de ordenadores baratos y potentes. Su proliferación ha creado nuevas oportunidades para aplicar la disciplina a problemas del mundo real. Métodos que hasta la fecha eran impracticables, debido a los muchos cálculos que exigían, son ahora rutinarios. Los más grandes matemáticos de la época del papel y el lápiz se habrían llevado las manos a la cabeza, desesperados ante cualquier método que necesitase mil millones de operaciones. Sin embargo, tales métodos se emplean hoy en día de manera rutinaria porque disponemos de una tecnología que puede echar las cuentas en una fracción de segundo.

			Hace mucho que los matemáticos se encuentran a la vanguardia de la revolución informática. Junto con muchas otras profesiones, añado presuroso. Piénsese en George Boole, el pionero de la lógica simbólica que constituye la base de la arquitectura de ordenadores actual. Piénsese en Alan Turing y en su universal máquina de Turing, un sistema matemático que puede calcular todo lo calculable. Piénsese en Muhamad al Juarismi, cuyo texto de álgebra del año 820 d. C. enfatizaba la importancia de los procedimientos de cálculo sistemáticos que ahora llevan su nombre: algoritmos.

			La mayor parte de los algoritmos que otorgan a los ordenadores sus impresionantes habilidades tienen una firme base matemática. Muchas de las técnicas involucradas se han tomado ya listas para su empleo del arsenal existente de ideas matemáticas, tales como PageRank, el algoritmo de Google que cuantifica la importancia de las páginas web y que ha dado lugar a una industria que genera miles de millones de dólares. Incluso los algoritmos de aprendizaje profundo más vistosos de la inteligencia artificial emplean conceptos matemáticos consagrados, tales como matrices y grafos ponderados. Una tarea tan prosaica como buscar una serie concreta de letras en un documento implica, por lo menos en un método muy común, un dispositivo matemático denominado autómata finito.

			La participación de las matemáticas en estos fascinantes desarrollos tiende a pasarse por alto. Así que la próxima vez que los medios de comunicación saquen a escena alguna nueva y milagrosa capacidad de los ordenadores, habrá que tener en cuenta que esta lleva un montón de matemáticas escondidas bajo el brazo y también de ingeniería, física, química y psicología. Sin el apoyo de este elenco oculto de secundarios, la superestrella digital no sería capaz de lucir sus trucos en público.

			 

			*

			 

			Es fácil subestimar la importancia de las matemáticas en el mundo moderno porque casi toda su intervención se desarrolla entre bambalinas. Si alguien se pasea por cualquier calle de una ciudad, se verá abrumado por letreros que proclaman la relevancia cotidiana de bancos, fruterías, supermercados, tiendas de ropa, talleres de coches, despachos de abogados, restaurantes de comida rápida, anticuarios, organizaciones benéficas y otro millar más de actividades y profesiones. Sin embargo, no verá ninguna placa en un portal que anuncie la presencia de un consultor matemático. Ni se venden latas de matemáticas en el supermercado.

			No obstante, basta escarbar un poco bajo la superficie para que la relevancia de la disciplina salga enseguida a la luz. Las ecuaciones matemáticas de la aerodinámica son fundamentales para el diseño de aeronaves. La navegación depende de la trigonometría. Es cierto que la manera en que se emplea hoy en día es diferente a como lo hacía Cristóbal Colón porque cobra la forma de dispositivos electrónicos, en vez de papel, lápiz y tablas de navegación, pero los principios subyacentes son los mismos. El desarrollo de nuevos fármacos se basa en la estadística para garantizar que son seguros y eficaces. Las comunicaciones por satélite requieren una profunda comprensión de la dinámica orbital. El pronóstico del tiempo exige resolver las ecuaciones del movimiento de la atmósfera, de la humedad que contiene, de lo caliente o fría que está y de cómo interactúan todos estos factores. Hay miles de ejemplos más. La implicación de las matemáticas pasa desapercibida porque no es necesario conocerla para beneficiarse de sus resultados.

			¿Qué es lo que hace que las matemáticas sean tan útiles en una variedad tan amplia de actividades humanas?

			No es una pregunta novedosa. En 1959, el físico Eugene Wigner pronunció una célebre conferencia en la Universidad de Nueva York2 bajo el título de «La irrazonable eficacia de las matemáticas en las ciencias naturales». Se centró en la ciencia, pero podría haber defendido el mismo argumento en la agricultura, la medicina, la política, el deporte... lo que sea. El propio Wigner albergaba la esperanza de que esta eficacia se hiciese extensible a «ramas más amplias del saber». Así ha sido, sin duda.

			La palabra fundamental en su título destaca por lo sorprendente: irrazonable. La mayoría de los usos de las matemáticas son completamente razonables, una vez que se descubren los métodos implicados en la resolución de un problema importante o en la invención de un aparato útil. Por ejemplo, es del todo razonable que los ingenieros utilicen las ecuaciones de la aerodinámica para diseñar una aeronave. Al fin y al cabo, esta disciplina se creó para eso. Una buena parte de las matemáticas que se emplean para pronosticar el tiempo surgieron con ese propósito en mente. La estadística nació a partir del descubrimiento de patrones de gran escala en datos acerca del comportamiento humano. La cantidad de matemáticas que hacen falta para diseñar gafas con lentes bifocales es enorme, si bien la mayoría se desarrollaron con la óptica como objetivo.

			La capacidad de las matemáticas para resolver problemas importantes se vuelve irrazonable, en el sentido que le da Wigner a este término, cuando no existe una relación como esta entre los motivos originales para el desarrollo del área y su aplicación concreta. Wigner arrancaba su conferencia con una anécdota, que voy a parafrasear y a adornar un poco.

			Dos antiguos compañeros de clase se encontraron un día. El primero, un estadístico que analizaba tendencias en la población, le mostró al otro uno de sus artículos científicos, que empezaba con una fórmula común en estadística: la distribución normal o «curva de campana».3 Le explicó varios símbolos (este se refiere al tamaño de la población, ese otro es un promedio de la muestra) y la forma en que se podía emplear la fórmula para deducir el tamaño de la población sin tener que contar a todo el mundo. Su compañero de clase pensó que bromeaba, pero no estaba seguro del todo, así que le preguntó por otros símbolos. Al final, llegó a uno que tenía este aspecto: π.

			—¿Ese cuál es? Me recuerda a algo.

			—Sí, ese es pi, la proporción que guarda la longitud de la circunferencia con su diámetro.

			—Ya sabía yo que me estabas tomando el pelo —dijo el amigo—. ¿Qué demonios tendrá que ver un círculo con el tamaño de la población?

			Lo primero que hay que decir acerca de esta anécdota es que el escepticismo del amigo es del todo razonable. El sentido común dice que dos conceptos tan dispares no pueden tener relación alguna. ¡Por el amor de Dios, uno está sacado de la geometría, el otro se refiere a seres humanos! Lo segundo es que, a pesar del sentido común, esa relación existe. La curva de campana viene dada por una fórmula que resulta que incluye el número π. Y no se trata solo de una aproximación práctica. El número exacto es de verdad el archiconocido π. No obstante, el motivo por el que aparece en el contexto de la curva de campana no tiene nada de intuitivo, ni siquiera para los matemáticos. Se necesita cálculo avanzado para saber de dónde sale, por no hablar del por qué.

			Permítanme contar otra anécdota sobre π. Hace algunos años, reformamos el baño de la planta de abajo. Spencer, un albañil de versatilidad pasmosa que vino a poner los azulejos, se enteró de que escribo libros divulgativos sobre matemáticas. 

			—Pues tengo un problema de mates para usted —dijo—. Tengo que cubrir con baldosas un suelo circular y necesito conocer su área para saber cuántas me van a hacer falta. Había una fórmula que nos enseñaron en el cole...

			—π r al cuadrado —contesté.

			—¡Esa! —Le acababa de recordar cómo usarla.

			Se fue tan contento, con la respuesta a su problema de baldosas, una copia firmada de uno de mis libros y habiendo descubierto que las matemáticas que había aprendido en el colegio, al contrario de lo que había creído durante muchos años, resultaban útiles en su profesión actual.

			La diferencia entre las dos anécdotas es evidente. En la segunda, π aparece porque se introdujo desde el primer momento para resolver exactamente ese tipo de problema. Es un ejemplo sencillo y directo de la eficacia de las matemáticas. En la primera anécdota también aparece π y resuelve el problema, pero su presencia es sorprendente. Es un ejemplo de eficacia irrazonable, de una aplicación de una noción matemática a un área ajena por completo a sus orígenes.

			 

			*

			 

			En ¿Para qué sirven las matemáticas? no diré mucho más acerca de los usos razonables de mi disciplina. Son valiosos, interesantes y forman parte del panorama matemático tanto como cualquier otro aspecto. Son igual de importantes, aunque no nos hagan saltar de la silla ni proferir exclamaciones de asombro. También pueden llevar a los mandamases a pensar, de manera errónea, que el único modo de hacer que avance la disciplina es determinar los problemas y luego pedir a los matemáticos que ingenien formas de resolverlos. Desde luego, no hay nada malo en este tipo de investigación dirigida a conseguir logros concretos, pero es como pelear con una mano atada a la espalda. La historia ha demostrado en repetidas ocasiones el valor del segundo puño: el impresionante alcance de la imaginación humana. Lo que otorga a las matemáticas su potencia es la combinación de estos dos modos de pensar. Cada uno complementa al otro.

			Por ejemplo, en 1736, el gran matemático Leonhard Euler dirigió su atención a un pequeño y curioso rompecabezas acerca de unos paseantes que cruzan puentes. Sabía que era interesante porque parecía exigir un nuevo tipo de geometría que abandonase las nociones habituales de longitud y ángulo. Pero en modo alguno podía prever que la disciplina a la que dio origen con su solución ayudaría, en el siglo XXI, a más pacientes a recibir los trasplantes de riñón necesarios para salvar su vida. Para empezar, este tipo de intervenciones habría parecido pura fantasía en esa época. Pero incluso de no haber sido así, cualquier relación con el rompecabezas se habría considerado ridícula.

			¿Y quién podría haberse imaginado siquiera que el descubrimiento de curvas que recubren un espacio (aquellas que atraviesan todos los puntos de una superficie cuadrada) podría ayudar al servicio de comidas a domicilio para personas dependientes a planificar sus rutas de reparto? Desde luego, no los matemáticos que estudiaron estas cuestiones en la década de 1890. Estos estaban interesados en definir conceptos poco intuitivos, como «continuidad» y «dimensión», y se encontraron con que tenían que explicar en primer lugar por qué ciertas creencias matemáticas muy arraigadas podían ser erróneas. Muchos de sus colegas acusaron al proyecto en su conjunto de estar mal planteado y de ser negativo. Con el tiempo, todo el mundo se dio cuenta de que no servía de nada enterrar la cabeza en la arena y asumir que los problemas acabarían por arreglarse, cuando de hecho no era así.

			No son solo las matemáticas del pasado las que se emplean de este modo. Los métodos para los trasplantes de riñón dependen de muchos desarrollos modernos de la idea original de Euler, entre ellas potentes algoritmos de optimización combinatoria, que escogen la mejor opción de entre un enorme abanico de posibilidades. La miríada de técnicas matemáticas que se emplean en las películas de animación incluye muchas que datan de la década pasada o menos. Un ejemplo es el «espacio de la forma», un espacio de infinitas dimensiones de curvas que se consideran que son la misma si la única diferencia entre ellas es un cambio de coordenadas. Se utiliza para que las secuencias de animación parezcan más continuas y naturales. La homología persistente, otro desarrollo muy reciente, surgió porque los teóricos matemáticos querían calcular con el ordenador complicados invariantes topológicos que cuentan agujeros multidimensionales en formas geo­métricas. Resultó que su método también era una manera eficaz de garantizar que las redes de sensores proporcionan una cobertura completa cuando protegen edificios o bases militares frente a terroristas u otros malhechores. Algunos conceptos abstractos de la geometría algebraica («grafos de isogenias supersingulares») pueden hacer que las comunicaciones por internet sean seguras frente a los ordenadores cuánticos. Estos son tan novedosos que en este momento solo existen en versiones rudimentarias, pero podrían dar al traste con los sistemas de encriptación actuales si consiguen desarrollar su potencial.

			Las matemáticas no solo dan sorpresas así en ocasiones excepcionales. Lo han convertido en costumbre. De hecho, por lo que respecta a muchos matemáticos, estos descubrimientos inesperados son sus aplicaciones más interesantes y la principal justificación para considerar que las matemáticas son una disciplina y no solo un cajón de sastre de trucos variados, uno para cada tipo de problema.

			Wigner dijo a continuación que «la enorme utilidad de la matemática en las ciencias naturales es algo rayano en el misterio, y... no existe ninguna explicación racional para ello». Por supuesto, es verdad que en un principio las matemáticas surgieron a raíz de problemas en la ciencia. Pero a Wigner no le sorprendía la eficacia de la disciplina en las áreas para las que se había diseñado. Lo que le maravillaba era su efectividad en otros campos que no tenían relación aparente. El cálculo surgió a partir de la investigación de Isaac Newton del movimiento de los planetas, así que no es de extrañar que nos ayude a entender cómo se mueven estos. Sin embargo, es sorprendente que nos permita hacer estimaciones estadísticas de la población humana, como en la anécdota de Wigner, o que explique los cambios en las capturas de peces en el Adriático durante la primera guerra mundial,4 que rija los precios de las acciones en el sector financiero, que ayude a los ingenieros a diseñar aviones de pasajeros o que sea imprescindible para las telecomunicaciones. Porque el cálculo no se inventó para ninguno de estos propósitos.

			Wigner estaba en lo cierto. La forma que tienen las matemáticas de aparecer de manera repetida y sin previo aviso en las ciencias físicas y en la mayoría de las otras áreas de la actividad humana es un misterio. Una solución que se ha propuesto es que el universo está «hecho» de matemáticas y que los seres humanos nos limitamos a dejar al descubierto este componente fundamental. No voy a entrar a debatir esta explicación aquí, pero, de ser correcta, sustituye un misterio por otro todavía más profundo. ¿Por qué está hecho el universo de matemáticas?

			 

			*

			 

			En un nivel más pragmático, puede decirse que las matemáticas tienen varias características que contribuyen a su irrazonable eficacia, en el sentido que le daba Wigner a esta expresión. Estoy de acuerdo en que una de ellas es su estrecha vinculación con las ciencias naturales, que se traslada al mundo de los seres humanos en forma de tecnologías transformadoras. Muchas de las grandes innovaciones matemáticas han surgido, de hecho, a partir de investigaciones científicas. Otras características hunden sus raíces en preocupaciones muy humanas. Los números se desarrollaron a partir de la contabilidad básica (¿cuántas ovejas tengo?). Geometría significa «medición de la tierra» y estaba unida de manera inseparable a los impuestos sobre los campos y, en el antiguo Egipto, a la construcción de pirámides. La trigonometría surgió de la astronomía, de la navegación y de la cartografía.

			Sin embargo, por sí solo esto no constituye una explicación satisfactoria. Muchas otras grandes innovaciones matemáticas no se han desarrollado a partir de investigaciones científicas ni de problemas humanos concretos. La motivación principal para descubrimientos/inventos tales como los números primos, los complejos, el álgebra abstracta o la topología, fueron la curiosidad humana y la intuición de un patrón. Esta es la segunda razón por la que las matemáticas son eficaces: quienes las practican las emplean para buscar patrones y para desentrañar la estructura subyacente. Persiguen la belleza, no en la forma, sino respecto a la lógica. Cuando Newton quiso comprender el movimiento de los planetas, encontró la solución al pensar como un matemático y buscar patrones ocultos enterrados en los datos astronómicos sin procesar. Entonces descubrió su ley de la gravitación universal.5 Muchas de las ideas matemáticas más brillantes han carecido por completo de un motivo en el mundo real. Pierre de Fermat fue un abogado del siglo XVII que se dedicaba a las matemáticas como entretenimiento y que hizo descubrimientos fundamentales en teoría de números: patrones ocultos en el comportamiento de los números naturales ordinarios. Tuvieron que pasar tres siglos hasta que su trabajo en este campo encontró aplicaciones prácticas. Sin embargo, ahora mismo las transacciones comerciales que impulsa internet no serían posibles sin sus aportaciones.

			Otra característica de las matemáticas que se ha hecho cada vez más evidente desde finales del siglo XIX es la generalidad. Diferentes estructuras matemáticas tienen muchos rasgos en común. Las reglas del álgebra básica son las mismas que las de la aritmética. Distintos tipos de geometría (euclídea, proyectiva, no euclídea... incluso la topología) mantienen una estrecha relación entre sí. Esta unidad oculta puede hacerse explícita al trabajar, desde un primer momento, con estructuras generales que obedecen reglas establecidas. Comprendidas las generalidades, todos los ejemplos especiales pasan a ser evidentes. Esto ahorra mucho trabajo que, de otro modo, habría que malgastar repitiendo en numerosas ocasiones lo que viene a ser lo mismo en un lenguaje ligeramente diferente. Sin embargo, tiene una desventaja: tiende a hacer que la disciplina sea más abstracta. En lugar de tratar de objetos familiares, como los números, las generalidades deben referirse a todo aquello que obedezca las mismas reglas que los números, con nombres tales como «anillo noetheriano», «categoría tensorial» o «espacio vectorial topológico». Cuando se lleva este tipo de abstracción hasta el extremo, puede ser difícil entender lo que son las generalidades, por no hablar de cómo emplearlas. Y, sin embargo, son tan útiles que el mundo de los seres humanos ya no funcionaría sin ellas. ¿Quieren Netflix? Pues alguien tiene que echar las cuentas. No es magia, aunque lo parezca.

			Una cuarta característica de las matemáticas, muy relevante en este sentido, es su portabilidad. Es una consecuencia de la generalidad y el motivo por el que se necesita la abstracción. Independientemente del asunto que lo haya motivado, un concepto o un método matemático posee un nivel de generalidad que a menudo hace que sea aplicable a problemas muy diferentes. Si una cuestión cualquiera puede reformularse en el marco adecuado, entonces es abordable. La manera más sencilla y eficaz de crear matemáticas portátiles es incorporar la portabilidad al diseño desde el primer momento, al hacer explícitas las generalidades.

			A lo largo de los últimos dos mil años, las matemáticas han buscado su inspiración en tres fuentes principales: las obras de la naturaleza, las obras de la humanidad y la tendencia característica de nuestra mente a buscar patrones. Estos tres pilares sustentan toda la disciplina. El milagro es que, a pesar de estos motivos multifacéticos, las matemáticas son todas una sola cosa. Sean cuales sean los orígenes y los objetivos de cada rama de la disciplina, esta ha acabado ligada de manera inseparable a todas las demás y sus vínculos se hacen cada vez más fuertes y complejos.

			Este hecho señala un quinto motivo por el cual las matemáticas son tan eficaces y de modos tan insospechados: su unidad. Y de la mano de este va un sexto, del que aportaré abundantes pruebas a lo largo del texto: su diversidad.

			Realidad, belleza, generalidad, portabilidad, unidad, diversidad. Juntas, conllevan utilidad.

			No hay que darle más vueltas.

			
		

	
		
			2

			Cómo eligen los políticos a sus votantes

			Ankh-Morpork había coqueteado con diversas formas de go­bier­no hasta que, al final, se decidió por esa forma de democracia conocida como «un hombre, un voto». El patricio era ese hombre y el voto era el suyo.

			TERRY PRATCHETT, Mort1

			La Grecia clásica ha legado muchas cosas al mundo: la poesía, el teatro, la escultura, la filosofía o la lógica. También hemos heredado de ella la geometría y la democracia, que han resultado tener una relación más estrecha de lo que cualquiera se hubiera imaginado, mucho menos los propios griegos. No se puede negar que el sistema político de la antigua Atenas era una forma muy limitada de democracia. Solo podían votar los hombres libres, ni las mujeres ni los esclavos. Aun así, en una época dominada por gobernantes hereditarios, dictadores y tiranos, la democracia ateniense era un avance innegable. Como lo era también la geometría griega, que de la mano de Euclides de Alejandría puso el énfasis en la importancia de exponer con claridad y concisión los supuestos básicos y de derivar todo lo demás a partir de estos de una manera lógica y sistemática.

			¿Cómo diantres pueden aplicarse las matemáticas a la política? Esta tiene que ver con relaciones entre seres humanos, acuerdos y obligaciones, mientras que aquellas se refieren a una lógica fría y abstracta. En los círculos políticos, la retórica es más importante que la lógica y parecería que los cálculos inhumanos de las matemáticas están muy alejados de las disputas partidistas. Sin embargo, en democracia estas se desarrollan de acuerdo con unas reglas, que tienen consecuencias que no siempre pueden preverse cuando se establece la norma por primera vez. La obra pionera de Euclides en geometría, recogida en sus famosos Elementos, fijó un estándar en lo que se refiere a deducir consecuencias a partir de unas reglas. De hecho, esa sería una buena definición de las matemáticas en su conjunto. Sea como sea, el caso es que apenas 2.500 años después, esta disciplina ha empezado a infiltrarse en el mundo de la política.

			Una de las curiosas características de la democracia es que los políticos que profesan devoción por la idea de que es «el pueblo» el que debe tomar las decisiones, se desviven en todo momento para asegurarse de que no sea así. Este comportamiento se remonta a la primera democracia existente, en la Grecia clásica, en la que solo tenían derecho al voto los atenienses varones mayores de edad, cerca de una tercera parte de la población adulta. Desde el momento en que se concibió la idea de elegir los líderes y decidir las políticas mediante el sufragio popular, también surgió el planteamiento, más atractivo incluso, de subvertir todo el proceso, al limitar quién podía participar y la efectividad de su intervención. Es algo fácil de hacer, incluso cuando se otorga un voto a cada elector, porque la eficacia del sufragio depende del contexto en el que se emite y este puede amañarse. Como ha expresado de manera muy diplomática el profesor de periodismo Wayne Dawkins, esto equivale a que sean los gobernantes quienes eligen a sus votantes, en lugar de ser los votantes quienes eligen a sus gobernantes.2

			Es ahí donde entran en juego las matemáticas. No en el tira y afloja del debate político, sino en la estructura de las reglas de este y en el contexto en el que se aplican. El análisis matemático es un arma de doble filo. Puede alumbrar maneras novedosas y astutas de amañar votaciones. Pero también es capaz de sacar a la luz estas prácticas y proporcionar pruebas incontestables de este tipo de manipulaciones, lo que en ocasiones puede evitar que se lleven a cabo.

			Las matemáticas dicen también que cualquier sistema democrático debe incorporar un cierto nivel de compromiso. No es posible lograr todo lo que se quiere, por muy apetecible que sea, porque la lista de atributos deseables presenta contradicciones internas.

			 

			*

			 

			El 26 de marzo de 1812, la Boston Gazzette regaló a la lengua inglesa una nueva palabra: gerrymander, aunque al principio se escribía Gerry-mander. Es un término compuesto, algo a lo que más adelante Lewis Carroll se refirió como «palabras sobretodo», creadas al combinar dos expresiones habituales. En este caso, «mander» viene de salamander (salamandra en inglés) y «Gerry» se refiere a Elbridge Gerry, gobernador del estado de Massachusetts. No se sabe con certeza quién combinó ambos elementos por primera vez, aunque basándose en pruebas circunstanciales los historiadores tienden a atribuir la autoría a alguno de los directores de la gaceta: Nathan Hale, Benjamin Russell o John Russell. Ya de paso, hay que decir que, aunque Gerry se pronuncia en inglés con «g», como «gato», gerrymander tiene un sonido inicial de «y», como «yerro».

			¿Qué hizo Elbridge Gerry para merecer el dudoso honor de verse mezclado con una criatura con apariencia de reptil que, según los mitos medievales, habita en el fuego?

			Amañó unas elecciones.

			Más en concreto, fue responsable de un proyecto de ley que reformulaba los límites de las circunscripciones de Massachusetts de cara a los comicios para el Senado estatal. Demarcar distritos electorales produce divisiones entre unas zonas y otras de forma natural. Es algo habitual en la mayoría de las democracias, desde hace mucho tiempo. El motivo evidente es la operatividad: es difícil llegar a tomar una decisión si el país entero vota cada propuesta. (Suiza se aproxima a este modelo, porque su Consejo Federal elige unas propuestas que somete al voto de los ciudadanos hasta cuatro veces al año, en lo que vienen a ser una serie de referéndums. Por contra, las mujeres no obtuvieron el derecho al voto en este país hasta 1971, e incluso un cantón se resistió hasta 1991.) Una solución que viene de antaño es que los votantes elijan una cantidad mucho menor de representantes y que sean estos quienes tomen las decisiones. Uno de los métodos más justos de hacerlo es la representación proporcional, según la cual el número de escaños de un partido político cualquiera es proporcional a los votos que ha recibido. Lo más habitual es dividir a la población en distritos y hacer que cada circunscripción elija una cierta cantidad de representantes, más o menos proporcional al número de votantes que reside en esa zona.

			Por ejemplo, en las elecciones presidenciales estadounidenses, cada estado elige un número concreto de «electores», integrantes del Colegio Electoral. Cada uno de ellos tiene un voto y se decide quién es el presidente por mayoría simple entre estos. Es un sistema que tiene su origen en una época en la que el único modo de hacer llegar un mensaje del interior del país hasta los centros de decisión era mandar una carta con un mensajero a caballo o por diligencia. El ferrocarril de larga distancia y el telégrafo no hicieron su aparición hasta mucho después. En esa época, contabilizar los votos de grandes cantidades de personas era demasiado lento.3 Pero también es cierto que este sistema cedía el control a la élite que integraba el Colegio Electoral. A su vez, en las elecciones parlamentarias británicas, se divide el país en circunscripciones (geográficas, en buena medida) y cada una elige un miembro del Parlamento. Después, el partido o coalición de partidos con una mayoría de representantes forma gobierno y nombra a uno de estos, mediante diferentes métodos, para ocupar el cargo de primer ministro. Este cuenta con un poder considerable y en muchos aspectos es equiparable a un presidente.

			Hay también un motivo no declarado para filtrar las decisiones democráticas a través de un número reducido de guardianes: es más fácil amañar los resultados. Todos los sistemas como los que se han mencionado tienen defectos inherentes que a menudo redundan en resultados inesperados y que pueden aprovecharse en ocasiones para saltarse a la torera la voluntad del pueblo. En varias elecciones presidenciales recientes en Estados Unidos, el número total de votos populares emitidos a favor del candidato perdedor era mayor que el que había recibido el ganador. Es cierto que el método actual por el que se elige el presidente no depende de estos resultados, pero con las comunicaciones modernas, el único motivo para no adoptar un sistema más justo es que hay un montón de personas poderosas que prefieren que siga así.

			[image: ]

			Gerry-mander, según una ilustración de 1812 atribuida a Elkanah Tisdale.

			El problema subyacente en estos casos es el del «voto inútil». En cada estado, un candidato necesita la mitad de los sufragios más uno (o medio, si el total es impar) para ganar. Ni un solo voto recibido por encima de este umbral supone diferencia alguna en cuanto al resultado en la etapa del Colegio Electoral. Así, en las elecciones de 2016, Donald Trump obtuvo 304 apoyos en esta fase, frente a los 227 de Hillary Clinton, a pesar de que ella obtuvo 2,87 millones de votos populares más que Trump. Así, este se convirtió en el quinto presidente de Estados Unidos elegido pese a haber perdido el voto popular.

			Las fronteras de los estados en Estados Unidos son inamovibles a todos los efectos, así que este no es un problema de demarcación de circunscripciones. Sin embargo, en otras elecciones, los límites de los distritos sí pueden modificarse. Lo más habitual es que lo haga el partido en el poder, lo que deja al descubierto un fallo más insidioso. En concreto, que dicho partido puede modificar los límites para garantizar que se desperdician cantidades extraordinariamente grandes de sufragios favorables a la oposición. Entran a escena Elbridge Gerry y las elecciones al Senado. Cuando los votantes de Massachusetts vieron el mapa de los distritos electorales, la mayoría parecían del todo normales. Pero uno no. Reunía doce condados del oeste y del norte del estado en una única circunscripción, de gran extensión y forma sinuosa. Para el caricaturista que hizo el dibujo que poco después se publicó en la Boston Gazzette (con toda probabilidad el pintor, ilustrador y grabador Elkanah Tisdale), este distrito se parecía mucho a una salamandra.

			Gerry pertenecía al Partido Demócrata-Republicano, que se enfrentaba a los federalistas. En las elecciones de 1812, estos ganaron el Congreso y el puesto de gobernador del estado, por lo que Gerry perdió su cargo. Sin embargo, su modificación de los distritos electorales funcionó a las mil maravillas y su partido no tuvo problemas para conservar el Senado estatal.

			 

			*

			 

			Las matemáticas de la manipulación de circunscripciones parten de fijarse en la manera en que esta se lleva a cabo. Hay dos tácticas principales: concentración y dispersión. La concentración consiste en repartir los votos propios de la manera más uniforme posible, de modo que se mantenga una mayoría pequeña pero decisiva en todos los distritos en que se pueda, y se ceden los demás al contrario. ¡Se siente, oposición! La dispersión fragmenta los votos del contrincante de modo que pierde todas las circunscripciones posibles. La representación proporcional, en la que la cantidad de escaños de cada partido es proporcional a su número total de votos (o tan próxima a esta distribución como sea factible dadas las cifras), evita que se puedan hacer estos trucos y es más justa. No obstante, no es ninguna sorpresa que la Constitución de Estados Unidos la declare ilegal porque, conforme a la normativa actual, los distritos deben tener solo un representante. En 2011, se celebró un referéndum en Reino Unido sobre otra alternativa, el voto individual transferible, pero el resultado fue contrario a esta modificación. Nunca se ha sometido la representación proporcional a referéndum en Reino Unido.

			[image: ]

			El reparto de Yerimandia. Esquina superior izquierda: se reparten cincuenta provincias en cinco circunscripciones de diez cada una. Se sabe que los votantes prefieren el Partido Claro o el Oscuro según el sombreado. Esquina superior derecha: la concentración otorga tres circunscripciones a los claros y solo dos a los oscuros. Esquina inferior izquierda: la dispersión otorga a los oscuros los cinco distritos. Esquina inferior derecha: esta disposición corresponde a la representación proporcional.

			A continuación, se verá cómo funcionan la concentración y la dispersión en un ejemplo ficticio, con una geografía y una distribución del voto muy sencillas.

			En el estado de Yerimandia hay dos partidos políticos que se presentan a las elecciones: el Claro y el Oscuro. Hay cincuenta provincias que se van a distribuir en cinco circunscripciones. En la última votación, el Partido Claro obtuvo la mayoría en veinte de ellas, todas al norte, mientras que el Oscuro lo hizo en las treinta que hay al sur (esquina superior izquierda). El Gobierno claro, que fue elegido por los pelos en las elecciones anteriores, ha modificado los límites de las circunscripciones en el estado. Ha concentrado más votantes suyos en tres de los distritos (esquina superior derecha), de modo que gana en ellos, y a los oscuros solo les quedan dos. A consecuencia de ello, los oscuros recurren la medida en los tribunales sobre la base de que los contornos de las circunscripciones se han manipulado de manera evidente. Consiguen que se les otorgue el control de la demarcación de límites para las próximas elecciones y usan la dispersión (esquina inferior izquierda) para garantizar que van a ganar en los cinco distritos.

			Si las circunscripciones deben incluir diez de las pequeñas regiones cuadradas, lo mejor que pueden conseguir los claros mediante concentración son tres distritos de cinco. Necesitan ganar en seis de las diez regiones en una circunscripción para alzarse con la victoria y controlan veinte de ellas. Eso les otorga tres veces seis cuadrados más otros dos, que no pueden aprovecharse. A su vez, lo mejor que pueden conseguir los oscuros mediante dispersión son los cinco distritos. Por último, la representación proporcional otorga dos circunscripciones a los claros y otras tres a los oscuros, como se ve en la imagen de la esquina inferior derecha (en la práctica, es imposible lograr una representación proporcional mediante la demarcación de distritos).

			 

			*

			 

			En los países gobernados por dictadores, o figuras equivalentes, suelen celebrarse elecciones para demostrar al mundo sus credenciales democráticas. Lo habitual es que estén amañadas, e incluso si se admiten impugnaciones ante los tribunales, nunca prosperan porque la justicia también está manipulada. En otros países no solo es posible denunciar en los juzgados cualquier caso concreto de modificación de los distritos electorales, sino que además se cuenta con una posibilidad de ganar, pues las decisiones de los tribunales son en su mayor parte independientes del partido gobernante. Excepto cuando se nombra a los jueces en función de sus simpatías partidistas, desde luego.

			En estos casos, el dilema al que se enfrentan los magistrados no es político. El problema estriba en encontrar maneras objetivas de evaluar si se ha producido una manipulación partidista de los distritos electorales. Por cada «experto» que asegure tal cosa con solo echar un vistazo al mapa, siempre se podrá encontrar otro que llegue a la conclusión contraria. Se requieren métodos que sean más objetivos que las opiniones y los argumentos de palabra.

			Esto presenta una oportunidad evidente para las matemáticas. Hay fórmulas o algoritmos que pueden cuantificar si los límites de un distrito son justos y razonables, o arbitrarios y partidistas, en un sentido definido con claridad. Desde luego, la confección de estas fórmulas o algoritmos no es en sí misma un proceso objetivo, pero una vez que se han consensuado (lo que es en parte un proceso político), todos los actores implicados saben cuáles son y sus resultados pueden comprobarse de manera independiente. Esto proporciona al tribunal una base lógica para sustentar su decisión.

			Una vez que se han comprendido los métodos deshonestos que pueden emplear los políticos para hacer efectiva la modificación partidista de las circunscripciones es factible ingeniar entidades o reglas matemáticas para detectarlos. Sin embargo, no hay reglas infalibles. De hecho, existe una demostración de que lo contrario es imposible, algo a lo que volveré una vez que se disponga del contexto necesario para apreciar lo que eso significa. En la actualidad, se emplean cinco tipos de enfoques:

			
					Detectar distritos con contornos extraños.

					Detectar desequilibrios en la proporción de escaños o votos.

					Cuantificar el número de sufragios inútiles que se producen con una división dada y compararlo con lo que se ha decidido que es aceptable dentro de la legalidad.

					Evaluar todos los mapas electorales posibles, estimar el resultado probable en términos de escaños asignados a partir de los datos disponibles del electorado y ver si el mapa propuesto constituye una anomalía estadística.

					Preparar protocolos que garanticen que la decisión final sea justa, que se perciba como tal y que las partes implicadas estén de acuerdo en que lo es.

			

			El quinto enfoque es el más sorprendente, porque es una sorpresa que se pueda hacer en absoluto. Veámoslos uno a uno, dejando el más inesperado para el final.

			 

			*

			 

			Primero, contornos extraños.

			Ya en 1787, James Madison escribió en El federalista que «el límite natural de una democracia reside en esa distancia del punto central que justamente permita a los ciudadanos más alejados reunirse tan frecuentemente como lo exijan sus funciones públicas». Tomado de manera literal, proponía que las circunscripciones fuesen más o menos circulares y no tan grandes como para que el tiempo de viaje desde la periferia al centro se volviese inadmisible.

			Por ejemplo, supongamos que el apoyo principal de un partido político se concentra en las regiones costeras. Incluir a todos estos votantes en un único distrito electoral daría como resultado un contorno largo, delgado y sinuoso que discurriría a lo largo de toda la costa. Algo artificial por completo en comparación con el resto de las circunscripciones, regulares, compactas y razonables. No sería difícil llegar a la conclusión de que pasa algo raro y de que el contorno se ha trazado para garantizar que se desperdician muchos de los votos de ese partido. Las formas caprichosas de los distritos manipulados revelan a menudo su carácter partidista, como ocurrió en el caso de la circunscripción original de la que se ha derivado el término.

			En círculos legales puede debatirse sobre lo que constituye un contorno inusual hasta que las ranas críen pelo. Por ello, en 1991, los abogados Daniel Polsby y Robert Popper propusieron una manera de cuantificar hasta qué punto es extraño un límite, lo que en la actualidad se conoce como la puntuación de Polsby-Popper.4 Esta se calcula como

			4π por el área del distrito/el cuadrado del perímetro del distrito.

			Cualquiera que tenga algo de intuición matemática se verá atraído de forma inmediata por el factor 4π. Del mismo modo que el amigo en la anécdota de Wigner se preguntaba qué tenían que ver las poblaciones con los círculos, podemos dudar de que haya relación entre estos y la demarcación de distritos electorales. Sin embargo, la respuesta es sencilla y directa, lo que es un alivio: el círculo es la más compacta de todas las regiones posibles.

			Este hecho en sí tiene una larga historia. Según las fuentes de la antigüedad griega y romana, sobre todo la Eneida, el poema épico de Virgilio, y las Historias filípicas de Cneo Pompeyo Trogo, la ciudad Estado de Cartago fue fundada por la reina Dido. Juniano Justino resumió en el siglo III d. C. el relato de la historia de Trogo, y que narraba una leyenda sorprendente. Dido y su hermano Pigmalión eran los herederos conjuntos de un rey de la ciudad de Tiro, cuyo nombre no se conserva. Cuando falleció este, los habitantes quisieron que Pigmalión gobernase en solitario, a pesar de su juventud. Dido fue entregada en matrimonio a su tío Acerbas, de quien se rumoreaba que poseía un tesoro escondido. Pigmalión deseaba hacerse con este, por lo que asesinó a Acerbas. Dido hizo como si tirara la supuesta montaña de oro al mar, aunque en realidad arrojó sacos de arena. Temerosa, con buen criterio, de la ira de Pigmalión, emprendió la huida, primero a Chipre y luego a la costa norte de África. Solicitó al rey bereber Jarbas que le otorgase una pequeña parcela de tierra en la que poder descansar durante un tiempo y él aceptó entregarle tanto terreno como pudiese rodear con una piel de buey. Dido cortó la piel en tiras muy finas y la dispuso en círculo alrededor de una colina cercana, que hasta el día de hoy lleva el nombre de Birsa, que significa «piel». El asentamiento se convirtió en la ciudad de Cartago y cuando esta prosperó, Jarbas le dijo a Dido que se tenía que casar con él o afrontar la destrucción de la urbe. Entonces ella encendió una enorme hoguera en la que sacrificó a muchas víctimas bajo la pretensión de hacerlo para honrar a su primer marido y prepararse así para el matrimonio con Jarbas. Sin embargo, se arrojó a la hoguera y tras proclamar que prefería unirse a su primer esposo antes que someterse a los deseos de Jarbas, se suicidó con una espada.

			No se sabe si Dido existió en realidad, aunque es seguro que Pigmalión sí lo hizo y algunas fuentes los mencionan a ambos. Por lo tanto, carece de sentido debatir la precisión histórica de la leyenda. Sea como fuere, oculta un mito matemático en su interior: Dido utilizó la piel para encerrar la colina dentro de un círculo. ¿Por qué un círculo? Porque, según afirman los matemáticos, sabía que esta es la forma geométrica que encierra el área más grande para una circunferencia dada.5 Este hecho, que ostenta el rimbombante nombre de «desigualdad isoperimétrica», se conocía de manera empírica en la antigua Grecia, pero no se demostró de forma rigurosa hasta 1879, cuando Karl Weierstraß, que destacó en el análisis complejo, resolvió una insuficiencia que había en las cinco demostraciones diferentes publicadas por el geómetra Jakob Steiner. Steiner había demostrado que si existe una forma óptima, debe ser el círculo, aunque no consiguió probar la existencia de esta.6

			La desigualdad isoperimétrica afirma que

			el cuadrado del perímetro es mayor que o igual a 4π multiplicado por el área.

			Esto es válido para cualquier forma en el plano que se comporte lo bastante bien como para tener un perímetro y un área. Es más, la constante 4π es la mejor posible, porque no puede tomarse otra mayor, y «mayor que o igual a» se convierte en una igualdad solo cuando la forma en cuestión es un círculo.7 La desigualdad isoperimétrica llevó a Polsby y a Popper a sugerir que la cantidad a la que me he referido como puntuación de Polsby-Popper (PP) es una manera eficaz de medir la redondez de una forma. Por ejemplo, la puntuación de las siguientes formas es:

			Círculo, puntuación PP = 1
Cuadrado, puntuación PP = 0,78
Triángulo equilátero, puntuación PP = 0,6

			La puntuación PP del distrito original manipulado por Gerry es de aproximadamente 0,25.

			No obstante, la puntuación PP tiene deficiencias serias. En ocasiones, los contornos inusuales pueden ser inevitables debido a la geografía local, con elementos tales como ríos, lagos, bosques y la línea de la costa. Es más, una circunscripción puede ser regular y compacta y haber sido manipulada de manera evidente. Un plano de 2011 de los límites electorales para el Senado en Pennsylvania era muy retorcido y poco natural, así que los legisladores republicanos elaboraron una propuesta en 2018 para sustituirlo. Se determinó que los distritos proyectados eran muy compactos conforme a cinco criterios que había especificado la Corte Suprema del estado. Sin embargo, un análisis matemático de las distribuciones de votantes dentro de esas circunscripciones demostró que los contornos eran muy partidistas y que habrían alterado los resultados de la votación.

			Incluso la escala a la que se dibuja el mapa puede dar problemas. En este sentido, la pega principal es la geometría de fractales. Un fractal es una figura geométrica con una estructura definida a cualquier escala. Hay muchas formas naturales que parecen ser así o, al menos, que guardan más similitud con ellos que con los triángulos y círculos de Euclides. La línea de la costa y las nubes pueden modelarse de manera muy eficaz como fractales, lo que es un reflejo de su intrincada estructura. El término fue acuñado en 1975 por Benoît Mandelbrot, pionero y promotor de todo este campo de la geometría. La línea de la costa y el curso de los ríos son curvas fractales extremadamente ondulantes y las longitudes que se miden sobre ellas dependen de lo detallada que sea la escala que se emplee para hacer la medición. De hecho, la longitud de una curva de este tipo es infinita desde el punto de vista técnico, lo que traducido a la realidad cotidiana quiere decir que «esta medida crece sin límite cuanto más de cerca se mira». De modo que los abogados pueden discutir de manera interminable sobre la medida del perímetro, por no mencionar la manipulación partidista del distrito.

			 

			*

			 

			Dado que lo inusual de una forma es tan engañoso, puede intentarse algo más directo. ¿Corresponden los resultados de los sufragios a los patrones estadísticos de voto del electorado?

			Si se disputan diez escaños y los votantes están divididos al 60-40, sería de esperar que un partido ganase seis y el otro, cuatro. Si uno de ellos los obtiene todos, es plausible sospechar que ha habido manipulación. Pero no es tan sencillo. Este tipo de resultados son habituales en sistemas electorales uninominales con mayoría simple. En las elecciones generales de 2019 en Reino Unido, el Partido Conservador obtuvo el 44 % de los votos, pero logró 365 escaños de un total de 650, lo que supone el 56 %. Los laboristas consiguieron el 32 % de las papeletas y el 31 % de los puestos en el parlamento. Los nacionalistas escoceses, con el 4 % de los votos, alcanzaron el 7 % de escaños (aunque este es un caso especial porque sus votantes residen todos en Escocia). El Partido Liberal Demócrata recibió un 12 % de apoyos y un 2 % de asientos parlamentarios. La mayoría de estas discrepancias fueron el resultado de patrones regionales de votación, no de contornos trazados de manera inusual. Después de todo, si unas elecciones para elegir a una persona, digamos a un presidente, se deciden por mayoría simple entre dos partidos, el 50 % de los votos más uno garantiza el 100 % de los resultados.

			Pongamos un ejemplo tomado de Estados Unidos. En las elecciones presidenciales y federales de Massachusetts desde 2000, los republicanos han conseguido más de una tercera parte de los votos totales. Sin embargo, la última vez que un republicano consiguió un escaño en la Cámara de Representantes por ese estado fue en 1994. ¿Manipulación? Lo más probable es que no. Si se reparten de manera uniforme por todo Massachusetts ese tercio de votantes republicanos, entonces, sin importar cómo se tracen los contornos de los distritos (a no ser que adopten formas ridículas que serpentean por entre las casas de los ciudadanos individuales y las rodean), la proporción del voto conservador en cualquier circunscripción se situará en torno a una tercera parte. Los demócratas ganarán siempre. Y eso es justo lo que ocurre.

			Los matemáticos han demostrado que este tipo de fenómeno puede ser inevitable en unas elecciones en el mundo real sin importar los contornos que se tracen (por lo menos, sin dividir poblaciones individuales). En 2006, Kenneth Chase intentó arrebatar el escaño de Edward Kennedy en el Senado de Estados Unidos, en un momento en que Massachusetts estaba dividido en nueve distritos electorales. Chase obtuvo el 30 % del voto total, pero perdió en las nueve circunscripciones. Los análisis por ordenador de las probabilidades demostraron que no podría haber ganado en ningún conjunto de poblaciones del tamaño de un distrito, ni siquiera aunque estuviesen esparcidas de manera irregular por todo el estado. Sus apoyos estaban distribuidos de un modo bastante uniforme en la mayoría de los sitios. No se podrían haber manipulado los límites para conseguirle una victoria fuesen los que fuesen los contornos trazados.

			De vuelta en Yerimandia, cuando los oscuros ganaron los cinco distritos, los claros se opusieron a esta redistribución concreta de las circunscripciones alegando que sus contornos rectangulares eran demasiado largos y estrechos, lo que demostraba sin lugar a duda que los ganadores habían practicado la dispersión. El tribunal sentenció que los distritos debían ser más compactos. Los claros propusieron tres circunscripciones con esta característica y ofrecieron con generosidad dejar que sus contrincantes decidiesen cómo dividir el territorio restante en otras dos más. Pero estos se opusieron, porque hacerlo así otorgaba tres distritos a los claros y solo dos a los oscuros, a pesar de que estos tenían una parte mayor del voto.
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			Izquierda: propuesta de los claros, con dos distritos a definir por los oscuros. Derecha: la opción más compacta posible.

			Este reparto saca a la luz dos defectos más en el empleo de la compactibilidad para detectar la manipulación de sus contornos. Aunque no se puede negar que es compacto (hasta el momento), otorga a los claros las tres quintas partes de las circunscripciones con dos quintos del voto. Es más, no hay manera de dividir el territorio restante en dos distritos que tengan esta característica. La geografía de Yerimandia hace que sea difícil lograr un reparto compacto y justo a la vez. Tal vez lo haga imposible, depende de las definiciones.

			 

			*

			 

			Dado que este enfoque es deficiente, ¿qué otra cosa puede hacerse para detectar la redistribución partidista de circunscripciones? Los datos electorales no solo informan del resultado de una votación, sino de cuál podría haber sido este si los votos obtenidos por cada partido variasen en cantidades concretas. Por ejemplo, si en un solo distrito los oscuros obtienen 6.000 apoyos y los claros 4.000, ganan los primeros. Si 500 votantes cambiasen para apoyar a la minoría, el resultado sería el mismo, pero si fuesen 1.001, habrían dado la vuelta a las elecciones. Si en vez de esto los votos hubiesen sido 5.500 para los oscuros y 4.500 para los claros, solo haría falta que cambiasen 501 papeletas para alterar el resultado. En resumen, las cifras de las votaciones en un distrito no solo dicen quién gana, sino que informan del margen en el resultado.

			Si se realiza este cálculo para cada circunscripción y se combinan los resultados, es posible ver cómo varía el número de escaños obtenidos en función del cambio en los sufragios y obtener una curva de escaños frente a votos (en realidad es un polígono con muchas aristas rectas, pero es más conveniente redondearlo). La imagen de la izquierda muestra de manera aproximada cómo se vería esta gráfica para unas elecciones en las que no se han manipulado los límites de los distritos. En concreto, la curva debería cruzar el umbral del 50 % de los escaños para un reparto de votos al 50 % y ser simétrica a ambos lados de este punto al girarla 180º.

			La imagen de la derecha muestra la curva de escaños frente a votos para un mapa empleado en las elecciones al Congreso en Pennsylvania, con los apoyos a los demócratas a lo largo del eje horizontal. Estos habrían tenido que conseguir el 57 % de los sufragios para asegurarse el 50 % de los escaños. Consecuentemente, este mapa fue anulado por el Gobierno del estado.

			En varias ocasiones, la Corte Suprema de Estados Unidos ha rechazado acusaciones de manipulación de límites a partir de este tipo de cálculo, del mismo modo que ha desestimado denuncias porque los distritos no eran compactos. En el caso LULAC contra Perry de 2006, ordenó que se trazasen de nuevo los contornos de un pequeño número de circunscripciones en Texas, en vista de que una de ellas se había hecho de forma que contravenía la Ley de Derecho al Voto. De hecho, aunque la Corte Suprema ha dictaminado que la manipulación partidista de los límites es inconstitucional, todavía no ha anulado ningún mapa de distribución de distritos completo.

			 

			*
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			Representación de escaños frente a votos. El eje horizontal muestra el porcentaje de votos recibido por un partido y va del 30 % al 70 %. El eje vertical muestra el porcentaje de escaños que se habría obtenido para esos resultados.

			Un motivo muy importante que ha aducido la Corte para fundamentar su decisión negativa ha sido que métodos como el de la curva de escaños frente a votos se basan en hipótesis, en lo que los electores habrían hecho en otras circunstancias. Este argumento puede tener sentido entre abogados, pero no desde el punto de vista matemático, porque la curva se deduce a partir de los datos electorales reales mediante un procedimiento definido con precisión. Transferir votos para calcular la curva no depende de lo que podrían haber hecho unos votantes en la realidad. Es como ver un resultado de 101 a 97 en baloncesto y determinar que el partido ha estado ajustado, mientras que un marcador de 120 a 45 implica que no lo fue. No se hace predicción alguna sobre lo que podrían haber hecho los integrantes individuales del equipo si hubiesen jugado mejor o peor. De modo que este caso puede añadirse a la larga y poco decorosa lista de las incapacidades del ámbito legal para entender, o incluso apreciar, las matemáticas básicas. Desde luego, la supuesta naturaleza hipotética de este algoritmo, que se basa por completo en los hechos, proporcionó la excusa perfecta para no anular todo el mapa de Texas.

			 

			*

			 

			La mejor manera de abordar decisiones legales polémicas no es intentar educar a los jueces, así que quienes buscaban métodos matemáticos para detectar la manipulación de los límites de distrito buscaron otras medidas que no pudiesen rechazarse sobre bases espurias. La manipulación obliga a los simpatizantes de un partido a malgastar muchos de sus votos. Una vez que un candidato obtiene una mayoría, los apoyos adicionales no tienen efecto sobre el resultado. Así que una manera de cuantificar la justicia, o la falta de ella, de una determinación de contornos es exigir que ambos partidos desperdicien de manera aproximada el mismo número de papeletas. En 2015, Nicholas Stephanopoulos y Eric McGhee definieron un método para medir los votos inútiles: la diferencia de eficacia.8 En el caso de Gill contra Whitford de 2016, un juzgado de Wisconsin declaró ilegal el mapa de la asamblea estatal y la diferencia de eficacia fue determinante en la decisión. Para ver cómo se calcula este parámetro, consideremos una elección simplificada con solo dos candidatos.

			Hay dos maneras principales de desperdiciar el voto. Un apoyo otorgado a un candidato perdedor se malgasta porque para el caso no merece la pena ni molestarse en emitirlo. Uno de más para el ganador, una vez que este ha alcanzado el 50 %, es inútil por el mismo motivo. Estas afirmaciones dependen del resultado final y tienen validez a toro pasado: no puede saberse si el voto se ha desperdiciado hasta que se conoce el resultado. En las elecciones generales de Reino Unido de 2020, el candidato laborista en mi circunscripción obtuvo 19.544 papeletas, mientras que el conservador consiguió 19.143. Ganó el Partido Laborista por 401 votos de un total de 38.687 sufragios emitidos a favor de los dos partidos. Si algún votante individual hubiese decidido no tomarse la molestia de acudir a las urnas, la ventaja habría seguido en 400 votos. Pero si tan solo el 1 % de quienes apoyaron al laborismo hubiesen decidido no acudir, habría ganado el candidato de derechas.

			Según la definición de voto desperdiciado, los votantes conservadores habrían malgastado un total de 19.143 sufragios y los laboristas, de 200. La diferencia de eficacia mide el punto hasta el que un partido se ve obligado a desperdiciar más apoyos que el otro. En este caso es:

			El número de votos conservadores desperdiciados
menos
el número de votos laboristas desperdiciados
dividido por
el número total de votos.

			Es decir: (19.143 – 200)/38.687, que es +49 %.

			Esto es solo una circunscripción. La idea es calcular la diferencia de eficacia de todas ellas combinadas y hacer que los legisladores fijen un límite legal. Su valor se encuentra siempre entre – 50 % y +50 % y una diferencia justa es 0, porque en ese caso ambos partidos desperdician el mismo número de votos. Por eso Stephanopoulos y McGhee sugirieron que un parámetro fuera del intervalo ± 8 % es indicativo de manipulación.

			Sin embargo, hay algunos fallos en este baremo. Cuando el resultado es muy ajustado, es inevitable que la diferencia de eficacia sea grande y unos pocos votos la pueden hacer cambiar de cerca de +50 % a cerca de – 50 %. Mi circunscripción no había sido manipulada, a pesar de una diferencia de eficacia del +49 %. Con tan solo 201 votantes laboristas que hubiesen apoyado a los conservadores, el valor habría sido – 49 %. Si un partido tiene suerte y gana en todas las circunscripciones, parecerá que ha logrado la victoria mediante manipulación. Factores demográficos pueden distorsionar también los números. En el caso de Gill contra Whitford, la defensa señaló, con razón, estos fallos, pero los demandantes argumentaron con éxito que carecían de relevancia en ese caso concreto. No obstante, como comentario general, son razonables por completo.

			En 2015, Mira Bernstein y Moon Duchin9 se percataron de otros defectos en la diferencia de eficacia y en 2018, Jeffrey Barton sugirió una mejora para eliminarlos.10 Por ejemplo, supongamos que hay ocho distritos y que los claros obtienen 90 votos en cada uno de ellos, mientras que los oscuros consiguen los 10 restantes. Los primeros desperdician 40 × 8 = 320 votos, mientras que los segundos malgastan 10 × 8 = 80, de modo que la diferencia de eficacia es (320 – 80)/800 = 0,3 = 30 %. Si se acepta la sugerencia de un umbral del 8 %, este valor del parámetro indica una manipulación partidista en contra de los claros, ¡a pesar de que han obtenido los ocho escaños!
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			Izquierda: gráfica de escaños frente a votos. Se muestra la representación proporcional (línea gruesa) y el intervalo en el que se considera que la diferencia de eficacia es justa (zona sombreada). Derecha: gráfica correspondiente a la diferencia de eficacia modificada. La zona sombreada rodea la línea diagonal.

			Un segundo escenario pone de relieve otro problema. Supongamos ahora que los claros ganan tres distritos por 51 votos frente a 49, mientras que los oscuros se alzan con la victoria en otros dos, también por 51 a 49. En este caso, los primeros desperdician 1 + 1 + 1 + 49 + 49 = 101 apoyos y los segundos, 49 + 49 + 49 + 1 + 1 = 149 votos. La diferencia de eficacia es (101 – 149)/500 = – 0,096 = – 9,6 %, lo que indica una manipulación en contra de los oscuros. No obstante, estos son el partido minoritario y no deberían esperar ganar en más de dos circunscripciones, como así ocurre. Otorgarles otro escaño sería conceder a la opción minoritaria la mayoría de los representantes.

			Barton atribuye ambos problemas al empleo de los votos desperdiciados en bruto. En cualquier elección, los apoyos de más a favor del ganador son inútiles, sin importar cómo se tracen los límites. Por eso sustituye «votos desperdiciados» por «votos desperdiciados de manera innecesaria», calcula la proporción de sufragios a favor de cada partido que están destinados a malgastarse y los resta de la definición previa de votos desperdiciados. Con el modelo original, la gráfica de escaños frente a votos produce una banda estrecha en torno a la recta que va del 25 % de los apoyos obtenidos, en la parte inferior, al 75 % en la superior, como se ve en la imagen de la izquierda. En comparación, la línea diagonal muestra la gráfica ideal de la representación proporcional. Ambas coinciden solo en un punto muy cercano a una distribución de papeletas al 50/50. En cambio, con los votos desperdiciados de manera innecesaria, se obtiene la gráfica correspondiente que se muestra a la derecha. Rodea muy de cerca la diagonal, lo que es mucho más razonable.

			 

			*

			 

			Un método diferente para detectar la manipulación consiste en plantear mapas alternativos y comparar los resultados previsibles, a partir de datos sobre patrones de voto probables para toda la región que se va a dividir en distritos. Si el reparto propuesto por los oscuros les otorga el 70 % de los escaños, pero la mayoría de los modelos alternativos solo les conceden el 45 %, es que traman algo.

			El principal problema de esta idea es que, incluso para números realistas de distritos y de divisiones, no es factible dibujar todos los mapas posibles. Se produce una explosión combinatoria y los números crecen a una velocidad vertiginosa. Es más, todos los mapas planteados deben ser acordes con la legislación, lo que introduce restricciones que pueden ser intratables de manera matemática. El caso es que hace ya mucho tiempo que los matemáticos descubrieron una forma de evitar esta explosión combinatoria: las cadenas de Márkov Montecarlo (MCMC, por sus siglas en inglés). En lugar de examinar todos los mapas posibles, las MCMC crean una muestra aleatoria de estos, lo bastante grande como para proporcionar estimaciones precisas. Es algo parecido al modo en que las encuestas de opinión estiman la intención de voto tras preguntar a una muestra aleatoria relativamente pequeña del público.

			Los métodos Montecarlo se remontan al Proyecto Manhattan, durante la segunda guerra mundial, para la construcción de una bomba atómica. Un matemático llamado Stanislaw Ulam había estado enfermo y se encontraba convaleciente. Jugaba solitarios con una baraja para pasar el rato. Se preguntó qué posibilidades tenía de ganar e intentó estimar cuántas formas de ordenar los naipes llevaban a un triunfo sin que sobrasen cartas. Enseguida se dio cuenta de que este enfoque no tenía solución. En su lugar, jugó muchas partidas y contó el número de veces que había ganado. Entonces se percató de que podía emplear un truco parecido con las ecuaciones físicas que necesitaba resolver el Proyecto Manhattan.

			Las cadenas de Márkov, que reciben su nombre del matemático ruso Andrei Márkov, son generalizaciones de los recorridos aleatorios (o de borracho). Alguien que se ha tomado unas copas de más se tambalea por la acera y da trompicones hacia delante o hacia atrás de manera aleatoria. En promedio, tras un número dado de pasos, ¿qué distancia ha recorrido? (Respuesta: en promedio, en torno a la raíz cuadrada del número de pasos.) Márkov se imaginó un proceso similar en el que se sustituye la acera por una red y en el que se asignan probabilidades a los desplazamientos a lo largo de las aristas de esta. Un aspecto crucial es saber cuál es la probabilidad de encontrarse en una ubicación dada tras desplazarse de un lado a otro durante mucho tiempo. Las cadenas de Márkov son un modelo de muchos problemas del mundo real en los que se producen secuencias de sucesos con probabilidades que dependen de las circunstancias del momento.

			Las MCMC son el resultado de combinar ambas nociones: se emplean métodos Montecarlo para tomar una muestra de la lista de probabilidades necesaria. En 2009, el estadístico Persi Diaconis estimó que en torno al 15 % de los análisis estadísticos en ciencia, ingeniería y en el mundo de los negocios funcionan con MCMC, de modo que es lógico probar un método tan potente, útil y con tanta solera en el caso de la manipulación de límites electorales. Es posible emplear recorridos aleatorios à la Márkov para generar mapas de distribución de circunscripciones, tomar muestras con Montecarlo y ¡bingo!, ya hay un método estadístico para evaluar si un reparto propuesto es representativo. Unas matemáticas más sofisticadas apuntalan estos métodos, conocidas como teoría ergódica, que garantizan que recorridos aleatorios suficientemente largos son una muestra precisa de la estadística.

			Algunos matemáticos han declarado hace poco ante los tribunales sobre las MCMC. En Carolina del Norte, Jonathan Mattingly se basó en una comparación de estimaciones de intervalos razonables de cantidades, tales como los escaños logrados, obtenidas mediante MCMC para argumentar que el mapa que se había elegido era una anomalía estadística muy poco probable, lo que demostraba que era partidista. En Pennsylvania, Wesley Pedgen se sirvió de métodos estadísticos para calcular lo improbable que era que un mapa neutro desde el punto de vista político produjese resultados peores que otro creado mediante un recorrido aleatorio y para estimar la probabilidad de que algo así ocurriese por puro azar. En ambos casos, los jueces consideraron que la evidencia matemática era creíble.

			 

			*

			 

			La comprensión matemática de la manipulación de distritos es un arma de doble filo. Puede ayudar a los votantes y a los tribunales a detectar cuándo se produce, pero también puede sugerir maneras más eficaces de llevarla a cabo. Contribuye a hacer que se cumplan las leyes tanto como favorece que no se respeten, o peor aún, que se apliquen de manera partidista. Siempre que se redacta una normativa técnica para impedir algún tipo de abuso hay quien se aprovecha del sistema y escruta el texto en busca de lagunas. La gran ventaja de un enfoque matemático es que hace que las reglas en sí mismas sean claras. También da pie a una posibilidad completamente nueva. En lugar de realizar intentos vanos de persuadir a los intereses políticos opuestos de que se pongan de acuerdo sobre lo que es justo, lo que les da la oportunidad de aprovecharse del sistema, y de vigilar este mediante los tribunales, podría ser más razonable dejar que se pelearan. No en un enfrentamiento sin reglas, en el que el poder y el dinero constituyen ventajas enormes, sino en un marco estructurado para garantizar que el resultado es justo, que se percibe como tal y que, además, las partes implicadas no pueden evitar reconocerlo así.

			Podría pensarse que se pide demasiado, pero en los últimos tiempos ha surgido toda una rama de las matemáticas dedicada a esta idea: la teoría de la división justa. Esta afirma que puede lograrse lo que en un principio parece imposible mediante marcos para la negociación estructurados con cuidado.

			El ejemplo clásico, a partir del que surge todo lo demás, son dos niños que se pelean por una tarta. El problema radica en dividirla entre ellos mediante el empleo de un protocolo (un conjunto de reglas establecidas por adelantado) que sea justo de manera demostrable. La solución clásica es que uno parta los trozos y el otro elija el suyo. Se le dice a Alice que corte la tarta de modo que, a su juicio, ambos pedazos sean del mismo valor. Después, se pide a Bob que elija uno de ellos. No debería poner pegas, porque es él quien hace la elección. Puede elegir un trozo u otro. Alice tampoco puede tener queja alguna: si le parece que Bob ha elegido el pedazo más grande, debería haber empezado por cortar la tarta de otro modo. Si les preocupa quién va primero pueden decidirlo a cara o cruz, aunque eso no es necesario en realidad.

			Como la naturaleza humana es como es, no es posible tener la certeza de que los niños van a considerar que el reparto es justo tras realizarlo. En una ocasión mencioné este método en un artículo y un lector me escribió para decirme que lo había probado con sus hijos y que Alice (nombre supuesto) se había quejado enseguida de que el pedazo de Bob (tampoco su verdadero nombre) era el más grande. Cuando su padre le dijo que la culpa era suya por haber cortado de forma desigual, la sugerencia no se recibió con mucho agrado que digamos. A su juicio, esto equivalía a culpar a la víctima, así que el padre les cambió los trozos. Pero enseguida se la oyó lloriquear: «¡El pedazo de Bob sigue siendo más grande que el mío!». No obstante, un protocolo de este tipo debería ser suficiente para contentar a los políticos o, al menos, para hacer que cierren la boca y sin duda debería ser aceptable en un tribunal. El juez solo tiene que comprobar que se ha seguido el protocolo de manera correcta.

			La característica principal de este tipo de procedimiento es que, en lugar de intentar eliminar el antagonismo mutuo de Alice y de Bob, se emplea este para lograr un resultado justo. No se les pide que respeten las reglas, ni se les dice que cooperen ni se propone definición legal artificial alguna de lo que significa «justo». Tan solo se les deja enfrentarse entre sí y competir según las reglas. Por supuesto, Alice y Bob tienen que acordar de antemano que van a respetar esas normas, pero siempre van a tener que ponerse de acuerdo en algo y las reglas son justas y transparentes. Es probable que se tenga poca paciencia con cualquiera que se las salte.

			Una característica importante de este método de reparto en el que uno corta y el otro elige es que no implica evaluación externa alguna del valor de los trozos de tarta. Emplea las propias valoraciones subjetivas de los participantes al respecto. Solo necesitan quedar conformes con la justicia de su pedazo según su propio criterio. En concreto, no es necesario que se pongan de acuerdo sobre el valor de ninguno de los trozos. De hecho, es más fácil hacer una división justa si no lo están. Uno quiere la guinda, el otro el glaseado y a ninguno de los dos le importa el resto: ¡conseguido!

			Cuando los matemáticos y los sociólogos empezaron a tomarse en serio este tipo de problemas, surgieron complejidades notables que estaban ocultas. El primer avance se produjo cuando se plantearon cómo deberían hacer tres personas para repartir una tarta. No solo es notoriamente difícil dar con la solución más sencilla, sino que además surge un giro inesperado. Alice, Bob y Charlie pueden estar de acuerdo en que el resultado es justo, en el sentido de que han obtenido al menos una tercera parte de la tarta según sus propias estimaciones, pero eso no impide que Alice todavía tenga envidia de Bob porque piensa que el trozo de él es más grande. A su juicio, el pedazo de Charlie debe compensar esta diferencia y ser más pequeño que el de ella. Sin embargo, no hay nada contradictorio en eso, porque Bob y Charlie pueden tener ideas diferentes del valor que tienen sus trozos para ellos mismos. De modo que tiene sentido buscar un protocolo que no solo sea justo, sino que esté a prueba de envidia. De hecho, es algo que puede lograrse.11

			La década de 1990 fue testigo de avances importantes en nuestra comprensión de los repartos justos y a prueba de envidia, que empezaron con un protocolo que cumplía estas condiciones para divisiones entre cuatro personas, descubierto por Steven Brams y Alan Taylor.12 Por supuesto, la tarta no es más que una metáfora de cualquier cosa valiosa que sea susceptible de repartirse. La teoría toma en consideración elementos que pueden dividirse en porciones tan pequeñas como se desee (tarta) u otros que se presentan en unidades indivisibles (libros o joyas). Esto hace que sea aplicable a problemas de repartos justos de la vida real y Brams y Taylor explicaban cómo emplear estos métodos para solucionar conflictos en acuerdos de divorcio. Su protocolo del ganador ajustado presenta tres ventajas principales: es equitativo, está a prueba de envidia y es eficaz (u óptimo conforme al principio de Pareto). Es decir, todos los participantes tienen la impresión de que su parte es al menos igual de grande que el promedio, no albergan el deseo de cambiarla por la de nadie más y no existe otro reparto que sea al menos igual de bueno para todos ni mejor para alguien.

			Por ejemplo, en un proceso de divorcio se aplicaría como sigue. Después de toda una vida de colaboración en el intercambio de mensajes criptográficos, Alice y Bob se hartan y deciden separarse. A cada uno se le otorgan 100 puntos, que reparten al asignar una cantidad de ellos a cada objeto: la casa, el televisor o el gato. En un primer momento, estos se entregan a quien les haya asignado una mayor puntuación. Esto es eficaz, pero lo habitual es que no sea justo ni esté a prueba de envidia, así que el protocolo pasa a la siguiente etapa. Si cada uno se lleva objetos correspondientes a una cantidad similar de puntos, ambos quedarán satisfechos y se da por terminado el reparto. Si no es así, supongamos que la parte de Alice, es mayor que la de Bob, de acuerdo con sus respectivas valoraciones. Entonces se transfieren objetos de Alice (la ganadora) a Bob (el perdedor) en un orden tal que garantice que se igualan las puntuaciones de ambos. Tanto las valoraciones como los objetos son discretos, por lo que puede ser necesario subdividir uno de estos, pero el protocolo implica que este será el caso solo para uno, como mucho (con toda probabilidad será la casa, que tendrá que venderse para repartir el dinero, aunque no si Bob compró acciones de Apple antes de que subiesen en bolsa).

			El método del ganador ajustado cumple tres condiciones importantes para una división justa. Tiene garantía de justicia: puede demostrarse que es equitativo y eficaz y que está a prueba de envidia. Funciona a través de valoraciones multilaterales: se tienen en cuenta las preferencias individuales y el valor de las porciones se calcula a partir de sus propias evaluaciones. Por último, es un procedimiento justo: ambos participantes pueden entender y verificar la garantía de justicia de cualquier solución a la que se llegue en última instancia y, si es necesario, un tribunal puede determinar que es justo.

			 

			*

			 

			En 2009, Zeph Landau, Oneil Reid e Ilona Yershov sugirieron que un enfoque similar podría eliminar el problema del reparto partidista de distritos electorales.13 Un protocolo que impida que cualquiera de los participantes trace los límites de las circunscripciones para beneficio propio puede parar en seco los rastreros pasos del anfibio de la manipulación. Este método evita hacer consideración alguna sobre el trazado de los mapas y no otorga el poder de imponer estos a ningún actor externo supuestamente neutro. En vez de eso, está configurado de modo que los intereses en liza se equilibran entre sí.

			Mejor aún, estos métodos pueden reforzarse para tener en cuenta factores adicionales, tales como la cohesión geográfica y que los distritos sean compactos. Si un organismo externo, tal como una comisión electoral, tiene que pronunciar la última palabra, es posible presentar los resultados del proceso de división como parte de la evidencia en la que basar su decisión. Nadie pretende afirmar que en la vida real estos métodos acaban con cualquier rastro de manipulación, pero funcionan mucho mejor que los modelos existentes y en buena medida evitan la tentación de incurrir en prácticas que son injustas a todas luces.

			El protocolo es demasiado complicado como para describirlo en detalle e involucra a un actor independiente que propone una manera de repartir el estado. Se ofrece después a los partidos la posibilidad de alterar este mapa y de subdividir una de las porciones, teniendo en cuenta que se permite a la otra parte hacer lo propio con el resto. De manera alternativa, pueden elegir una opción similar con los papeles invertidos. Es una versión del método en el que uno parte los trozos y el otro elige el suyo, pero con secuencias de corte más complicadas. Landau, Reid y Yershov han demostrado que su protocolo es justo desde el punto de vista de cada una de las partes. En resumen, ambos participantes se enfrentan entre sí en un juego, solo que este está diseñado para acabar en empate, con cada uno de los jugadores convencido de que lo ha hecho lo mejor posible. Si no es así, debería haber jugado mejor sus cartas.

			En 2017, Ariel Procaccia y Pegden mejoraron este protocolo al eliminar al actor independiente, de modo que todo lo deciden las dos partes opuestas. En resumen, un partido político divide un mapa del estado en el número de distritos requerido por ley, con cantidades similares (tanto como sea posible) de votantes en cada uno. Después, la parte opuesta «bloquea» una de las circunscripciones, de modo que ya no puede cambiarse, y traza los contornos de las demás de la manera que desee. Entonces, el primer partido elige un segundo distrito de este nuevo mapa, lo bloquea y vuelve a dibujar el resto. Ambos actores se turnan a la hora de bloquear y volver a trazar los contornos, hasta que todo es inamovible. Así se decide el mapa definitivo que se va a emplear en el reparto de circunscripciones. Si hay, pongamos por caso, 20 distritos, este proceso se repite en 19 ciclos. Pedgen, Procaccia y un estudiante de informática teórica de intercambio, Dingli Yu, demostraron de forma matemática que este protocolo no otorga ventaja alguna al primer participante y que ninguna de las partes puede concentrar poblaciones concretas de votantes en el mismo distrito si la otra no lo desea.
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