

		

			

				[image: Portada]

			


		


	

    

      

        [image: portadilla]

      


    


  

    

      



         




        © del prólogo: Clara Grima, 2019.© del texto La proporción áurea: Fernando Corbalán, 2010. 




        © de los textos Los números primos y Un descubrimiento sin fin: Enrique Gracián, 2010. 




        © del texto Los secretos del número π: Joaquín Navarro, 2010. 




         




        © de las fotografías de La proporción áurea:Age Fotostock: 128ad;Aisa: 106, 110b; 




        Album: 18, 28, 49, 120, 128bd; Akg-Album: 38, 69, 107, 116a, 116bi, 116bd, 123, 124ai, 124ad, 124b, 125a, 126, 128ai, 135, 142; Lessing-Album: 104, 105, 110a, 111, 114a, 117, 118, 127; 




        Archivo RBA: 17, 29, 103, 112, 114b, 115a, 115b, 136i, 136d, 138; Corbis: 37, 125b, 128bi; Mauritius Cornelius Escher: 71; iStockphoto: 16, 19, 21a, 21b, 22, 88a, 88b, 95, 98, 23, 121,137, 139, 140a, 140bi, 140bd, 141a, 141b, 147; Mario Merz: 44.




        © de las fotografías de Los números primos:Age Fotostock: 181a, 214;Aisa: 173; Album: 234, 259; 




        Archivo RBA: 165, 169, 181bi, 181bd, 191, 195, 207, 210, 211, 219, 220,  21, 222, 229, 254, 260, 262, 263, 265, 269; Bridgeman: 213; Clay Mathemathics Institute: 278; Electronic Frontier Foundation: 282; Granger Collection: 193, 197i; iStockphoto: 162, 178, 239; Minden Pictures: 171; National Science Foundation, Gran Bretaña: 275; Princenton  University: 197d; Purdue University: 257; Real Instituto Belga de Ciencias Naturales: 170;Trinity College, Cambridge: 267.




        © de las fotografías de Los secretos del número π: Album: 390i, 390d;Aisa: 344, 378bd;




        Archivo RBA: 297, 305, 307, 308, 309, 314, 316, 318, 320, 330, 334, 345, 346i, 346d, 348,351, 353, 355, 377, 378bi, 378a, 379a, 379b, 380i, 380d, 392, 393, 396, 397; Eja2k: 394; Corbis: 403; Henri Abbott Technical High School: 395; Sweeks06: 380a; Istockphoto: 402;Institute for Advanced Study Archives: 411.




        © de las fotografías de Un descubrimiento sin fin: Album Lessing: 491;Anton: 483;




        Archivo RBA: 424, 427, 431, 451, 475, 481, 489, 492, 497, 498, 501, 506, 518, 532, 536, 539; Istockphoto: 428, 479, 511; Conrad Fehr: 499; Nils Forsberg: 485; Henry B. Goodwin: 540; Michael Hanke: 535; Jastrow: 434; Pirou: 523; Stanford News: 528. 




         




        Diseño de cubierta: Luz de la Mora. 




         




        © RBA Coleccionables, S. A. U. 




        © de esta edición: RBA Libros y Publicaciones, S. L. U., 2013. 




        Avda. Diagonal, 189 - 08018 Barcelona. 




        rbalibros.com 




         




        Primera edición en libro electrónico: enero de 2025. 




         




        




        ISBN: 978-84-1098-156-0




         




        Composición digital: www.acatia.es




         




        Queda rigurosamente prohibida sin autorización por escrito del editor cualquier forma de reproducción, distribución, comunicación pública o transformación de esta obra, que será sometida a las sanciones establecidas por la ley. Pueden dirigirse a Cedro (Centro Español de Derechos Reprográficos, www.cedro.org) si necesitan fotocopiar o escanear algún fragmento de esta obra (www.conlicencia.com; 91 702 19 70 / 93 272 04 47). Todos los derechos reservados. 


      


    


  

    

      



         


        
Prólogo 


        
por 


        
CLARA GRIMA 




         




        Desde el principio de los tiempos, el ser humano ha tenido la necesidad de contar, medir y señalar la forma de todo aquello que le rodeaba para poder entender el mundo. A pesar de que las matemáticas han sido consideradas siempre como algo abstracto y ajeno a la naturaleza humana es muy difícil tratar de separar el progreso de nuestra civilización y el desarrollo de las matemáticas,ya que ambos siempre han ido de la mano. Y es que las matemáticas responden a una de nuestras necesidades primeras: la de contar para distinguir cantidades. En otras palabras, los números representan una de las primeras necesidades del ser humano. 




        Los números nos acompañan desde el principio de nuestra vida. La necesidad de contar trajo a la humanidad primitiva los números naturales (enteros positivos). Por su parte, el comercio propició la llegada de los números enteros (los números negativos) y los racionales (las fracciones). Pero, sin duda, la gran eclosión vino de la mano de los griegos y, asociados a la cultura griega, tenemos los cuatro elementos que se recogen en este libro. Naturalmente, el desarrollo de cada uno de ellos ha tenido un largo, muy largo recorrido. Tanto es así que casi se puede trazar la historia de la humanidad a lo largo de las cuatro partes aquí reunidas, que nos sirven como hilo conductor de un viaje apasionante de la mano de unos autores que, además de ser especialistas en las matemáticas, son también unos grandes narradores. 




        El primer tema con el que iniciamos este libro es el número áureo, un número irracional representado por la letra griega phi (Φ) en honor al escultor griego Fidias. La proporción áurea representa, sin ningún lugar a dudas, el lenguaje matemático de la belleza. El número de oro, la proporción áurea o la divina proporción se puede encontrar en los pétalos de una flor, en una piña o en la concha de un caracol. Desde hace miles de años, distintas civilizaciones, incomunicadas entre sí, han construido edificios o realizado esculturas y pinturas que contenían dicha proporción de forma evidente. Posiblemente esto no sea más que un intento abstracto de recoger algo de la belleza que podemos observar en la naturaleza. En cualquier caso, esa terca repetición de las proporciones áureas no se limita a remotas civilizaciones, sino que Fernando Corbalán nos muestra el uso que hicieron de ella grandes artistas, desde Leonardo da Vinci a Le Corbusier, en un recorrido maravilloso a través de un suelo de baldosas pentagonales diseñado por el físico y matemático Roger Penrose. 




        La segunda parada de nuestro viaje son los números primos, aquellos números naturales mayores que uno que solo son divisibles por ellos mismos y la unidad. Los números primos son como los átomos que nos permiten construir el resto de los números naturales. La descomposición en factores primos es, en algún sentido, como el genoma de un número natural en tanto que esta descomposición es única para cada uno de ellos. Tradicionalmente se ha creído que el interés por ellos era meramente intelectual, ya que casi toda su fascinación venía motivada por lo incomprensibles que parecen ser. Sin embargo, en un inesperado giro de los acontecimientos, a finales del siglo XX surgieron sorprendentes aplicaciones de ellos en la criptografía de clave pública, una de las herramientas sobre la que se asienta la seguridad en internet. Por otra parte, son una constante en las matemáticas. Los números primos se estudian, en buena medida, por su belleza y en algún momento surgen de ellos aplicaciones prácticas que permiten el desarrollo de otras disciplinas. Como bien dice Enrique Gracián en su presentación, para conocer lo que es un número primo basta con saber aritmética elemental, pero en el estudio de las matemáticas siempre «están ahí, agazapados para hacer acto de presencia en el momento más inesperado». Y esas apariciones, que se antojan casi mágicas, son parte de la belleza eterna e imperturbable de las matemáticas. Dejémonos guiar por Gracián desde el siglo III a. C. hasta nuestros días persiguiendo a estos esquivos números, traviesos e imprevisibles, que merecieron la atención de las mentes más brillantes de la historia de las matemáticas. 




        Pero, por muy conocidos y admirados que sean los números primos, si a alguien ajeno a las matemáticas se le pide que mencione un número no natural, con casi total seguridad nombrará el número π (pi). Este número irracional, es decir, que no es exacto ni periódico, ya que tiene una cantidad infinita de decimales, representa la relación entre la longitud de una circunferencia y el diámetro de la misma. Pero, ¿es posible dedicar un apartado entero a él y que no resulte algo árido y excesivamente técnico? Joaquín Navarro ha demostrado que sí. Especialmente apasionante es el capítulo 7 (cuando el lector compruebe el contenido de dicho capítulo, espero que me perdone la broma… No he podido evitarla). Pero, al margen de este capítulo, es sorprendente todo lo que puede dar de sí este número ubicuo. Si repasamos la historia de este número irracional, observamos cómo en ella surgen los nombres de los matemáticos más prestigiosos vinculados a la infinita cantidad de decimales de una de las constantes matemáticas más importantes de la historia. Pero vemos también que no solo es un número irracional, también es trascendente, ya que no existe ninguna ecuación algebraica de la cual el número π sea solución. Naturalmente, al aparecer por tantos sitios, el número π tiene también relación con el arte, el cine y la literatura. Y, por sorprendente que parezca, aún son muchas las cosas que ignoramos sobre nuestro protagonista. 




        Por último, si hay un concepto enigmático e inquietante para propios y extraños en el mundo de las matemáticas, este es, sin duda, el concepto del infinito. La primera idea del infinito también surgió en la Grecia clásica y en matemáticas se encontraba muy presente precisamente en los números primos. Euclides, allá por el siglo III a. C., demostró de una forma tan rotunda como bella que existían infinitos números y Arquímedes desarrolló un método para el cálculo del número π que implicaba realizar el llamado «método exhaustivo», que venía a suponer un cálculo de infinitas operaciones. Aunque parezca un concepto meramente abstracto, puede que no exista nada en matemáticas con más aplicaciones que la idea del infinito, que ha merecido la atención de matemáticos y filósofos a lo largo de la historia. Todo el cálculo infinitesimal de Newton y Leibniz, las series infinitas, el cálculo numérico fundamental en todo lo que sea aplicar los ordenadores para resolver cuestiones de física, ingeniería, etc., se basan en la idea del infinito. El punto culminante del concepto se produce alrededor de finales de siglo XIX con una figura señera, Georg Cantor. Su gloria y su infierno están asociados al infinito, pero para descubrir ambos el lector ha de sumergirse en las apasionantes páginas que nos brinda Enrique Gracián, y que terminan abriendo una ventana al futuro. Y es que aún queda mucho por decir. 




        Las matemáticas forman parte fundamental de nuestra vida. Son tantos los conceptos matemáticos que no me atrevería a decir cuáles son los más importantes o relevantes, pero sí estoy convencida de que este crucero con parada en la proporción áurea, los números primos, el número π y el infinito es una buena oferta para un primer viaje en busca de la belleza eterna y profunda de las matemáticas. 
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La proporción áurea 


      


    


  

    

      



         


        
Introducción 




         




        Ahora más que nunca el mundo en el que vivimos se levanta sobre los números, algunos de los cuales tienen incluso nombre propio: el número pi (p), el número e... De todo el conjunto de números notables hay uno especialmente interesante: 1,6180339887… Resulta curioso saber que esta modesta cifra ha fascinado a lo largo de la historia a muchas más mentes brillantes que pi y e. Durante siglos ha recibido denominaciones de lo más llamativas: número de oro, proporción trascendental, número divino, divina proporción, etc. El número de oro, que se representa con la letra griega F (phi), habita un territorio de relaciones y propiedades numéricas increíbles, pero también de conexiones insospechadas entre la naturaleza y las creaciones humanas. Este libro pretende ser una guía de viaje al país del número divino, donde descubrir sus bellezas y saber cómo apreciarlas. 




        El volumen arranca con un repaso a las múltiples perspectivas del número de oro en la ciencia y el arte de todas las épocas, así como al papel que desempeña en la morfología de animales y plantas. Una vez conseguida cierta familiaridad con la divina proporción estaremos preparados para zambullirnos en sus peculiaridades numéricas y en su apasionante génesis. Viajaremos de las páginas de los Elementos de Euclides –el mayor best seller científico de todas las épocas– a las ajetreadas calles de la Florencia renacentista para encontrarnos con su hijo más célebre, Leonardo. 




        Una de las maravillas de la proporción áurea es su inagotable capacidad de generar figuras de gran belleza y asombrosas propiedades, tales como los rectángulos o los polígonos regulares. Tras estos nombres tan intimidatorios se esconden, en realidad, objetos geométricos cotidianos, como las tarjetas de crédito o las estrellas de cinco puntas. Las primeras constituyen un ejemplo muy a mano de los denominados «rectángulos áureos», aquellos cuyos lados guardan entre sí la divina proporción. ¡Llevamos en el bolsillo una chispa de «divinidad»! Y si los rectángulos áureos son comunes, ¿qué decir de las estrellas pentagonales, o de las espirales? Todas ellas están vinculadas de un modo muy directo a la proporción áurea, y asoman aquí y allá en construcciones, mosaicos y juegos de todo tipo. 




        Pero si algo en verdad resulta asombroso es la vinculación del número divino con conceptos tan complejos y que tanto han estremecido a la humanidad como la belleza y la perfección. En esta aventura apasionante se cuenta con unos guías de auténtico lujo: Leonardo, Le Corbusier y muchos otros grandes personajes que se han rendido a la armonía de F. Si alejamos nuestra mirada de los trabajos del hombre y la posamos en la naturaleza que nos rodea, también allí nos espera, enigmática y sonriente, la proporción áurea. El crecimiento de muchos seres vivos sigue las pautas marcadas por ella, e incluso los fractales, unos recién llegados al universo de la ciencia, exhiben propiedades que los vinculan con la divina proporción. 




        Nuestro viaje por el más asombroso de los números se completa con una selección de libros que permitirán profundizar en el conocimiento de la proporción áurea a quien lo desee, junto con un índice analítico que le puede ayudar a moverse con facilidad por el libro. 


      


    


  

    

      



         


        
1 


        
El número de oro 


        



          Los sentidos se deleitan con las cosas que tienen las proporciones correctas. 




           




          SANTO TOMÁS DE AQUINO 


        




         




        ¿Qué tienen en común fenómenos naturales tan dispares como la disposición de las semillas de una flor de girasol, la elegante espiral dibujada por las conchas de algunos moluscos y los brazos de la galaxia que nos acoge, la Vía Láctea? ¿Qué pauta geométrica de insuperable armonía se esconde en la obra de grandes artistas y arquitectos, desde Vitruvio a Le Corbusier pasando por Leonardo y Salvador Dalí? Aunque parezca increíble, la respuesta a estos dos interrogantes es un simple número; una cifra de apariencia humilde, conocida desde la Antigüedad, cuya continua aparición en toda clase de manifestaciones naturales y artísticas le ha merecido apelativos tales como «divina proporción», «número de oro» o «proporción áurea». Reproducir esa cifra en letra impresa resultaría literalmente imposible, y no porque sea excesivamente grande –de hecho, es apenas mayor que 1–, sino porque está compuesta por un número infinito de dígitos que, además, no siguen pauta alguna. Descartada su reproducción literal, podemos ayudarnos de la notación aritmética para conocerla. El número de oro se torna así algo mucho más manejable: 
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        Más adelante, en este mismo capítulo, veremos cómo llegar a esta expresión, pero hay que reconocer que, al menos a primera vista, la «divina proporción» resulta poco impresionante. Un ojo entrenado, sin embargo, sabría que hay gato encerrado sólo con ver la raíz de cinco. En efecto, esta raíz presenta una serie de propiedades que le merecieron, a ella y a otras similares, el poco amable apelativo de «irracionales», una clase especial de números de los que también hablaremos detenidamente. 




        Vamos a intentar otra aproximación al número de oro, esta vez geométrica, en la búsqueda de su supuesto carácter divino. Para ello, dibujamos un rectángulo cuyo lado más largo es el resultado de multiplicar el corto por 1,618; es decir, un rectángulo la proporción de cuyos lados es el número de oro (en este caso, un valor muy próximo). Si lo hacemos correctamente, nos tiene que resultar algo parecido a lo siguiente: 
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        Un rectángulo de estas características recibe el nombre de áureo. En primera instancia puede parecernos un rectángulo de lo más convencional. Hagamos, sin embargo, un sencillo experimento con dos tarjetas de crédito cualquiera. Si disponemos una de ellas de forma horizontal y la otra vertical y las alineamos por sus bases, se observará lo siguiente: 
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        En efecto, al trazar la diagonal de la tarjeta horizontal y prolongarla, podremos comprobar con creciente admiración que coincide exactamente con el vértice superior derecho de la tarjeta vertical. Si hacemos la prueba con dos libros de un mismo tamaño, en especial libros técnicos o ediciones de bolsillo, es muy probable que demos con el mismo resultado. Esta propiedad es exclusiva de los rectángulos áureos del mismo tamaño, de lo que se deduce que muchos objetos cotidianos de forma rectangular se han diseñado con la divina proporción en mente. ¿Casualidad? Tal vez. O quizás resulta que los rectángulos y demás formas geométricas que guardan esta proporción son, por alguna razón, especialmente agradables a la vista. Si apostamos por esta última posibilidad, nos encontraremos en compañía de nombres ilustres de la pintura y la arquitectura de todas las épocas, como se verá en más detalle en el capítulo 4. No es ninguna coincidencia que la denominación moderna del número de oro, la letra griega phi (F), sea también la inicial del arquitecto clásico por antonomasia, el legendario Fidias. 




         


        
Un mundo áureo 




         




        Mucho se ha escrito sobre el misterio que oculta la sonrisa más célebre de la historia del arte, pero además se puede aventurar una solución geométrica al enigma. Veamos qué ocurre si superponemos varios rectángulos áureos sobre el rostro de la bella Gioconda: 
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        ¿Tenía en mente Leonardo la proporción áurea a la hora de realizar su obra maestra? Afirmarlo resultaría aventurado. Menos polémico es aseverar que el genio florentino concedía gran importancia a la relación entre la estética y la matemática. Dejaremos la cuestión en el aire por el momento, no sin antes mencionar que Leonardo realizó las ilustraciones de una obra de contenido estrictamente matemático, escrita por su buen amigo Luca Pacioli, llamada De divina proportione, es decir, «La divina proporción». 




        Leonardo no es, desde luego, el único artista en cuya obra se deja ver la razón áurea y sus distintas manifestaciones, ya sea como razón entre los lados de un rectángulo o en formas geométricas de mayor complejidad. Numerosos pintores posteriores han recurrido a estos fundamentos teóricos, como por ejemplo el neoimpresionista Georges Seurat o el prerrafaelita Edward Burne-Jones. Por su parte, Salvador Dalí realizó con su lienzo dedicado a La última cena una obra extraordinaria, en la que la divina proporción posee gran protagonismo. No sólo es el lienzo, de 268 por 167 cm, un rectángulo áureo casi perfecto, sino que, presidiendo la sagrada escena, se alza un monumental dodecaedro. Y es que los sólidos regulares que, como éste, quedan perfectamente inscritos en una esfera, están íntimamente relacionados con el número de oro, como veremos en el capítulo 3. 
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            El lienzo Une baignade à Asnières (1884) de Georges Seurat es un recuadro áureo.  




            Algunos elementos que lo forman también están insertos en recuadros áureos, tal como muestran las líneas sobrepuestas. 


          


        




         




        Acerquémonos ahora a la reina de las artes aplicadas, la arquitectura. Si es cierto que la proporción áurea encierra una noción de armonía de valor universal, deberíamos encontrarla también en los trazos geométricos que subyacen en edificios y construcciones. ¿Es así? Otra vez resulta arriesgado afirmarlo con rotundidad. Como una dama coqueta que gustara de hurtar sus encantos, la razón áurea anuncia su presencia en muchas grandes obras arquitectónicas de todas las épocas, como la Gran Pirámide o algunas de las más notables catedrales góticas francesas, sin revelarse de un modo concluyente. Sin embargo, resulta difícil mantenerse escéptico cuando se examina con detalle la fachada de la obra maestra de Fidias, el Partenón, y se descubre con asombro que sus diversos elementos pueden descomponerse limpiamente en rectángulos áureos. 
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El secreto de las rosas 




         




        El valor del número de oro como patrón ideal de belleza no es únicamente una veleidad humana. La naturaleza misma parece otorgar a F un papel especial a la hora de «escoger» ciertas formas por encima de otras, aunque para percatarse de ello se debe profundizar algo más en las propiedades del número de oro. Tomemos a nuestro ya conocido rectángulo áureo y, partiendo de él, restemos un cuadrado de longitud igual al lado corto de aquél. En este proceso conseguiremos un nuevo rectángulo áureo, de tamaño obviamente menor. Si repetimos el proceso varias veces obtendremos la figura siguiente: 




         


        

          [image: ]

        




         




        Vamos ahora a trazar distintos cuadrantes de circunferencia de un radio igual al lado de cada uno de los cuadrados que hemos ido quitando, y con el centro en el vértice de cada uno de ellos. El dibujo resultante nos quedará como sigue: 




         


        

          [image: ]

        




         




        Esta curva sinuosa y elegante es una buena aproximación a la denominada espiral logarítmica. Lejos de ser una mera curiosidad matemática, se puede observar muy fácilmente en nuestro entorno, en un recorrido vertiginoso que va de la concha de los nautilus… 
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        …a la forma de los brazos de las galaxias… 
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        …y, de regreso a la naturaleza en tierra firme, a la elegancia sin par de la disposición de los pétalos de una rosa: 
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        Acompañados de la reina de las flores, nos internamos en otro ámbito donde la proporción áurea es emperatriz suprema: el reino vegetal. Su presencia allí es sutil y requiere introducir un nuevo concepto matemático: la sucesión de Fibonacci. Dicha serie numérica, descrita por este matemático italiano del siglo XIII, arranca con los valores 1 y 1, a partir de los cuales cada nuevo término se genera con la suma de los dos anteriores. Los quince primeros números de esta serie infinita son los siguientes: 




         




        1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610. 




         




        El cociente entre un término cualquiera de la sucesión y su antecedente se aproxima a F a medida que avanzamos a lo largo de la serie. Comprobémoslo: 
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        Cuando se alcanza el término cuadragésimo de la sucesión, el cociente se aproxima al número de oro con una precisión de 14 decimales. Las relaciones entre la sección áurea y la sucesión de Fibonacci son múltiples e insospechadas y se exploran con más detalle más adelante; baste apuntar en esta introducción las asombrosas correspondencias entre el reino abstracto de los números y la realidad palpable, el sueño pitagórico convertido en realidad en un escenario de excepción. 




        Para ello, nos serviremos de dos flores de apariencia dispar. En primer lugar, observemos la siguiente flor del girasol, cuajada de pepitas: 
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        Al poco nos daremos cuenta de que las pepitas dibujan espirales concéntricas en sentidos horario y antihorario. Si se cuentan unas y otras, resultan dos números en apariencia anodinos: 21 y 34... Dos números que ya hemos visto antes. 




        Efectivamente, se trata de dos términos sucesivos de la serie de Fibonacci. Si hiciéramos el mismo ejercicio para el caso de otras flores de girasol, es muy probable que el resultado fuera el mismo o, en su lugar, otro par de términos sucesivos de la misma serie, en especial 55 y 89. La presencia de la proporción áurea en plantas y árboles no se agota con este ejemplo, sino que abarca la disposición de las ramas de algunos árboles, el número de los pétalos de muchas flores, e incluso la forma de las hojas. Buena parte del capítulo 5 está destinado a explorar esta mágica imbricación de número y forma, abstracción y realidad. 




        Irracionales y series numéricas; Fidias y Leonardo; rosas y girasoles. Un auténtico mundo áureo cuyo examen pormenorizado iniciamos en su origen: el número F. 




         


        
Los números 




         




        ¿Cómo sería el mundo si una noche nos acostáramos y durante nuestro sueño desaparecieran todos los números y, con ellos, el pensamiento numérico? Al día siguiente, nos despertaríamos en un mundo sin ordenadores, sin radio ni televisión, sin teléfonos móviles y también sin fijos, incluso sin nuestro microondas para calentar la leche del desayuno... ¡Y aún no habríamos salido de casa! La sociedad humana no puede existir sin números. Su presencia es avasalladora, no sólo en la nueva sociedad nacida de la revolución digital, sino desde siempre. Los números han regido la actividad humana desde sus orígenes y son su instrumento mental más fundamental e impresionante. 




        Todas las civilizaciones han desarrollado números para llevar a cabo actividades básicas. Cada cultura los ha representado a su propio estilo, pero desde el principio de los tiempos, los recursos matemáticos del hombre se han centrado en cuatro actividades: contar, ordenar, medir y codificar. 




        Las dos primeras funciones son las más evidentes y lógicas. Para contar hay que poner números a lo que tenemos, es decir numerar; después, cuando tenemos una serie de objetos numerados, nuestra acción más espontánea es ponerlos por orden. Será mucho más tarde cuando aparezcan las últimas dos funciones, que entrañan mayor complejidad. Medir requiere patrones-unidad de cada una de las magnitudes y comparar los resultados obtenidos para operar con ellos. Aún más reciente es la última gran función de los números, la codificación. Ha llegado al final de la carrera, pero en la sociedad moderna la codificación ha adquirido una importancia vital. 




         


        



          BRAHMAGUPTA (598-670) 




          El matemático y astrónomo hindú Brahmagupta publicó en el año 628 el Brahmasphutasiddhanta, primer libro conocido en que aparece el sistema decimal completo, prácticamente igual al que utilizamos en la actualidad. No obstante, la forma de expresión con que los números se han universalizado se debe a los árabes. 




           


        




         


        



          EL NÚMERO 0. QUIZÁS LA CIFRA MÁS IMPORTANTE 




          La piedra angular de nuestro sistema de numeración es el 0. Georges Ifrah, matemático e historiador de las cifras, explica que «sin el cero y el principio de posición nunca se hubiera podido alcanzar la mecanización ni la automatización del cálculo». 




          Intentemos multiplicar algo tan simple como 138 por 570. Emprendamos la tarea en un sistema de numeración no posicional cualquiera; por ejemplo, el romano. Es decir, planteémonos multiplicar CXXXVIII por DLXX. Suponiendo que supiéramos siquiera por dónde empezar, lo que es seguro es que no sabríamos cómo terminar. Es una tarea inacabable, un auténtico tormento. Y eso que nos hemos limitado a números de tres cifras y a una operación sencilla como multiplicar. 




          Este caso viene a ilustrar que la propiedad clave de nuestro moderno sistema de numeración no es tanto la base empleada (10) sino el hecho de que cada cifra vale no sólo por su forma (1, 2…) sino por su posición relativa a las demás (12, 21). En nuestro sistema decimal posicional, pocas cifras bastan para nominar a un número, pues según se pongan a la derecha o a la izquierda de otras tienen un valor diferente. 




          Pero todavía más importante fue dar un nombre (y asignar una cifra) a la carencia de toda cantidad. Así, para indicar que no hay nada no decimos «no hay tales cantidades» sino «hay  cero cantidades». Y en lugar de no escribir nada, se escribe un 0 (al principio se escribía un simple punto, «·» en lugar de un 0 explícito). 




          La atribución de un valor a la nada, equivale a la equiparación de la no-existencia-de-algo con la carencia-de-algo, y eso que puede parecernos una perogrullada es lo que, entre otras cosas, aceleró de modo irrefrenable el intercambio, el comercio y, a la larga, el progreso humano. Esa época milagrosa llamada Renacimiento, nació con algo tan sencillo como la introducción de un vulgar cero. 
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              El primer uso documentado del cero autónomo es un jeroglífico maya del siglo I a. C. (en la ilustración). En el código empleado por esta civilización el 1 era un punto, el 5, una raya; el 14, cuatro puntos con dos rayas, etc. 


            


          




           


        




         




        Los primeros números que la humanidad utilizó fueron los llamados naturales (1, 2, 3, 4, 5...). En la base de la doctrina pitagórica, la más influyente en la matemática de la Grecia clásica y fundamental en las matemáticas de la actualidad, estaba la teoría de que los números naturales permitían la explicación del mundo y de toda la realidad que nos rodea. Los números naturales utilizados por medio de razones o cocientes entre ellos, es decir las fracciones, conforman lo que en matemáticas llamamos los números racionales. La expresión se entiende pensando que «racional» tiene la misma raíz que «ración», que a su vez la comparte con «razón» cuando se aplica a una proporción entre dos cantidades. Por tanto, «racional» viene del término «razón» en el sentido de relación, no en el sentido de algo «razonable». 




        Pitágoras y su escuela sabían hace más de veinticinco siglos que [image: ]no era racional, es decir que no se podía expresar como cociente de dos números naturales. 




        Pero semejante idea contradecía los fundamentos de su pensamiento, que establecía el número indivisible y entero como base del universo. Los pitagóricos atribuían al número un carácter sagrado, y creían que mediante él todo podía medirse, que todo terminaba por ser número. 




        A los números que no son racionales se les llama «irracionales», un nombre  poco cariñoso y probablemente poco acertado, que en realidad sólo significa que es un número no expresable como cociente de dos naturales. Imaginemos, pues, el desconcierto de los pitagóricos, enfrentados a magnitudes realmente irracionales, realmente imposibles de medir, como la simple diagonal de un cuadrado de lado  unidad (o lo que es lo mismo, [image: ]). No es de extrañar que intentaran esconder tan perturbador hallazgo. 




        Existen muchas diferencias de orden matemático entre los números racionales y los irracionales, pero quizás una de las más lúdicas e intuitivas es lo que podríamos definir como su «musicalidad». Esta diferencia, no estrictamente matemática, tiene una base que sí lo es. La expresión decimal de los racionales y los irracionales es distinta. 




        Los decimales de los racionales reproducen una secuencia repetida que llamamos «periodo», mientras que los decimales de los irracionales no se repiten con  ninguna clase de patrón, aparecen uno tras otro, en aparente desorden. Por lo tanto, si asignamos un sonido a cada cifra y hacemos «sonar» los decimales de un racional, escucharíamos una melodía que se va repitiendo, como el estribillo de una canción. En el caso de los números irracionales las notas sonarían sin ton ni son, y no podríamos obtener jamás una melodía. 




         


        



          LA IRRACIONALIDAD DE [image: ] 




          Supongamos que 2 es racional. Eso quiere decir que [image: ]se puede expresar como una proporción 
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          con p y q enteros y primos entre sí (es decir, sin factores comunes). Operando y elevando al cuadrado, 




           




          2q2 = p2 




           




          con lo cual p ha de ser par. Pero si p es par, p = 2r y 




           




          2q2 = 4r2 




           




          y simplificando 




           




          q2 = 2r2 




           




          entonces resulta que q también ha de ser par. O sea que ambos, p y q, han de ser pares, y por tanto comparten un factor común, que es 2. Se mire por donde se mire, el resultado es una  contradicción. Por tanto, la suposición inicial, que [image: ]es racional, es falsa. 




           


        




         


        
La definición del número áureo 




         




        El número de oro, o número áureo, es un número irracional que representamos con la letra griega phi (F). Fue un hallazgo de los griegos de la época clásica y su historia documentada comienza en uno de los libros más célebres, comentados y reimpresos de la historia: los Elementos de Geometría de Euclides, escrito alrededor de 300 años antes de Jesucristo. 




        La obra maestra de Euclides es el primer superventas de tema científico de la humanidad y uno de los libros fundamentales de nuestra cultura. El objetivo de Euclides al escribirlo era doble. Por una parte, quería recopilar todos los resultados de matemáticas conocidos en su época, es decir, componer una especie de enciclopedia que pudiera utilizarse como libro de texto en la enseñanza. Por otro lado, pretendía presentar un modelo de actuación para demostrar resultados y construir una teoría matemática, con axiomas y reglas de deducción. 




        El éxito de los Elementos en sus pretensiones es incontestable; su influencia ha sido decisiva en el desarrollo de la matemática universal a todos los niveles. El matemático y divulgador del siglo XX Lucio Lombardo Radice escribió: «Después de la Biblia y las obras de Lenin, es el (libro) que ha tenido más ediciones y se ha traducido a más lenguas; ha sido, hasta hace algunos decenios, el libro de geometría para la enseñanza media». Puesto que las matemáticas son asignatura obligatoria en los sistemas educativos de todo el mundo, todos los seres humanos del planeta que han ido a la escuela han leído los Elementos escondido tras sus libros de texto. 




         


        



          EUCLIDES DE ALEJANDRÍA (325-265 A. C.) 




          A pesar de su importancia en la historia de las matemáticas, se conocen tan pocas cosas con certeza de la biografía de Euclides que a menudo se le confunde con otro Euclides, el de Megara. Euclides de Alejandría nació hacia el año 325 a. C. y en el 300 a. C. aparece ya en Alejandría como director del departamento de matemáticas del llamado Museo (refugio de las musas) de la ciudad, el mayor centro científico de todo el Mediterráneo en su época, pues recogía copias de los principales manuscritos científicos del momento. Allí vivió y murió hacia el año 265 a. C. Se cree que se educó en Atenas y se le consideraba ya en vida uno de los grandes talentos de la época. 




          Su influencia se extiende a través de los siglos de tal forma que cuando en la década de 1930 un grupo de matemáticos con el nombre colectivo de Bourbaki quiso dar un giro radical a las matemáticas de la época enarbolaron la consigna «¡Abajo Euclides!».  
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              Detalle de La escuela de Atenas de Rafael. El artista  pintó a Euclides con la cara  del arquitecto Bramante  y un compás en la mano. 


            


          




           


        




         




        Elementos de Geometría se compone de trece libros. Del libro I al libro VI se dedica a la geometría elemental, del VII al X, a cuestiones numéricas, del XI al XIII a la geometría de los sólidos. En el libro VI, como tercera definición, aparece el texto que lo empezó todo. La traducción castellana del cosmógrafo de Felipe II, Rodrigo Zamorano, de 1576, la presenta de la siguiente manera: «Dize se ser dividida una línea recta con razon extrema y media quando fuere que como se ha toda a la mayor parte, assi la mayor a la menor». 
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        Traducido al castellano actual el texto reza: «Se dice que una recta está dividida en media y extrema razón cuando la longitud de la línea total es a la de la parte mayor, como la de esta parte mayor es a la de la menor». O dicho todavía con mayor concisión: «El todo es a la parte como la parte al resto». 




        Esta media y extrema razón, que aparece con tanta modestia, es el número que con posterioridad se llamará número de oro o número áureo y al que Luca Pacioli dedicará todo un tratado en 1509, dándole el nombre de divina proporción. Phi, F, el símbolo con el que hoy conocemos al número áureo, se le asignó en época muy posterior, a principios del siglo XX, cuando el matemático norteamericano Mark Barr propuso vincular el número con Fidias, constructor del Partenón de Atenas, y tomó prestada su inicial. 




        A continuación, y puesto que ya hemos presentado el número e incluso lo hemos ubicado en el grupo de los irracionales, haremos por fin una inmersión profunda en su naturaleza matemática. Vamos a calcular el número F. 
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        Si tenemos un segmento y en él tomamos dos partes, la partición que hemos hecho lo será en media y extrema razón, o sea será una partición áurea cuando [image: ]




        Esta igualdad nos lleva (ya que para que dos fracciones sean iguales o equivalentes lo tienen que ser sus productos en cruz: [image: ]a la ecuación de segundo grado: 
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        equivalente a    
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        Que tiene dos soluciones, y la positiva, que es la que nos interesa, es 
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        Ésta es la relación que buscamos y a la que llamamos F: 
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        Puesto que la solución de la ecuación (1) es la relación entre las longitudes de los segmentos, ésa será la misma cualquiera que sea el segmento del que partamos. Dicho de otra forma: la proporción áurea tendrá el mismo valor con independencia de la longitud del segmento inicial. 




        Puesto que en su expresión aparece una raíz cuadrada no exacta, el número F será un número irracional. Lo que quiere decir que nunca podremos tener una expresión decimal exacta. Y todavía más: que no habrá ningún grupo de sus decimales que se repita de modo periódico. El número F es, pues, un número decimal no periódico, del que se pueden conocer, eso sí, tantas cifras exactas  como queramos a partir de las de la [image: ]. De todas formas, no nos aportarán gran cosa, ya que la importancia de F es más geométrica que numérica. En todo caso, F = 1,618033988749894..., con 15 decimales, tiene precisión más que suficiente para cualquier cálculo que queramos acometer. 




        A continuación, echemos mano de la calculadora más cercana y hagamos algunos cálculos sencillos tomando como aproximación los cinco primeros decimales de F 5 1,61803. 




        Primero dividimos: 1/F . ¿Qué nos sale? Los mismos decimales, pero sin el 1. Con mucha aproximación, resulta que 1/ F 5 F 2 1. 




         


        



          LOS DECIMALES DE F 




           




          Para los amantes de la precisión, a continuación aparecen los mil primeros decimales del número áureo. 




          1,618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448622705 260462818902449707207204189391137484754088075386891752126633862223536 931793180060766726354433389086595939582905638322661319928290267880675 208766892501711696207032221043216269548626296313614438149758701220340 805887954454749246185695364864449241044320771344947049565846788509874 339442212544877066478091588460749988712400765217057517978834166256249 407589069704000281210427621771117778053153171410117046665991466979873 176135600670874807101317952368942752194843530567830022878569978297783 478458782289110976250030269615617002504643382437764861028383126833037 242926752631165339247316711121158818638513316203840052221657912866752 946549068113171599343235973494985090409476213222981017261070596116456 299098162905552085247903524060201727997471753427775927786256194320827 505131218156285512224809394712341451702237358057727861600868838295230 459264787801788992199027077690389532196819861514378031499741106926088 674296226757560523172777520353613936. 




           


        




         




        Hagamos el cuadrado, F2. También con mucha aproximación F2 5 F 1 1. ¿Casualidad? Enseguida veremos que no. 




         


        
Propiedades elementales del número áureo 




         




        Para comenzar, recordemos que F es la solución de la ecuación 
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        lo que indica que la igualdad se cumple para ese valor. Ya lo habíamos intuido con su valor aproximado 
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        A partir de (2), multiplicando varias veces los dos miembros por F llegamos a: 
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        Lo que significa que cualquier potencia de F es igual a la suma de las dos potencias anteriores. Luego, una vez que tengamos los valores de F y de F2, si queremos obtener el resto de las potencias de F, ya no tenemos que multiplicar más, basta con ir sumando dos consecutivas para obtener la siguiente. 




        Asimismo, utilizando las expresiones (2) y (3) podemos encontrar otras equivalencias para las potencias de F en las que sólo interviene el propio valor de F y números naturales. 
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        Vemos que para obtener cualquier potencia de F basta con multiplicar el propio número áureo por un número que es la suma de los coeficientes de las potencias anteriores de F y sumarle un número que es el coeficiente de la potencia anterior. Por ejemplo, en F6, el 8 que multiplica a F es la suma de 5 y 3 que aparecen en la expresión de F5 y el 5 es el número que multiplica a F en esa potencia. 




        Es conveniente recordar las propiedades que expresan (3) y (4) para cuando veamos más adelante la forma de obtener aproximaciones de F por medio de la sucesión de Fibonacci. La parte izquierda de las igualdades (3) nos dice que se puede obtener una progresión geométrica de razón F sumando dos de sus potencias consecutivas. 




        Calculamos ahora el valor de 1/F para ver si era casual el resultado que obteníamos al operar con su expresión decimal aproximada. Para ello partimos de la expresión (2) que nos define F: 




         


        



          NÚMEROS TRASCENDENTES Y NÚMEROS ALGEBRAICOS 




          Se llaman números algebraicos a los números reales que son solución de alguna ecuación polinómica con coeficientes enteros. Ejemplos de números algebraicos son 2, la solución de la ecuación x2 20−= o el número áureo, F, que lo es de xx2 10−−= . 




          Los números que no son solución de ninguna ecuación polinómica –es decir, que no son algebraicos– se llaman números trascendentes. Como hay infinitas ecuaciones polinómicas y muchas de ellas tienen solución, podríamos pensar que casi todos los números son algebraicos… Pero no es así: hay muchos más números trascendentes que algebraicos. 




          Probar que un número concreto es trascendente no es sencillo, porque, al haber infinitas ecuaciones, no se puede demostrar por comprobación. ¡No pueden comprobarse todas! Los dos números trascendentes más famosos son e y p. El primero lo probó el matemático francés  Charles Hermite en el año 1873. Para probar que p lo era, aunque era conocido desde muchos siglos antes, hubo que esperar hasta que el alemán Ferdinand von Lindemann lo demostrara en 1882. 
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        Dividiendo los dos miembros de la igualdad por F: 
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        Esta sorprendente propiedad nos anticipa un horizonte de posibilidades. Con este pequeño ejercicio vemos que F, pese a su modesta definición, es capaz de proporcionarnos maravillosos descubrimientos. Lo más asombroso será ver primero cómo se proyecta en los más diversos campos de las matemáticas, y después, cómo tiene repercusiones también fuera de su ciencia materna. 




        Imaginemos que intentamos hallar el valor de la sucesión indefinida de raíces cuadradas 
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        Podemos ir obteniendo valores al añadir sucesivas raíces y vamos obteniendo los sucesivos valores decimales aproximados de A. 
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          SUCESIONES 




          Entenderemos por sucesión un conjunto infinito de números ordenados que siguen una cierta  ley de formación. Se suelen representar poniendo una misma letra con subíndices que indican  el lugar que ocupan: [image: ] 




          Algunos ejemplos de sucesiones son la de los números pares: 2[image: ]o la de cuadrados [image: ]Otros ejemplos sencillos son las progresiones geométricas, en las que cada término es igual al anterior multiplicado por un número constante, que se llama «razón», o dicho de otra forma, que el cociente entre dos términos consecutivos es constante. Si de una sucesión tenemos una expresión que nos dé el valor de cada término en función del lugar que ocupa, el término general, ya tenemos definida completamente la sucesión, porque podemos conocer todos sus términos. 




          En el caso de una progresión geométrica cuyo primer término sea a1 y su razón r, el término general tendrá como expresión aarn n=⋅−11. 




          También se puede definir una sucesión por medio de una ley que nos permita obtener un término conocidos los anteriores, lo que se llama una ley de recurrencia. Es más conveniente para trabajar con una sucesión tener el término general, pero no siempre es posible o sencillo tenerlo. 




           


        




         




        A partir de entonces, aunque añadamos más términos, nos moveremos siempre alrededor de 1,618, prácticamente el valor de F. Otra vez nos sorprende una posible nueva expresión para obtener aproximaciones de F. Vamos a comprobarlo. 




        Elevando (5) al cuadrado obtenemos 
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        Con lo que se cumple AA2 10−−= 




         




        Que es la misma ecuación que define F. Por lo tanto, su solución es otra forma de expresar el número áureo: 
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          FRACCIONES CONTINUAS 




          Las fracciones continuas simples son expresiones del tipo 
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          donde todos los ai que aparecen son números enteros. Por facilidad de representación se suelen denotar como a aaa1234,,,,,...  y si hay algún grupo de cifras que se repite, se marca con una línea superior (por ejemplo, si son a1 y a2 las que se repiten periódicamente se escribirá: [image: ]. 




          Para los números racionales la fracción periódica equivalente es finita. Por ejemplo: 
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          Todo irracional que es una solución de una ecuación de segundo grado de coeficientes enteros se puede expresar también en forma de fracción continua periódica. Y si es la solución de una ecuación del tipo xbx2 10−−= es una fracción continua de periodo b. 
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          LOS NÚMEROS METÁLICOS 




           




          Hemos visto que el número áureo es la raíz positiva de una ecuación de segundo grado. Esta propiedad ha llevado a generalizar el concepto y definir la familia de los números metálicos. Además de F, el número de oro, existen los números de plata, de bronce, de cobre... con los que F también tiene similitudes en construcciones geométricas y como límite de sucesiones. 




          Los números metálicos se definen de manera algebraica como las soluciones positivas de ecuaciones de segundo grado del tipo 




           




          x2 − px −q = 0 (m) 




           




          donde p y q son números naturales que dan lugar a los diferentes componentes de la familia. Si en (M) hacemos pq==21y la solución positiva es[image: ] 




          Este resultado es conocido como el número de plata. 




           




          Si en (M), p = 3 y q =1, y, la solución positiva [image: ]da el número de bronce. 




           




          Sus nombres metálicos se comprenden mejor si expresamos estos números en forma de fracción continua. Ya sabemos que [image: ]. Pues bien, resulta que el número de plata [image: ], y el número de bronce [image: ] 




           


        




         




        Una forma habitual a lo largo de la historia de aproximar valores es por medio de fracciones continuas. Tenemos para F la expresión 
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        de la que se puede ver que es cierta porque podemos escribir (6) en la forma 
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        Por tanto, hemos encontrado dos nuevas expresiones para F, las (5) y (6). En la actualidad, la facilidad de cálculo de los ordenadores ha restado importancia a estas maneras de aproximar F, pero en la larga historia del número se han encontrado siempre entre las más clásicas. Aún hoy suponen un excelente ejercicio mental para el que sólo es necesaria una calculadora de bolsillo. 




         


        
La sucesión de Fibonacci 




         




        La historia de las matemáticas es a veces sorprendente, y desde luego, siempre inesperada. El viejo número áureo, tan geométrico, emparentó siglos después con unas fracciones que surgieron de una sucesión puramente aritmética. El artífice del matrimonio fue el más destacado matemático de la Edad Media, Leonardo Pisano, más conocido como Fibonacci. 




        Fibonacci escribió obras de geometría, álgebra y teoría de números, de la que fue un pionero, pero la más conocida trata sobre el cálculo. El Liber abaci (Libro del ábaco), publicado en 1202, tiene un título engañoso, una especie de ironía, porque justamente en él se trata de demostrar las ventajas de las cifras árabes para el cálculo frente a los métodos habituales en la Italia de la época, donde los abacistas empleaban el ábaco y los viejos números romanos. El libro de Fibonacci terminó con ellos, pero no fue fácil. A pesar de la facilidad para el cálculo que suponía la numeración decimal, no se extendió con rapidez, sino al contrario. Tuvo que enfrentarse a todo tipo de resistencias, sobre todo del gremio de calculistas, que durante siglos estuvo dominado por los abacistas en detrimento de los partidarios del cálculo con números arábigos, los algoristas. 
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          LEONARDO PISANO,  




          FIBONACCI (H. 1170- H. 1250) 




           




          Leonardo Pisano nació en Pisa hacia 1170. Su apodo denota su origen familiar, pues Fibonacci significa simplemente «hijo de Bonacci» (figlio di Bonacci). Sin embargo, el nombre es de origen moderno, no hay pruebas de que fuera conocido como Fibonacci en su época. 




          Se inició en las matemáticas desde la contabilidad, pues su padre era un mercader italiano con relaciones comerciales internacionales. Pronto Leonardo mostró un interés por las matemáticas que iba mucho más allá de sus aplicaciones mercantiles. Los viajes comerciales al norte de África le proporcionaron la oportunidad de aprender de maestros musulmanes que le transmitieron la matemática árabe. Así conoció el sistema de numeración indo-arábigo y comprendió de inmediato sus enormes ventajas. Se convirtió en su más acérrimo valedor en Europa, donde intentó divulgarlo. A él le debemos su introducción en nuestra cultura. 
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            Ilustración del libro de Gregor Reisch, Margarita Philosophica, en la que se muestra una disputa entre abacistas (derecha) y algoristas (izquierda). 




            La imagen es de 1504 y muestra como tres siglos después de Fibonacci todavía no estaba resuelta la disputa sobre el cálculo. 


          


        




         




        Además del uso de las cifras y de los métodos de cálculo, el Liber abaci aborda la teoría de números (descomposición en factores primos, criterios de divisibilidad...), contiene problemas de álgebra de primer grado y por supuesto habla de contabilidad mercantil, de la regla que en los venerables libros de aritmética mercantil se llamaba reparto de beneficios y pérdidas y del cambio de monedas. Pero el más conocido de los problemas propuestos en el Libro del ábaco es el famoso problema de los conejos, cuya solución es la sucesión que hoy se conoce con el nombre de Fibonacci. 




        El problema está enunciado de la siguiente forma: ¿Cuántas parejas de conejos tendremos a fin de año si comenzamos con una pareja que produce cada mes otra pareja que procrea a su vez a los dos meses de vida? 




        Para resolverlo, Fibonacci, como buen mercader y financiero, hizo una tabla. En ella desglosaba el crecimiento de su familia de conejos y hacía un seguimiento del número de parejas que tenía al acabar cada mes. La columna final muestra el número total de conejos. Un vistazo rápido nos permite advertir un curioso comportamiento en la sucesión: cada término se obtiene como suma de los dos que le preceden. 
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        Los números de la última columna componen la llamada sucesión de Fibonacci, definida por recurrencia por la ley 




         


        

          [image: ]

        




         




        Veamos una primera relación de esta sucesión con el número áureo. Retomaremos para ello la expresión (4) del apartado anterior, que nos daba las potencias de F, y que aquí mostramos de forma concisa: 
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        Si nos fijamos en los coeficientes de las sucesivas potencias de F vemos que son dos términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci. De forma que, siendo an el término de lugar n de la sucesión de Fibonacci, podemos poner como expresión general de esas potencias del número áureo 
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        Continuamos con otras relaciones. Recuperemos nuestra compañera de juegos, la calculadora, y hagamos el cociente entre cada uno de los términos de la sucesión de Fibonacci y el anterior: aann/.−1 Al principio, los resultados tienen poco que ver con F, pero continuemos. ¿Qué descubrimos? Pues sí, efectivamente, de pronto la diferencia comienza a reducirse hasta un nivel sorprendente. En la siguiente tabla podemos comprobar que a partir del décimo término es menor de 1 milésima. 




         


        



          LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 




          Decimos que el número A es el límite de una sucesión {an}cuando los términos de la sucesión pueden llegar a hacerse tan próximos a A como deseemos, a partir de uno concreto, que depende de la proximidad que queramos.  




          Pueden servir de ejemplo la sucesión [image: ]de límite 0 




          (porque las fracciones 1/n pueden ser tan cercanas a 0 como queramos al crecer n), o la [image: ]cuyo límite es 2. No todas las sucesiones tienen límite. 
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        Esto demuestra que para tener aproximaciones de F no hace falta sacar decimales en ninguna raíz, sino que basta con dividir términos de la sucesión de Fibonacci. 




        Como en el caso del número áureo, lo que van indicando todas estas comprobaciones es cierto a nivel general: el límite de los cocientes de los términos de la sucesión de Fibonacci es F. Vamos a verlo. 




        Supongamos que la sucesión de cocientes de los términos de la sucesión de Fibonacci aann+1 / tiene límite (lo suponemos porque no lo vamos a demostrar) y le llamamos L. Se tendrá entonces 
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        (Recordemos que an+1= an a + an-1) 




         




        Luego: 
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        Es decir, que L cumple la misma ecuación que F, luego tienen el mismo valor. Así, el límite de la sucesión de los cocientes de Fibonacci es el número áureo. 




        La sucesión de Fibonacci original es la que empieza con 1 y 1. Si en vez de esos dos términos, comenzáramos con otros dos cualesquiera, y progresáramos en la sucesión (haciendo que cada término sea la suma de los dos anteriores), el límite del cociente de cada término entre el anterior también sería F. Si nos fijamos, en el razonamiento que acabamos de hacer lo único que se utiliza de la definición de la sucesión es que 
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Relaciones numéricas sorprendentes 




         




        Como vemos, la sucesión de Fibonacci permite aproximar el número F tanto como queramos por medio de sus cocientes, pero tiene muchos más usos que la mera resolución de un problema de conejos, y también presenta relaciones muy peculiares con otros protagonistas estelares de la matemática. Veamos algunas de ellas. 




         


        
Suma de los términos de la sucesión de Fibonacci 




         




        Si elegimos diez términos consecutivos cualesquiera de la sucesión y los sumamos, obtenemos siempre un múltiplo de 11. Es el caso de los diez primeros, cuya suma es: 




         




        1+1+2+3+5+8+13+21+34+55 =⋅ 143 =⋅ 11·13.




         




        O lo mismo pasa con 




         




        21+ 34 + 55+ 89+144 + 233+ 377+ 610+ 987+1.597 = 4.147 = 11·377 




         




        Pero no sólo eso, sino que, además, esa suma (como se ve en ambos casos) es exactamente 11 veces el término que ocupa el séptimo lugar de los sumandos (13 en el primer caso y 377 en el segundo). 




        Más sorpresas todavía. La suma de un número n cualquiera de términos de la sucesión desde el primero es igual al término que ocupa la posición n + 2 tras restarle una unidad. Lo vemos en el caso de los diez primeros, que suman 143, que es igual al término situado en lugar 12 (144) menos 1. O en el caso de los 17 primeros, cuya suma es 4180 (igual al término a19, que es 4181, menos 1). 




        Expresado en fórmula, lo que estamos diciendo es 




         




        1+1+2+3+5+1+...=an+2-1.




         




        Si somos capaces de explotar esta propiedad hábilmente, podremos calcular la suma de un número cualquiera de términos consecutivos, en lo que parecerá al observador un auténtico truco de magia. Elijamos, para poner un ejemplo, dos términos cualesquiera como el 25 y el 40, y utilicemos la fórmula que acabamos de escribir: 




         




        1+1+2+3+5+...a40=a42-1




        1+1+2+3+5+...a25=a27-1




         




        Si ahora restamos ambas expresiones 




         




        a26+...+a40=a42-a27




         




        ya tenemos el truco a punto: para sumar todos los términos consecutivos entre otros dos, basta con hacer una simple resta de términos muy cercanos. 




         


        



          MARIO MERZ (1925-2005) 




          El artista italiano Mario Merz, uno de los más destacados representantes del arte povera, utilizó de forma recurrente la sucesión de Fibonacci en muchas de sus obras desde la década de los 70, con elementos diferentes (neones, mesas, animales, periódicos,...) y en formatos variados. 




          Así como los números de Fibonacci apuntan al infinito y describen un crecimiento progresivo a partir de la suma de las cifras anteriores, Merz utiliza la famosa sucesión para simbolizar el progreso social y del arte. Los cambios se fundamentan en la suma de eventos del pasado que son parte integrante y vital de todo desarrollo futuro. De la misma forma, el arte contemporáneo es la suma del arte predecente; no se puede crear de la nada. «Nos alzamos sobre hombros de gigantes», tal como escribió Newton. 
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              Proyecto de Mario Merz para el metro de Nápoles que reproduce en espiral la sucesión de Fibonacci. 


            


          




           


        




         


        
Las ternas pitagóricas  




         




        A pesar de que hay infinitas ternas pitagóricas, no es demasiado fácil encontrarlas. De ahí la utilidad de la sucesión de Fibonacci, que proporciona un método automático para hacerlo. Lo presentamos en este apartado, pero antes, vamos a intentar comprender mejor la relación entre Fibonacci, Pitágoras y el número áureo. 




        El resultado matemático más famoso de la humanidad es el teorema de Pitágoras: en todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la longitud del lado mayor (la hipotenusa) es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos (los catetos). 
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        Desde el punto de vista geométrico, como el área de un cuadrado es igual al cuadrado de su lado, el teorema de Pitágoras afirma que si hacemos cuadrados cuyos lados sean los de un triángulo rectángulo, el área del cuadrado construido sobre la hipotenusa tiene un área igual a la suma de las áreas de los otros dos. 




        Esta misma expresión permite saber cómo es un triángulo según sus ángulos, sin medirlos. Basta con efectuar los cuadrados de las longitudes de los tres lados y comparar el cuadrado del lado mayor con la suma de las longitudes de los otros dos. Si esa suma es igual, estamos ante un triángulo rectángulo. Si es mayor, es un triángulo obtusángulo (el ángulo mayor es obtuso, sobrepasa los 90º). Si la suma es menor, el triángulo es acutángulo (los tres ángulos son menores de 90º). 
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        Si proyectamos un cuadrado partiendo de cada uno de los lados de un triángulo rectángulo, la superficie del cuadrado grande siempre será la suma de la de los pequeños.  




         




        Cuando los valores de los lados de un triángulo rectángulo son números enteros, forman un conjunto de tres números que se ha denominado terna pitagórica. Es decir, que una terna pitagórica es un conjunto de tres números enteros (a, b, c) que satisface que 




         




        a2 = b2 + c 2. 




         




        A continuación, mostramos el método para encontrar ternas pitagóricas a través de la sucesión de Fibonacci. Elegimos cuatro términos consecutivos cualesquiera de la sucesión, como por ejemplo, 2, 3, 5 y 8. Con ellos formamos tres números: 




         


        

          	 El producto de los dos de los extremos 2·8 = 16;;


          	 El doble del producto de los dos centrales 2·(3·5) = 30;;


          	 La suma de los cuadrados de los dos centrales: 32 + 52 = 34..


        




         




        Podemos comprobar fácilmente que estos tres números (34, 30, 16) forman una terna pitagórica: 
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        Lo que obtendremos siempre, en todos los casos, calculando con cualesquiera cuatro términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci que probemos. 




         


        



          EL PODER DIVINO DE LAS TERNAS 




          La terna de lados más pequeños y más conocida es (5, 4, 3). A lo largo de la historia se ha utilizado en forma de cuerdas con nudos a la misma distancia entre ellos para trazar ángulos  rectos, sobre todo para después construir muros o paredes perpendiculares entre sí.  




          En algunas imágenes que nos han llegado del Egipto faraónico pueden verse portadores de un rollo de cuerda anudada. ¿Para qué la usaban? Si se tensa en el suelo la cuerda formando  un triángulo, y se usan los nudos para delimitar los lados, resulta una figura de lados 3, 4 y 5.  Dado que entre esos números se verifica la relación: 




           




          32 + 42 = 52




           




          3, 4 y 5 forman una terna pitagórica y el triángulo del suelo resulta ser rectángulo, con catetos 3 y 4 e hipotenusa 5. 




          La cuerda anudada se usaba para construir rápidamente triángulos rectángulos, es decir triángulos en forma de escuadra, con un ángulo recto, por tanto. En Egipto se utilizaban las cuerdas anudadas para trazar perpendiculares. Así se escuadraban los campos invadidos periódicamente por el Nilo, se cortaban las piedras de los monumentos, se alzaban las paredes y, en una palabra, se aplicaban las matemáticas elementales a la vida cotidiana. 




           


        




         


        
Relación entre los términos de la sucesión de Fibonacci 




         




        Si escogemos tres términos consecutivos cualesquiera de la sucesión de Fibonacci, multiplicamos los dos de los extremos y los comparamos con el cuadrado del término central veremos que la diferencia es de una unidad (más o menos, según los términos que elijamos). Por ejemplo, si son 3, 5 y 8, en ese caso 3·8 = 52−1 ; en cambio, si son 5, 8 y 13 entonces  5·13 = 82+1. . 




        En general, la relación que se da entre los términos de la sucesión de Fibonacci es 
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        Si aplicamos geométricamente esta propiedad, encontramos algo muy desconcertante. Dibujamos un cuadrado de lado 8 y marcamos en él pequeños cuadrados de lado unidad: tendrá  82 = 64 cuadritos. A continuación, parcelamos su interior en cuatro trozos en la forma que indican las líneas del dibujo adjunto. Con los fragmentos, jugamos como si hiciéramos un puzzle en el que debemos construir un rectángulo de lados 5 y 13, que contendrá 13·5=65 cuadraditos. ¿De dónde ha salido el nuevo cuadradito?




         


        



          EL TEOREMA DE FERMAT Y LAS TERNAS 




           




          Otro teorema, esta vez el de Fermat, es uno de los resultados matemáticos más populares de la historia de esta ciencia. Durante más de trescientos cincuenta años, el teorema de Fermat fue uno de los más desesperantes enigmas matemáticos, hasta que el británico Andrew Wiles lo probó en 1995. Fermat tiene una relación directa con Pitágoras y con las ternas. El teorema de Fermat establece que, si en la igualdad a2 = b2 + c2de las ternas pitagóricas sustituimos el exponente 2 por cualquier otro exponente entero, la ecuación resultante no tiene soluciones enteras, es decir, no existe ninguna terna entera que satisfaga an = bn + cn para para n >2 .  
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          BLAISE PASCAL (1623-1662) 
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          El francés Blaise Pascal tuvo una inteligencia privilegiada que se desarrolló en muchos ámbitos. En 1654 tuvo un grave accidente del que salió ileso físicamente pero con secuelas psíquicas. Sufrió una crisis mística que le llevó a retirarse de la vida civil para refugiarse en la religión. 




          Pascal cultivó la filosofía y la teología, fue un escritor notable e hizo aportaciones muy importantes a la física ocupándose de conceptos mal comprendidos en su tiempo, como la presión atmosférica y el vacío. Es el inventor de la prensa hidráulica y de la jeringuilla. También construyó uno de los primeros autómatas aritméticos de la historia (su célebre máquina, denominada pascalina, sumaba y restaba sin problemas), aunque sus aportaciones más recordadas son las de tipo matemático, en particular las relacionadas con el cálculo de probabilidades. 




          Pascal notó que los coeficientes de los monomios en las sucesivas potencias del binomio (a + b) eran justamente las líneas del triángulo numérico que en lo sucesivo ha llevado su nombre. Así, por ejemplo, en el caso de la cuarta potencia 
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          Los coeficientes del primer al último término son: 1, 4, 6, 4, 1, lo que se corresponde con la quinta línea de su triángulo. 




           


        




         




        Para comprender este fenómeno, hay que calcular con precisión los ángulos de las rectas que parcelan la primera figura. Veremos que no son exactamente iguales. Al componer la nueva figura no forman un rectángulo perfecto, sino que dejan diminutos espacios entre las piezas. Estos espacios suman la superficie del cuadradito que parece venir de la nada. 




         


        
El término general de la sucesión de Fibonacci 




         




        Definido por recurrencia, el término general de la sucesión lo encontró en 1843 el matemático francés Jacques Binet. Su expresión es 
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        Mediante esta fórmula se puede demostrar que la sucesión de los cocientes entre un término y el anterior de la sucesión de Fibonacci tiene por límite el número de oro. 




         


        
El triángulo de Pascal y la sucesión de Fibonacci 




         




        Aunque el triángulo de Pascal es conocido con otros nombres fuera de Europa, es sin duda una de las disposiciones numéricas más célebres. El matemático francés la utilizó para avanzar en el descubrimiento de la fórmula general de la potencia del binomio, pero esa disposición triangular de los números ya era conocida por los científicos chinos y también por el matemático persa del siglo XII Omar Khayyám. 




        El triángulo de Pascal se compone de la siguiente manera: la primera fila es 1, después, cada fila tiene un número más que la anterior y cada uno de sus elementos es igual a la suma de los dos términos que tiene encima, en la fila superior. Su propia definición indica su relación con la sucesión de Fibonacci, que se define de manera parecida. 
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        Con estos antecedentes, no podemos esperar otra cosa que una relación numérica directa entre ambos. Basta con sumar en diagonal los elementos del triángulo de Pascal, para conseguir la sucesión de Fibonacci. El esquema siguiente permite comprobarlo con facilidad: 
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Números primos en la sucesión de Fibonacci 




         




        En una sucesión con tantas peculiaridades como la de Fibonacci la variedad de manifestaciones es inacabable. Por ejemplo, podemos observar que los términos an de la sucesión de Fibonacci que son primos sólo pueden ocupar lugares n que sean primos, mientras que lo contrario no es cierto. Por ejemplo, el término n = 19 (un lugar primo), es an = 4.181 = 37·113(por tanto no primo). 




        Jugar con los números primos en Fibonacci nos muestra también una conjetura todavía no demostrada: la sucesión de Fibonacci contiene infinitos números primos. A día de hoy, nadie sabe si esta conjetura es verdadera o falsa. 




         


        



          NÚMEROS PRIMOS 




           




          Un número cuyos únicos divisores son él mismo y la unidad se llama primo. Si tiene divisores diferentes de esos dos se llama compuesto. Son primos 7, 13 o 23; compuestos lo son 6 (que tiene a 2 y 3 por divisores) o 32 (con 2, 4, 8 o 16). Cualquier número se puede expresar como producto de números primos; de ahí su nombre. 
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El rectángulo áureo 




         




        En el capítulo anterior hemos visto de qué manera ha sido presentada tradicionalmente la proporción áurea: una recta está dividida en media y extrema razón cuando la longitud de la línea total es a la de la parte mayor, como la de esta parte mayor es a la de la menor, es decir, que el todo es a la parte como la parte al resto. Veamos ahora cómo se puede dividir un segmento en media y extrema razón de forma gráfica. 




         


        
División de un segmento en media y extrema razón 




         




        Tenemos un segmento AB de longitud a y queremos hallar un punto X que lo divida en dos partes cuya proporción sea F. Explicaremos el procedimiento en tres etapas: 




         




        a) Construimos un triángulo rectángulo de catetos a y a/2. 
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        b) Con centro en C y radio CB (por tanto, igual a a/2), trazamos un arco de circunferencia que cortará AC en S. 
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        c) Con centro en A y radio AS, trazamos otro arco que corta AB en el punto X.  Ese punto cumple que AX = x = AC −(a / 2). Por lo tanto, es el punto que buscamos. Podemos comprobar que cumple que AX /XB ==Φ. 
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        Este procedimiento es conocido como la Teoría de la Construcción. ¿Por qué nos permite construir la sección áurea? El punto X será el buscado si cumple 
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        Pero, al mismo tiempo, recordando la expresión del cuadrado de un binomio, (s + t)2 = s2 + 2st +t2 la expresión (1) puede adoptar la forma 
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        Según el teorema de Pitágoras, se puede interpretar en esta expresión (2) que la hipotenusa de un triángulo rectángulo de catetos de longitudes a y a/2 medirá (x + a / 2).




        Eso es exactamente lo que pasa con la hipotenusa AC, que mide(x + a / 2). Si le quitamos la distancia CS =CB = a / 2, tendremos una longitud AS = x = AX. 




         


        
La forma de los rectángulos y el número áureo 




         




        En las carteras y los bolsos de los ciudadanos modernos se acumulan documentos identificativos y tarjetas de todo tipo: tarjetas de crédito o de visita; carnés de bibliotecas, piscinas, gimnasios o videoclubs; en algunos países, carnés de identidad o de pertenencia a algún servicio público de salud… Los extraemos y volvemos a guardarlos a diario sin prestar atención a un hecho que no es circunstancial ni carece de importancia: la mayoría de ellos tienen el mismo tamaño y forma, o, como mínimo, la misma proporción. 




        Averiguar qué razón subyace a todo ello es tan fácil como medir y comparar sus lados: el cociente entre las longitudes de los lados mayor y menor es, en la gran mayoría de los casos, un número muy próximo a 1,618, el número F. No es ninguna casualidad que el cociente de la mayoría de las tarjetas examinadas sea el mismo: se trata de una medida convencional. 




        Tomamos ese cociente entre las longitudes de sus dos lados distintos para definir la forma de los rectángulos. Si coincide, diremos que tienen la misma forma. En términos matemáticos, diremos que los rectángulos con esa propiedad son rectángulos semejantes. Por tanto, dos rectángulos que tienen los lados de longitudes m, n y p, q (con m,n y p, q), serán semejantes cuando 
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        Existe un truco efectivo y muy sencillo para reconocer si dos rectángulos cumplen la propiedad sin medir ni hacer cocientes, sin necesidad de lápiz ni papel alguno. Basta con colocarlos con un vértice coincidente y trazar la diagonal que parte del mismo: si coincide en ambos es que son semejantes. 
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        El cociente m/n caracteriza a un rectángulo. Así, hablaremos de rectángulo módulo k cuando el cociente m/n valga k. Cuanto menor es el cociente m/n, más alargado es el rectángulo. El caso extremo lo encontramos cuando m/n es la unidad. Entonces conseguimos una figura particular que nos resulta muy familiar: un cuadrado. El cuadrado es un caso particular de rectángulo, el de módulo 1. Como vemos, no todos los rectángulos son tan parecidos como pensábamos. 




        Encontramos pruebas patentes de las diferencias entre rectángulos –de todo tipo, no necesariamente áureos– cuando observamos la evolución de las pantallas de los televisores o del cine. El tamaño clásico de los televisores era la proporción 4:3. Un proceso exitoso de cambio de formato ha implantado un nuevo estándar, el de los televisores planos y digitales, de proporción 16:9. En ambos casos, se trata de la relación entre las longitudes de sus lados. Si vemos una película o un programa en ambas pantallas a la vez advertiremos el enorme efecto de la proporción del cuadro en la imagen que contiene. En los televisores antiguos, por ejemplo, las figuras humanas son mucho más estilizadas, más alargadas en sentido vertical, mientras que en las pantallas planas las figuras humanas parecen achaparradas. ¿A qué se debe la diferencia y cuál de las dos imágenes está siendo distorsionada? Un simple cálculo nos muestra que no son rectángulos de la misma forma. Desde un punto de vista matemático, está claro que 9/16 ? 3/4. Calculemos: en realidad 3/4 5 0,75, mientras que 9/16 5 0,5625. El rectángulo visual de la televisión clásica es de módulo mayor. Los televisores panorámicos distorsionan en horizontal la señal televisiva tradicional porque la pantalla es más alargada. 




        El efecto contrario tiene lugar cuando una película rodada para la gran pantalla, en formato panorámico, se visiona en una pantalla 4:3, más cuadrada. Normalmente se recorta la imagen por los laterales para llenar toda la pantalla, con lo que no sólo se pierde imagen, sino una parte importante de la magia. 




         


        



          EL RECTÁNGULO EN UN OBJETO COTIDIANO: LAS MEDIDAS DE UN TELEVISOR 




          Como sabemos, los tamaños de los televisores se dan en pulgadas y según la longitud de la diagonal de la pantalla. La pulgada es una unidad del sistema anglosajón de medidas, equivalente a 2,54 cm. Su nombre viene del dedo pulgar y es una aproximación a la medida de la primera falange de ese dedo. 




          En la mayoría de países de Europa el sistema de medidas adoptado es el Sistema Métrico Decimal, por lo que a muchos europeos les resulta difícil a veces saber qué medidas exactas  tiene el nuevo televisor que van a comprar. Conociendo las pulgadas de la pantalla y la relación entre sus lados, podemos calcular su tamaño exacto en términos más comprensibles, que nos eviten sorpresas desagradables, como descubrir que no encaja donde queríamos instalarla.  




          La pantalla de un televisor de 32”, en formato 16:9, tiene una diagonal de 32×2,54 = 81,28 cm. Por tanto, sus dimensiones reales son 9a y 16a. En este punto, aunque parezca mentira, uno de los teoremas más antiguos de la historia va a ayudarnos a resolver el problema más reciente. Para calcular el valor de a utilizamos el teorema de Pitágoras: 
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          Así, las dimensiones de la pantalla serán 9×4,43=40 cm y 16×4,43=71cm.. Es decir, 40×71cm. 




          El mismo cálculo nos permite saber que una televisión de 32”, en formato antiguo 4:3, daría una pantalla de 49×65 cm. Lo cual nos lleva a una conclusión que excede al ámbito matemático: ¡no podemos sustituir alegremente nuestra televisión por el modelo nuevo! Aunque la pantalla tenga las mismas pulgadas, puede ser que el nuevo televisor no quepa donde estaba el otro. 




           


        




         


        
Reconocer y construir un rectángulo áureo 




         




        Como ya hemos explicado, un rectángulo es áureo cuando la relación entre sus lados es F, o sea, cuando su módulo es F. A partir de ahora llamaremos a los rectángulos áureos por sus iniciales: RA. Vamos a ver la manera de construirlos y de reconocerlos con facilidad. 




        Quizás lo mejor es comenzar con algunas propiedades de los RA que nos permitan llegar mucho más allá. Como ya hemos visto, para dividir un segmento AB en otros dos de forma que la longitud del mayor de los cuales sea F veces el menor, hay que marcar sobre aquél un punto interior X que cumpla 
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        Entonces, llamaremos M a la longitud de AX y m a la longitud de XB. En ellas, se cumplirá (teniendo en cuenta que AB mide M 1 m) que 
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        Supongamos que tenemos un RA como el de la figura de la izquierda. Si colocamos en su lado mayor un cuadrado de lado igual, conseguimos un nuevo rectángulo de lados M y (m 1 M), como vemos en la figura de la derecha. De acuerdo con la relación (M 1 m)/M 5 M/m, si el rectángulo original era RA (es decir, cumplía que M/m 5 F), también lo es el que hemos conseguido, porque (M 1 m)/M 5 M/m. Con este método, además, podemos obtener RA cada vez más grandes. 
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        Lo mismo pasa si a un RA le quitamos un cuadrado de lado igual al menor del RA, como vemos en la figura inferior, puesto que también se obtiene un rectángulo de lados m y M 2 m. Evidentemente, en este caso el rectángulo resultante es más pequeño, pero será también un RA, si cumple que 
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          EL GNOMON 




           




          Los pensadores de la Grecia clásica observaron que algunos objetos naturales crecían en tamaño, en magnitud, pero siempre conservaban la forma. Denominaron el fenómeno crecimiento gnomónico. 




          El inventor e ingeniero Herón de Alejandría lo definió de la siguiente manera: un gnomon es cualquier figura que, añadida a una figura original, produce una figura semejante a la original. 




           




          En el caso del RA, su gnomon es un cuadrado de lado igual a la dimensión mayor del mismo. 




           


        




         




        Como M/m 5 F por (4), será [image: ], como queríamos demostrar. 
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        Como en el caso de los rectángulos semejantes, existe también un método rápido y sencillo para reconocer si un rectángulo es áureo sin tener que medir sus lados y hacer la división. Tomamos dos rectángulos iguales y los colocamos uno junto al otro, el primero horizontal y el segundo vertical, con los lados en contacto, como vemos en la primera figura inferior. Entonces unimos los vértices A y B con una recta o con el borde recto de cualquier objeto, como muestra la segunda figura. Si la línea recta pasa exactamente por el vértice C se trata de dos RA. 
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        ¿Cómo se explica este hecho? Bien, recordemos el teorema de Tales: si dos paralelas intersectan los dos lados de un triángulo, producen segmentos proporcionales. En la segunda figura, vemos que AB pasará por C siempre que 




         




        AD/DB 5 AE/EC. 




         




        Sin embargo, si hacemos aparecer los valores de cada uno de esos lados, resulta lo siguiente: (M 1 m)/M 5 M/m. 




        Y así nos topamos, de nuevo, con la igualdad (4) de definición de F. 




        Si tenemos a mano un compás áureo (véase la explicación de cómo construirlo en el recuadro siguiente), basta con poner en uno de los extremos uno de los lados y ver si la apertura del otro extremo coincide con el otro lado. Cuando esto suceda será un RA.




         


        



          LA CONSTRUCCIÓN DE UN COMPÁS ÁUREO 




          El compás áureo es un sencillo instrumento que uno mismo puede construir con facilidad y que permite trazar segmentos que guarden entre sí la proporción áurea, o comprobar si dos segmentos guardan entre sí esa proporción. Hay varios métodos de construcción de un compás áureo. 




          El más sencillo consiste en cortar dos tiras de cartón, plástico o madera fina, acabadas en punta, de 2 cm de ancho y 34 cm de largo, en las que practicamos un agujero a una distancia de 13 cm de uno de los extremos. 




          Unimos ambas tiras por el agujero de manera que puedan articularse. Podemos usar un encuadernador, por ejemplo. Al moverlos obtenemos dos triángulos isósceles de lados iguales que miden 21 y 13 cm. Al ser dos términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci, su cociente es próximo a F. La relación entre las distancias de las dos puntas de los extremos será también F. 




          Su uso es muy fácil. Para ver si dos segmentos están en relación áurea basta con abrir el extremo hasta que coincida con el segmento menor y, sin variar la apertura de los dos brazos del compás, poner el otro extremo en el segmento grande. Si coincide con su longitud, los dos segmentos están en relación áurea. 
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          El segundo método de construcción de compases áureos es más sofisticado, pero más completo en sus mediciones, pues muestra tanto la media como la extrema razón. Requiere cuatro tiras algo más estrechas, de 1 cm de ancho. Dos de ellas, deben tener una longitud de 34cm; otra de 21 cm y la última de 13 cm. Practicamos en todas ellas dos agujeros: el primero en un extremo y el segundo, a 13 cm, como indica la primera figura. Después, las unimos de la manera que podemos ver en la segunda figura. 




          En esta construcción de compases se cumple lo siguiente: 
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          Si hacemos memoria, todas estas distancias que estamos encontrando son términos de la sucesión de Fibonacci. Cuando articulemos el compás, la relación entre las distancias de los extremos FG y GH será también muy próxima a F. Al situar los extremos F y H del compás sobre una recta cualquiera (de hasta 68 cm de longitud), el extremo G marca un punto que divide la recta en dos segmentos M, m tales que M/m = F. 




           


        




         


        
Construcción de un rectángulo áureo 




         




        Con nuestros últimos descubrimientos, el viaje a partir de ahora es mucho más fácil. Para construir un RA, no tenemos más que hacer uso de todas las propiedades que hemos visto hasta ahora. 




        Partimos de un cuadrado ABCD cuyo lado será el menor del RA que vamos a construir. Marcamos el punto medio M de uno de sus lados AB. Con centro en M y radio MC (distancia de M a uno de los vértices que no están en el lado al que pertenece M) trazamos un arco que corte la prolongación de AB. Llamaremos E al punto por donde corta. La longitud de AE es la longitud del lado del RA que buscamos. A partir de entonces, basta con hacer la perpendicular por E que corta en F. Así, conseguimos el rectángulo AEFD, nuestro deseado rectángulo áureo. 
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        Aprovechemos el RA que hemos construido para comprobar la relación áurea, calculando sus lados. Supongamos que el lado AB 5 AD 5 1 y hallamos AE 5 AM 1 ME 5 1/2 1 ME . Como ME es igual a la hipotenusa del triángulo rectángulo MBC, podemos aplicar el teorema de Pitágoras y tendremos 
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        de donde 




         


        

          [image: ]

        




         




        y por tanto 
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        Es decir, que los lados del rectángulo AEFD que hemos construido son 1 y F. Es el RA que buscábamos. 




         


        
Propiedades del rectángulo áureo 




         




        Si le quitamos un cuadrado a nuestro RA recién hecho, resulta un rectángulo BEFC que también es áureo. Si hacemos las diagonales de esos dos RA veremos que se cortan siempre en ángulo recto. Eso pasa con los pares AF y CE, así como en DE y BF, que son perpendiculares entre sí. 




        Podemos verlo en las figuras siguientes: 
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        Consideremos un momento el RA de la segunda figura para descubrir una propiedad muy sorprendente. Si buscamos otros RA cada vez más pequeños a través de sucesivas sustracciones de cuadrados, y en cada una de ellas trazamos las dos diagonales que aparecen en la figura, observaremos que todas están situadas sobre las dos rectas DE y BF. Así, serán siempre perpendiculares y su punto de corte será siempre el mismo punto O. 
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        Si pudiéramos ver con un microscopio todos los rectángulos que se pueden ir formando al ir sustrayendo cuadrados, veríamos que el punto de corte de esas diagonales permanece constante aunque vayamos disminuyendo su tamaño en un factor F. Esta increíble propiedad es exclusiva de los RA. 




        El punto O es una suerte de vórtice, una especie de agujero negro, un punto de atracción infinita donde convergen los innumerables RA que puede generar nuestra imaginación geométrica. Por las cualidades extraordinarias de esos rectángulos, se ha propuesto llamar a ese punto «el ojo de Dios».  




         


        



          POLÍGONO REGULAR Y POLÍGONO INSCRITO 




          Un polígono es regular cuando tiene tanto los lados como los ángulos internos iguales. No basta con que se dé una de las condiciones. Un rombo, por ejemplo, tiene los lados iguales, pero sus ángulos internos no lo son, por lo que no es regular. El polígono regular de cuatro lados es el  cuadrado. Por otro lado, el rectángulo tiene los cuatro ángulos de 90º, pero sus lados no tienen la misma longitud, luego tampoco es regular. 




          Por su parte, el polígono inscrito en una circunferencia es aquel cuyos vértices son puntos de la circunferencia. Si se trata de un polígono regular de n lados, uniendo el centro de la circunferencia con dos vértices consecutivos del polígono, tenemos un triángulo isósceles cuyos lados iguales son dos radios, el lado desigual es el del polígono y el ángulo desigual (también llamado ángulo en el centro) es de (360/n)º. 
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        Si inscribimos un decágono regular (esto es, un polígono de diez lados iguales, cuyos ángulos internos sean también iguales) en una circunferencia, la relación entre el radio de la circunferencia y el lado del polígono es exactamente F. 




        Por lo tanto, podríamos decir que un RA tiene por lados el radio de la circunferencia y el lado del decágono regular inscrito en ella. En el capítulo 3 veremos con más detalle las razones que explican este comportamiento. 




         


        
Otros rectángulos notables 




         




        Como se ha visto en el recuadro de la página 57, los rectángulos de las pantallas de los televisores (4:3 y 16:9) son notables, al menos por su presencia en nuestra vida cotidiana. A continuación echaremos una mirada a otros rectángulos que nos encontramos a diario y los compararemos con los RA para apreciar mejor la singularidad de los rectángulos módulo F. 




         


        
Rectángulo [image: ] 




         




        Partimos de un cuadrado ABCD de lado 1. Con centro en uno de sus vértices (por ejemplo, A), y radio la distancia entre este vértice y el opuesto (en nuestro ejemplo, AC), trazamos un arco que interseccione la prolongación de AB en un punto que llamaremos E. La longitud de AE, por ser la diagonal de un cuadrado de lado unidad, es [image: ], y por tanto el rectángulo construido es de dimensiones 1 y [image: ]. A partir de ahora, llamaremos a este tipo de rectángulos RR. 
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        La propiedad característica de los RR es que si dividimos el lado mayor por la mitad obtenemos otro RR con la mitad de superficie del rectángulo inicial. Los lados del nuevo rectángulo serán 1 y [image: ]/2, cuyo cociente es de nuevo [image: ]. 




         


        




         




        En efecto [image: ]. Por tanto, el gnomon del RR es él mismo. 




         




        Este proceso se puede iterar incontables veces para obtener nuevos rectángulos RR. Lo mismo se puede hacer duplicando el lado menor de un RR: se obtiene otro RR. La siguiente figura muestra el resultado de varias iteraciones. 
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        Esta propiedad de los RR se aplicó en el diseño de las hojas que se utilizan en la actualidad en papelería: el conocido formato DIN. Las letras DIN son las iniciales de Deutsches Institut für Normung, el Instituto Alemán de Normalización, que presentó el formato en 1922, siguiendo un desarrollo del ingeniero Walter Porstmann. 




        Los diferentes tamaños parten de una subdivisión del tamaño mayor, denominado A0, una superficie de 1 m2. Cada una de las subdivisiones se numeran de manera creciente (A1, A2, A3, A4...), siempre con formato RR. La proporción se mantiene simplemente cortando por la mitad cada unidad. La ductilidad y sencillez del formato lo ha convertido en un estándar internacional, utilizado en la mayoría de los países. 




        En términos de polígonos inscritos, el rectángulo RR es el que tiene como lados el radio de la circunferencia y el lado del cuadrado regular inscrito en ella. La historia de la arquitectura ha visto con frecuencia el uso de ese rectángulo como planta de edificios. 




         


        
El rectángulo de plata 1 1 2 




         




        El rectángulo de plata se obtiene al añadir al RR un cuadrado de lado 1. Es un rectángulo de módulo(1+[image: ])que, como vimos en el capítulo anterior, es la solución de la ecuación x2 − 2x −1= 0, y se llama número de plata. El rectángulo que obtenemos con este método es más alargado que el anterior, lo que da esbeltez a las construcciones donde se utiliza, como portales de templos o plantas de edificios. 
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El rectángulo cordobés 




         




        El estudio de las proporciones en los principales monumentos arquitectónicos musulmanes de Córdoba, entre los que destaca la famosa Mezquita, de mihrab octogonal, permitió al arquitecto español Rafael de la Hoz (1924-2000) encontrar el rectángulo que explica su estructura. Así, De la Hoz enmarcó las proporciones que había recogido como un rectángulo cuyos lados son el radio de la circunferencia y el lado del octógono regular inscrito en ella. El resultado es el rectángulo cordobés, de aspecto menos alargado que el RA. 
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        Para calcular el módulo de este rectángulo hay que hallar el lado L del octógono regular inscrito en función del radio R. Hallados éstos, se obtiene que 
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        Ésta es la llamada proporción cordobesa o número cordobés. 




         


        
Las espirales y el número de oro 




         




        Algunas de las manifestaciones más prodigiosas de F se encuentran en las espirales, en las que F tiene comportamientos curiosos. Supongamos que partimos de un RA al que vamos restando cuadrados para obtener nuevos RA, siguiendo el proceso que ya conocemos. 
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        En cada uno de los cuadrados que sustraemos, trazamos cuadrantes de circunferencia con radio el lado del cuadrado y centro en el vértice de cada uno de ellos. Es decir, en los puntos 1, 2, 3, 4, 5... 
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        Si continuamos de forma indefinida con la sucesión de cuadrantes, se obtiene una aproximación de la llamada espiral logarítmica. 




         


        

          [image: ]

        




         


        



          LA ESPIRAL Y JACOB BERNOULLI 
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          La curva espiral y sus propiedades han despertado la admiración de grandes figuras del mundo matemático. El célebre Jacob Bernoulli (1654-1705) fue particularmente seducido por las espirales, a las que dedicó años de estudio. Su atracción por ellas le llevó a pedir que se grabara una espiral en su tumba con el lema «Eadem mutato resurgo», que significa «aunque transformado, resurjo siempre igual». Sin embargo, pese a las rigurosas disposiciones del matemático, la casualidad quiso que el grabador de la lápida no esculpiera una espiral logarítmica, sino otra serie de arcos, a los que no se puede adjudicar la aseveración. Jacob Bernoulli debió de retorcerse en su tumba. 




           


        




         




        La espiral es una curva cuya forma no se altera cuando cambia su tamaño, tanto si aumenta como si disminuye. Esta propiedad se llama autosimilitud. 




        Otra importante propiedad de la espiral es que es equiangular, es decir, si trazamos una línea recta desde su polo, esto es su punto de inicio, hasta un punto cualquiera, el ángulo de corte es siempre el mismo. Según esta propiedad, si queremos mantener constante el ángulo con el que observamos un punto, tenemos que aproximarnos a él siguiendo una trayectoria que forme una espiral logarítmica. También se le llama espiral geométrica, porque el radio vector, es decir, la recta que une el vértice con un punto de la espiral, crece en progresión geométrica, mientras el ángulo que forma ese radio lo hace en progresión aritmética. 




        De manera estricta, la curva que acabamos de crear por este método no es una espiral, puesto que está formada por diferentes arcos de circunferencia (cuadrantes) unidos de forma artificial, pero es una buena aproximación de una espiral logarítmica. La espiral no es tangente a los cuadrados, sino que los corta, aunque con ángulos muy pequeños. La espiral logarítmica auténtica es la figura siguiente: 
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        Si se ejecuta el mismo crecimiento teniendo en cuenta una variación similar en la altura, conseguimos una espiral tridimensional como la del dibujo: 
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        Las cualidades de la espiral no sólo han atraído a los científicos, sino a muchos artistas. 
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        El neerlandés Mauritius Cornelius Escher (1898-1972), conocido por sus figuras imposibles,  teselaciones y mundos imaginarios, cimentó su obra de forma sólida sobre las matemáticas,  y usó la espiral con profusión, como en el caso del grabado, Espirales, de 1953. 




         




        No hemos agotado aún los paisajes espirales; en realidad, no hemos hecho más que iniciarnos en ellos. Veremos más adelante cómo aparecen en los triángulos áureos y cuán recurrente y hermosa es su figura en la naturaleza. 
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