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Prefacio 




         




        La música es el placer que experimenta la mente humana  




        al contar sin darse cuenta de que está contando.  




        Gottfried Wilhelm von Leibniz 




         




        El panorama musical del mundo en los albores del siglo XXI es fantástico. Diverso. La matemática, la electrónica, los bits y los bytes parecen dispuestos a compartir la vida con la música, acompañándola hacia nuevas fronteras. ¿Era menos diverso y fantástico a inicios del siglo XX? ¿Y en el siglo X? ¿Y 1.000 años antes de Cristo? ¿Eran ya estudiados matemáticamente los sonidos en la Antigüedad? ¿Influyó en la música la tecnología del siglo XIX? 




        La música es una de las principales manifestaciones culturales de la humanidad, y se extiende por doquier, tanto en lo geográfico como en lo histórico. Allí está siempre, y en todo lugar, para conmover y disfrutar. Las matemáticas analizan el fenómeno y aportan su potencial a un sinfín de ámbitos del quehacer musical: las relaciones entre los sonidos de un acorde, los fenómenos de resonancia, las claves secretas de la partitura, los juegos musicales, las estructuras geométricas. Quienes sepan disfrutar de las matemáticas podrán sumar, al placer y la emoción de ser oyentes, el deleite y la sorpresa por el ingrediente matemático. 




        Veremos cómo Mozart expone un método para componer utilizando dados, y también obras que no se pueden interpretar, a menos que se resuelva un enigma. El azar, los fractales y el número de oro también tienen su lugar en el pentagrama. ¿Por qué hay sonidos disonantes y sonidos armónicos? ¿Por qué es posible distinguir un violín de una trompeta? ¿Puede romper una cantante una copa de cristal con su voz? ¿Cuáles son los aportes de la tecnología a la música? ¿Cómo adquirió su forma y a qué reglas obedece la notación musical moderna? 




        Si bien éstos y otros casos están nutridos de las matemáticas más diversas, es importante destacar que la ciencia no condiciona el fenómeno musical. Ahora bien, sí brinda un amplio abanico de herramientas para la creación, que también se exploran con detalle en el presente libro. En cualquier caso, con herramientas matemáticas o sin ellas, la clave de toda obra musical sigue estando en la mano inspirada y el arte del compositor. Y ahí reside, en último término, el valor que las matemáticas aportan al estudio de la música: la posibilidad de contemplar y admirar una forma artística desde bastidores; una nueva perspectiva desde la que descubrir con ojos nuevos aquello que creíamos conocer. 


      


    


  

    

      



         


        
Tensando la cuerda 


      


    


  

    

      

        



          Después del silencio, lo que más se acerca  




          a expresar lo inexpresable es la música. 




          Aldous Huxley 


        




         




        El hecho musical es efímero, y tiene su existencia en la memoria. Ocurre en el tiempo y es aparentemente inasible. Estas características dotan a la música de un aura mágica que ha inducido al hombre a emplearla en sus rituales desde el principio de los tiempos, y la ha convertido en un vehículo privilegiado de adoración a la divinidad. Los hallazgos antropológicos revelan la presencia de instrumentos musicales a lo largo y ancho del globo ya en la Prehistoria: son muy numerosos los de percusión y las sonajas, pero también se han hallado flautas y trompetas primitivas que demuestran la presencia de la melodía en el quehacer musical de las culturas más antiguas. 




         


        EL MUNDO GRIEGO




         




        La palabra «música» tiene su origen en el vocablo griego musiké, literalmente, «el arte de las musas». En la mitología griega las musas eran las diosas inspiradoras de la música, la danza, la astronomía y la poesía. 




        La escuela pitagórica, activa desde el siglo VI a.C., buscaba comprender la armonía del universo, y consideraron a los números y sus relaciones la expresión última de esta armonía. A través de ellos diseñaron modelos astronómicos, acústicos y musicales, hasta el punto de que música y aritmética eran estudiadas en forma conjunta. Creían que los movimientos por el espacio de los planetas generaban vibraciones armónicas, imperceptibles para los humanos: la «música de las esferas». 




        Las civilizaciones grecorromanas, en general, cultivaban el conocimiento teórico como un saber aparte de las actividades manuales, denominadas «artes menores». A las disciplinas superiores se las reunía en dos grandes grupos: el primero, denominado trivium (de tri, «tres», y vium, «vía» o «camino»), estaba formado por la gramática, la dialéctica, y la retórica; el segundo, llamado quadrivium (de quadri, «cuatro»), estaba integrado por la aritmética, la geometría, la astronomía y la música. Éstos son los siete caminos que podían hacer que el hombre se mantuviera en equilibrio con un universo en armonía, las «siete artes liberales». 




         


        
El sistema musical pitagórico 




         




        Los estudios de la escuela pitagórica en el terreno de la música fueron creados en base a los sonidos producidos al tañer la única cuerda de un instrumento monocordio. La longitud de su cuerda era modificada de manera muy similar al modo en que se pisa la cuerda de una guitarra moderna. Al variar la longitud de la cuerda, ésta generaba distintas notas musicales. Cuanto más corta era la cuerda, la nota resultante era más «alta» o aguda. De manera metódica, los pitagóricos compararon por pares los sonidos producidos con distintas longitudes de cuerda. Sus experimentos involucraban relaciones de longitudes expresadas con números pequeños: dividiendo la cuerda a la mitad, a la tercera parte, a dos tercios de la longitud original, etcétera. 




        Los resultados fueron sorprendentes: los sonidos provocados por cuerdas de largos relacionados con números pequeños generaban los sonidos más agradables, es decir, los más armónicos al oído. Gracias a estas observaciones, los pitagóricos lograron establecer un modelo matemático de un fenómeno físico, pero teniendo la mirada puesta en lo estético, algo similar a lo ocurrido con la proporción áurea y el concepto de belleza en el Renacimiento. 




        La relación más sencilla es la que se obtiene al pisar la cuerda en la mitad de su longitud. Esta relación se expresa numéricamente 2:1, y musicalmente se corresponde con un intervalo de octava (por ejemplo, la distancia existente entre un do y el siguiente do). La siguiente relación de entre las más sencillas es aquella en la que la cuerda se pisa en un punto situado a un tercio de la longitud total; la expresión numérica de esta relación es 3:2, que musicalmente se corresponde con un intervalo de quinta (la distancia do-sol). A continuación tenemos aquella en la que se pisa la cuerda a un cuarto del total, lo que numéricamente se expresa con la relación 4:3, mientras que en el ámbito musical corresponde a un intervalo de cuarta (la distancia do-fa).




         


        



          SONES PLANETARIOS 




          La noción de un cosmos en equilibrio fue uno de los aspectos de la cultura clásica que el humanismo renacentista pretendió recuperar. Una expresión de este equilibrio, defendida por los pitagóricos y explorada asimismo por Platón y Aristóteles, era la conocida como «armonía de las esferas», y consistía, en términos muy básicos, en la idea de que los planetas generaban sonidos inaudibles para los humanos en razón de su posición y movimiento, y que dichos sonidos eran consonantes, es decir, armónicos. El alemán Johannes Kepler (1571-1630) había estudiado religión, ética, dialéctica, retórica, y también física y astronomía. También accedió al conocimiento de la teoría heliocéntrica y era un estudioso de los legados pitagóricos y de Platón. A comienzos del siglo XVII, e incluso en ámbitos científicos, el movimiento de los planetas era un misterio que sólo encontraba respuesta en la voluntad de Dios. Kepler arrojó luz sobre dicho misterio, y las leyes de los movimientos planetarios establecidas por él se cuentan entre los grandes descubrimientos científicos de la historia. Pero sus teorías iban más allá, y pretendían recuperar la visión de la armonía de las esferas postulada por el mundo clásico. Así, en su obra Harmonices Mundi (La armonía de los mundos), de 1619, Kepler expuso, junto a sus estudios astronómicos, la tesis de que cada planeta emite un sonido en su circulación alrededor del Sol, determinado por su velocidad angular. Dicha velocidad angular tiene sus extremos en el perihelio (punto más cercano al Sol) y en el afelio (punto más alejado del Sol) de su trayectoria elíptica. Kepler comparó los sonidos en uno y otro extremo para un mismo planeta, y también entre planetas próximos. Llegó a plantear escalas y acordes asociados a cada uno de ellos. Según sus cálculos, las melodías de Venus y de la Tierra variaban en un intervalo de un semitono o menos; en el otro extremo, Mercurio ampliaba su intervalo máximo mas allá de una octava. La religiosidad de Kepler le hizo sostener que muy pocas veces los planetas habían sonado en armonía; tal vez, pensaba, sólo en el momento de la Creación. 
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              Imagen del Harmonices Mundi de Kepler que muestra los supuestos sonidos producidos por los planetas. 
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        Así, asistimos a la emergencia de un patrón según el cual los intervalos de sonidos relacionados por fracciones de la forma
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        son armónicos y agradables. Esto fue interpretado por los pitagóricos como una confirmación de la relación directa entre el número y lo armónico, lo bello. 




         


        



          PITÁGORAS DE SAMOS (582 A.C.-496 A.C.) 




          Pitágoras nació en la isla griega de Samos. Inspirado por el filósofo y matemático Tales de Mileto, emprendió un extenso viaje de aprendizaje por Egipto y Mesopotamia. La experiencia vivida y las ideas que aquel viaje despertaron en él lo llevaron a fundar una escuela de pensamiento en la que convivían distintas disciplinas científicas, estéticas y filosóficas. Pitágoras y sus seguidores realizaron importantes estudios en ámbitos tan diversos como la acústica y la música, la aritmética, la geometría y la astronomía. El prestigio de Pitágoras y su escuela era tal que históricamente se le atribuye la paternidad de uno de los teoremas fundamentales de la geometría, el teorema de Pitágoras, si bien éste era ya conocido, varios siglos antes, por las civilizaciones orientales más importantes de la Antigüedad. Si resumimos el teorema de Pitágoras mediante la fórmula a2 + b2 = c2 obtenemos una ecuación de infinitas soluciones enteras. Cada conjunto de soluciones recibe el nombre de «terna pitagórica». Todo conjunto de tres elementos que determinen una terna pitagórica dibuja una escuadra, instrumento empleado por agricultores y artesanos para trazar ángulos rectos. 




           




          DE COPAS QUE ESTALLAN Y PUENTES QUE SE HUNDEN 




          En numerosas películas y series de animación se observa cómo una cantante lírica, al emitir un sonido muy agudo, logra romper una copa de cristal. No se trata de ningún hecho físico ficticio, sino absolutamente real. Los cuerpos rígidos pueden vibrar a una determinada frecuencia que los caracteriza y que depende del material del que están constituidos, de su forma y de otras particularidades. Además, se cuenta con una fuente sonora que produce un sonido que llega al objeto en forma de ondas fluctuantes de presión de aire, haciendo que aquél vibre. Pero existe una situación especial que ocurre cuando la frecuencia del sonido emitido es la misma que la del objeto: este último comienza a vibrar con más intensidad y se produce el fenómeno llamado «resonancia». Si al fenómeno de resonancia se suma un aumento de la energía (volumen) de la fuente sonora, la amplitud de las vibraciones del cuerpo aumentará todavía más. En el caso de una cuerda, la flexibilidad propia del material le permitirá soportar esos vaivenes. Si, en cambio, se trata de un cuerpo muy rígido, no podrá absorber las vibraciones y acabará rompiéndose. Esto es lo que ocurre con la copa de cristal. Es conocido el caso del Tacoma Narrows, un puente de suspensión que el 7 de noviembre de 1940 se desplomó sobre las aguas del estuario de Puget, en el estado norteamericano de Washington, por oscilaciones inducidas por el viento, fenómeno conocido como «flameo». 


        




         


        
Afinación absoluta 




         




        Para apreciar mejor la potencia de los descubrimientos pitagóricos conviene hacer una distinción entre dos conceptos clave: la afinación «absoluta» y la afinación «relativa». Cada nota musical tiene una altura, que permite identificarla como más grave o más aguda. La altura de una nota está determinada por la frecuencia de oscilación de su onda sonora (volveremos a tratar esto más adelante). A mayores frecuencias, sonidos más agudos. (En el anexo I se ofrece una explicación detallada de éstos y otros conceptos musicales.) 




        El oído humano es capaz de percibir vibraciones con frecuencias en un rango aproximado de entre 20 y 20.000 hercios (Hz) o ciclos por segundo. Por debajo de este rango de frecuencias se sitúan los infrasonidos, y por encima de él, los ultrasonidos. La frecuencia de cada nota es un valor absoluto, que la identifica de manera unívoca. Es un hecho conocido que «el la se afina en 440 Hz», pero conviene tomar este dato con cautela: una cosa es el sonido cuya frecuencia es de 440 Hz, y otra, el nombre que se adjudica a ese sonido. El hecho de que a ese sonido se le haya asignado el nombre de la es convencional. En este sentido, es tan arbitrario como el metro patrón que rige el sistema métrico decimal, y su fijación siguió un proceso similar. En el año 1939, la Segunda Conferencia Internacional para el Diapasón, reunida en Londres, fijó el diapasón normal la, también llamado tono de referencia, en 440 Hz. Este valor no estaba unificado anteriormente, y varió en distintas épocas y lugares y hasta para distintos lutieres. En la actualidad, distintas orquestas de todo el mundo aún prefieren fijar su la en otras frecuencias, llegando en algunos casos hasta los 444 Hz o más. 


        



           


          [image: ]

          



             




            En un piano las teclas  correspondientes a las notas más graves se disponen a la izquierda, mientras que a la derecha se encuentran las más agudas.  


          


        




         


        



          PROBLEMAS CON EL PRIMO 




          En los primeros años del siglo XX, el estándar inicial para el diapasón normal la era de 439 Hz. ¿Por qué terminó definiéndose en 440 Hz? Según una hipótesis de un miembro del Instituto Británico de Estándares, «el tono de afinación que daba la B.B.C. parte de un oscilador controlado por un cristal piezoeléctrico que vibra con una frecuencia de un millón de hercios. Esto se reduce a una frecuencia de 1.000 Hz con divisores electrónicos, luego se multiplica por 11 y se divide por 25, de modo que se produce la frecuencia requerida de 440 Hz. Como 439 es un número primo, una frecuencia de dicho valor no puede ser obtenida por medios similares». 


        




         


        
Intervalos y afinación relativa 




         




        Antes de abordar la noción de afinación relativa, deberemos familiarizarnos con la de «intervalo». Como acabamos de ver, cada nota tiene una frecuencia propia, que la identifica respecto de cualquier otra. Los pitagóricos, sin embargo, no analizaron cada nota por separado, sino mediante las relaciones existentes entre ellas. Dadas dos notas cualesquiera, éstas se encuentran separadas por una distancia llamada «intervalo». De nuevo conviene distinguir entre dos maneras de abordar dicho concepto. Una de ellas es pensar en los intervalos como la distancia musical que hay entre dos notas. Cada intervalo se nombra por la cantidad de notas por las que hay que pasar para llegar de una a otra, y por el sentido del recorrido. Así, para llegar de do a fa hay que pasar por cuatro notas: do-re-mi-fa. El intervalo do-fa se dice que es «de cuarta» o, sencillamente, «una cuarta». O bien se dice que do y fa son dos notas que están «a la cuarta». Una octava, intervalo que ya conocemos, sigue ese mismo criterio: para ir de un do al siguiente do hay que pasar por ocho notas: do-re-mi-fa-sol-la-si-do.Los intervalos citados hasta ahora son ascendentes. Los descendentes se recorren comenzando por la nota más aguda y contando en sentido inverso: un intervalo do-la es una tercera si se piensa de manera descendente: dosi-la. (La clasificación de los intervalos es algo más compleja, y se detalla en el anexo I.) 




         


        



          CRECIMIENTO LINEAL VS. CRECIMIENTO EXPONENCIAL 




          Al nombrar un intervalo se cuenta la cantidad de notas que hay entre las dos involucradas, incluyéndolas. Esto hace que la suma de estos intervalos resulte una operación contraintuitiva. ¿Cuánto suman una segunda y una tercera? ¿Suman una quinta? Basta con hacer unas cuentas para comprobar que no es así. Fijemos un do como inicio de la suma. Al sumar una segunda, se pasa de do a re. Al sumar una tercera, se pasa de re a fa. La suma no es entonces una quinta, sino una cuarta. La suma de intervalos sigue una cierta linealidad. Si numeramos las teclas de un piano, comenzando con un 1 para el la más grave hasta llegar al 88 en el do más agudo, veremos que las teclas la tienen los números 1, 8, 15, 22, 29... Es decir, que  para pasar de un la al siguiente hay que aumentar una cantidad fija de siete teclas.  Sin embargo, cuando lo que se tiene en cuenta no es la tecla sino las frecuencias absolutas correspondientes a esas mismas notas, veremos que el crecimiento no es  lineal, sino exponencial. Así, el la más grave del piano se afina en 27,5 Hz. Para pasar al siguiente la, la frecuencia no debe aumentar en una cantidad fija, sino que debe  multiplicarse por 2, de modo que el siguiente la se afinará en 55 Hz, el siguiente, en  110 Hz, y así sucesivamente. 


        




         




        La otra manera de pensar en los intervalos es la numérica, mediante la comparación proporcional de las frecuencias de cada nota. Dos notas mantienen entre sí una afinación relativa, de manera que lo importante no es la frecuencia absoluta de cada una, sino la proporción numérica entre las frecuencias de dos notas distintas. 




         


        



          LA MALDICIÓN DEL OÍDO ABSOLUTO 




          El oído absoluto es una habilidad que permite a quien la posee identificar el nombre de las notas que escucha, sin necesitar ninguna otra referencia: alguien toca una tecla cualquiera del piano, y una persona con oído absoluto puede reconocer qué nota es. 




          No hay una relación directa entre tener oído absoluto y un potencial talento musical. De hecho, muchos músicos resultan ocasionalmente perjudicados por poseer oído absoluto. 




          Por ejemplo, en el ámbito de la música coral es muy común transportar las partituras para adaptarlas al tono que mejor le va al coro. Esto se realiza, por ejemplo, comenzando el canto un semitono por debajo de lo escrito, pero leyendo la misma partitura. Así, las notas cantadas no se corresponden con las leídas, lo que muchas veces causa un conflicto a la persona que posee oído absoluto, a quien no le resulta sencillo manejar la diferencia entre lo que lee y lo que escucha. 
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        Esto permite comparar dos notas refiriendo el intervalo que las separa mediante la razón numérica que vincula sus frecuencias. Si, por ejemplo, hacemos sonar dos notas a un intervalo de una cuarta, la más aguda tendrá una frecuencia igual a 4/3 de la frecuencia de la más grave. Si entre los dos sonidos hay una quinta, la relación entre sus frecuencias será de 3/2. Por ejemplo, a partir de un la de 440 Hz, el mi que se encuentra a una quinta superior se afina en 660 Hz. 




        La relación entre las longitudes de dos cuerdas es la inversa de la relación de las frecuencias de esas cuerdas. Por ejemplo, dos cuerdas dan nota a la quinta, o 3/2, si sus longitudes están en relación 2/3. A partir de ese punto, abandonaremos toda referencia a las longitudes de cuerdas y trabajaremos sólo con frecuencias. 




        Así, dos notas cuyas frecuencias son 440 Hz y 880 Hz se encuentran en perfecta relación de octava, y su afinación se corresponde con el la oficial. Dos notas cuyas frecuencias son 442 Hz y 884 Hz también se encuentran perfectamente afinadas entre sí en relación de octava, aunque su afinación no se corresponda con el la oficial de 440 Hz. Finalmente, dos notas cuyas frecuencias son 443 Hz y 887 Hz no se encuentran afinadas en perfecta relación de octava, aunque al oído su relación se reconoce perfectamente como de «octava no afinada». 




        El vínculo proporcional entre las frecuencias de dos notas permite, a partir de un sonido conocido, calcular otro situado a la distancia del intervalo que se desee, multiplicando el primero por el factor correspondiente. Conocida una frecuencia F1, esta relación permite calcular la frecuencia F2 que se encuentra una cuarta por encima, es decir, a 4/3, del modo siguiente: 
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        Este cálculo se puede «encadenar» consigo mismo sucesivas veces, multiplicando los factores correspondientes. Por ejemplo, si F3 está a la tercera mayor superior (que involucra una relación de frecuencias de 5/4) de F2, es posible calcular la relación entre F3 y F1 realizando las sustituciones del caso: 
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        Los cálculos también pueden hacerse en sentido inverso, dividiendo en lugar de multiplicar. Por ejemplo, la frecuencia F4, que está una quinta por debajo de F1, se calcula del siguiente modo: 
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        Ambas formas de pensar los intervalos (es decir, su forma musical y numérica) están íntimamente relacionadas. En adelante usaremos una u otra según convenga. 




         


        PARA AFINAR UN PIANO




         




        Nos enfrentamos a la tarea de determinar la afinación de las doce notas de una octava de un piano. 
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        Para ello tendremos en cuenta el procedimiento llamado de «cancelación de octavas»: una vez determinada la afinación de un re, la trasladaremos a todos los otros re del piano, multiplicando o dividiendo su frecuencia por 2. Y lo mismo con todas las demás notas existentes. 




         


        



          EL NOMBRE DE LA NOTA 




          Los griegos nombraban las notas siguiendo las primeras letras del alfabeto jónico, asignando letras diferentes para un mismo sonido alterado en medio tono o doblemente ascendido. Por ejemplo, si el fa era alfa, beta era fa sostenido, y gamma, fa doblemente sostenido. Para ellos la escala se organizaba de manera descendente, al revés de como se la considera hoy. También los romanos utilizaban las primeras letras del alfabeto para nombrar los sonidos de su escala. Boecio, un estudioso que escribió en el siglo V un tratado en cinco volúmenes sobre teoría de la música, consideró una escala de quince notas que abarcaba dos octavas. Boecio designó cada una de esas notas con una letra diferente, ignorando el concepto cíclico de octavas. El paso siguiente en la historia del nombre de las notas fue, justamente, abrazar dicho concepto cíclico y designar con una misma letra las notas iguales de octavas distintas. Así, la denominada nomenclatura alemana o inglesa designaba las siete notas de la octava principal con letras de la A a la G, en mayúsculas; la siguiente octava, de la «a» a la «g», con minúsculas, y la tercera, con dobles letras minúsculas (aa, bb, cc, dd, ee, ff, gg). Así, siete de los doce sonidos, los correspondientes a las teclas blancas del piano, adquirieron nombre propio. Los otros cinco sonidos (las teclas negras) fueron nombrados con posterioridad, tras la aparición del concepto de bemol, becuadro y sostenido. Sus nombres no fueron ya propios, sino derivados de los siete básicos. En el siglo XI, el monje toscano Guido d’Arezzo (h. 995-h. 1050) dedicó buena parte de sus estudios musicales a crear reglas mnemotécnicas para los intérpretes. Tal vez la más conocida es la denominada «mano guidoniana», que ordenaba las notas en su notación alfabética asimilándola a un recorrido por la palma de la mano. Guido d’Arezzo rebautizó también las notas, asignando a cada sonido la primera sílaba de los versos de un himno a San Juan muy conocido por aquel entonces: 




           




          Ut queant laxis,  




          resonare fibris,  




          Mira gestorum,  




          famuli tuorum, Solve polluti, 




          Labii reatum, 




          Sancte Iohannes. 




           




          Así, y tras el cambio de ut por do, nacieron los nombres de las siete notas de la escala según la emplean, entre otros, italianos, franceses o españoles.  
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          Mano guidoniana extraída  de un manuscrito medieval. 


        




         




        El do tendrá un valor inicial normalizado de 1. A partir de él, a cada una de las demás notas les corresponderá un valor entre 1 (ese do) y 2 (el do siguiente), que se corresponderá con la frecuencia proporcional de la nota con respecto a ese do=1. Habremos concluido en cuanto podamos determinar los valores de todas las demás notas. Todos los calculos pueden ser replicados a partir de cualquier otro valor inicial (por ejemplo, a partir de un la de 440 Hz). 




        Las doce notas indican que para llegar de un do al siguiente habrá que dar doce pasos. A cada uno de ellos se le llama «semitono». Abordaremos el problema apelando, en primer lugar, a los descubrimientos hechos por los pitagóricos, siguiendo el método que utilizaban para afinar los instrumentos de la época. 




         


        
La escala pitagórica 




         




        Los pitagóricos organizaron sus escalas basándose en simples relaciones numéricas entre los distintos sonidos. Así, la escala pitagórica se estructura sobre dos intervalos: la octava, que presenta una relación de frecuencias entre las notas de 2/1, y la quinta, de relación de frecuencias 3/2. Los pitagóricos obtuvieron los diferentes sonidos de la escala encadenando quintas, apelando luego a la «cancelación de octavas» para situar esas notas en el rango buscado. 




        Partamos del do como ejemplo. En primer lugar, se calcula la relación de la primera quinta ascendente, para obtener el sol. Un nuevo encadenamiento nos llevará a un re, para seguir con un la, un mi y, finalmente, un si. Tomando ahora una quinta descendente desde el do inicial, se consigue el fa. De este modo se obtienen los siete sonidos de la escala: 




         




        fa←do→sol→re→la→mi→si. 




         




        Si se continúa con el encadenamiento de quintas, es posible alcanzar los doce sonidos de la llamada «escala cromática», conformando lo que se conoce como «círculo de quintas»: 




         




        sol b←reb←lab←mib←si b←fa←do→sol→re→la→mi→si→fa#˜, 




         




        donde los símbolos bemol (b) y sostenido (#) designan ajustes de un semitono inferior y superior, respectivamente. 
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        Obtenidas las doce notas mediante sucesivos encadenamientos de quintas, bastará luego con situar los sonidos en la misma escala en el rango de una única octava mediante el procedimiento de cancelación de octavas. 




         


        
Haciendo las cuentas 




        Ahora sí, vamos a determinar la afinación de cada nota por encadenamientos de quintas y «cancelaciones» de octavas (es decir, dividiendo o multiplicando por 2), de modo que, recordemos, el valor de sus frecuencias relativas se encuentre siempre entre 1 (la relación que mantiene el do consigo mismo) y 2 (la relación que mantiene el do con el do de la siguiente escala). 




        Primero se determina el sol, que está a una quinta del do: 
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        Luego el re, a una quinta del sol (multiplicando por 3/2), pero teniendo que cancelar una octava (multiplicando por 1/2): 
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        La distancia de do a re se llama «tono», y, como era de esperar, es equivalente a dos semitonos. 




        Luego el la, a una quinta del re: 
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        El mi, a una quinta del la, pero teniendo que «cancelar» una octava: 
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        La escala se completa con el si, a una quinta del mi, y el fa, una quinta por debajo del do, y subiendo una octava (multiplicando por 2). 




        En resumen, y tomando el do con valor normalizado a 1: 
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        Este proceso se puede continuar para determinar las afinaciones de las teclas negras o bemoles, descendiendo por quintas desde el fa. 
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La coma pitagórica 




         




        Al ascender una quinta de si, se llega al fa #, que debería ser el mismo sonido que el solb alcanzado en el otro extremo tras hacer las cancelaciones de octava correspondientes. Pero estos dos sonidos no son exactamente iguales: la diferencia entre el fa # y el sol b se denomina «coma pitagórica». Del mismo modo, tras hacer las cancelaciones de octava correspondientes, los sonidos extremos fa #-re b no se encuentran a la distancia de una quinta justa, sino que forman un intervalo que difiere de ella en una coma pitagórica. Esta quinta ligeramente más pequeña se denomina «quinta del lobo». 




        El armado del círculo de quintas involucra el encadenamiento de doce quintas, llegando a una nota que es «casi» la misma que la del comienzo, sólo que a una distancia de siete octavas: 
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        La coma pitagórica es ese «casi». Se puede calcular su valor (llamémoslo CP) partiendo de una frecuencia f y comparando el encadenamiento doce quintas a partir de f con el encadenamiento de siete octavas: 
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        La diferencia es entonces de algo más de un 1% de una octava o, equivalentemente, casi un cuarto de semitono. Esta diferencia se debe a que el cálculo de la fracción que define la quinta es incompatible con la octava, como se demuestra fácilmente. Para ello, estudiemos si existen dos exponentes cualquiera, x e y, que nos permitan «casar» las dos fracciones: 
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        De la última expresión se deduce que sería lo mismo que hallar un número que fuera a la vez potencia de 2 y de 3. Sin embargo, y dado que tanto 2 como 3 son números primos, ello contradiría el teorema fundamental de la aritmética, según el cual todo entero positivo tiene una única representación como producto de números primos. Este teorema, postulado por Euclides, fue demostrado de forma completa por primera vez por Carl Friedrich Gauss. De él se sigue que los intervalos de quintas y octavas definidos por los pitagóricos nunca se emparejarán, o lo que es lo mismo, que no hay escala cromática sin la coma pitagórica como inevitable compañera. 




         


        OTRAS AFINACIONES




         




        Tanto la voz humana como los instrumentos de cuerda sin posiciones fijas (sin trastes) permiten la «afinación natural», o sea, aquella que produce una mayor consonancia entre sus notas, una mayor armonía. Esto es así en ambos casos porque tanto la una como los otros permiten modificar sutilmente la altura de los sonidos emitidos («corregir la afinación») para alcanzar una consonancia máxima. Como hemos visto, la escala pitagórica se construye a partir de una nota principal desde la que se determinan las demás por sucesivos encadenamientos de quintas «puras». Sin embargo, esto trae aparejados algunos inconvenientes «aritméticos» en la búsqueda de una buena consonancia: el primero, derivado de la incompatibilidad de los intervalos de octava y de quinta, da a luz a la ya mencionada quinta del lobo; el segundo aparece por causa de otra incompatibilidad, en este caso de las quintas con las terceras mayores. 




        En la escala pitagórica, la afinación de las terceras se obtiene por un encadenamiento de cuatro intervalos de quinta, lo que, cancelando octavas, se traduce numéricamente como un ratio de frecuencias 81:64. Sin embargo, hay otra forma de determinar la afinación de una tercera, la que sigue la simple relación 5/4 o, lo que es lo mismo, 80:64. Éstas son las terceras «puras». 




        De ello se deduce que la escala pitagórica, tomando partido por la afinación por encadenamiento de quintas, descuida la pureza de las terceras. En las teclas blancas de un piano hay tres de estas terceras: do-mi, fa-la y sol-si. Podría decirse que la escala pitagórica prefiere tener buenas quintas a costa de que las terceras no sean «puras». 




         


        
Escala diatónica 




         




        La búsqueda de una afinación natural «pura» ha conducido a una nueva forma de organizar los sonidos y sus relaciones conocida como «escala diatónica». Así como la escala pitagórica calcula todos sus intervalos exclusivamente mediante encadenamientos de quintas, la diatónica tiene una organización más compleja. 




        Partiendo del do, respeta los intervalos de quinta para calcular las que considera como las siguientes dos notas más importantes de la escala: fa y sol. A continuación, calcula mi, la y si como terceras puras de do, fa y sol, respectivamente. 




        La escala se completa con el re afinado como una quinta justa a partir del sol: 
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        Los intervalos de la escala diatónica son más «puros», acústicamente más estables. Esto queda también a la vista en la mayor sencillez de las relaciones entre frecuencias que describen los intervalos que la componen. En primer lugar, y siempre a partir de un do normalizado de valor 1, se calcula fa y sol a una quinta pura del do: el fa se afina en 4/3, y el sol, en 3/2. A partir del do se calcula su tercera, mi, a una distancia de 5/4. 




        El mismo cálculo se realiza para encontrar el la como tercera de fa: 
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        Otra vez, para encontrar el si como tercera de sol: 
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        Por último, se calcula el re a una quinta pura de sol, cancelando una octava: 
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        La secuencia con la que se fueron definiendo los intervalos de la escala diatónica sigue la estructura de la «música tonal». La inmensa mayoría de la música de los últimos siglos se inscribe en la música tonal, desde el periodo barroco y clásico hasta el rock y la música pop, pasando por los folclores occidentales. 




        En la música tonal, las notas se organizan jerárquicamente alrededor de una nota principal, llamada tónica, o centro tonal. Cada nota cumple una «función» musical en la organización, estableciendo las diferentes notas un juego de tensiones que impulsa el desarrollo del proceso musical. Esta funcionalidad hace que algunos intervalos (y en especial los bemoles y sostenidos, es decir, las teclas negras) convenga afinarlos de distinta manera según el contexto en el que se presentan. La tabla que sigue muestra una de esas posibles afinaciones. 




         


        

          [image: ]

        




         


        
Por algún lugar, siempre se complica… 




         




        La escala diatónica no escapa a los problemas que siempre plantea la incompatibilidad de los intervalos principales de octava, quinta y tercera. Casi todas sus quintas son de 3/2, pero la quinta re-la es algo menor: 40/27. Y las dificultades crecen al intentar completar la escala con bemoles y sostenidos: siempre vuelve a presentarse la quinta del lobo. 




        Ha habido múltiples intentos de resolver el problema mediante diferentes «temperamentos», es decir, sistemas que intentan conciliar las distintas dificultades de la construcción de la escala, cediendo parcialmente la pureza de afinación de ciertos intervalos con el fin de que otros resulten un poco más aceptables. Por la mayor o menor pureza de cada intervalo, esa opción define el «color» de cada temperamento. 




        De todos modos, aunque estas escalas y temperamentos consigan un equilibrio relativamente aceptable para los distintos intervalos que los componen, es un equilibrio que siempre gira alrededor de la tónica, es decir, la nota a partir de la cual fueron calculadas todas las demás. 




        Esto no es un problema mientras se mantenga dicha tónica como centro. Pero en cuanto se quiere hacer que el centro tonal sea otro, toda la configuración de la escala cambia. 




        Aunque la afinación absoluta de cada una de las notas se mantiene, el cambio de centro tonal altera los equilibrios relativos en función del nuevo centro tonal, lo que genera un cambio de «color». 




        Al ejecutar una obra compuesta con su centro tonal en do, sobre un instrumento afinado a partir de do según la escala diatónica, la obra luce tal como fue concebida. Supongamos ahora que se quiere interpretar la misma obra, pero un tono más aguda, es decir con centro en re, sin cambiar de instrumento y manteniendo su afinación en do. El resultado es que la obra se oirá no sólo más aguda sino también «desafinada». 




        Para comprobarlo, basta fijar la atención en el intervalo re-la. En la escala diatónica dicho intervalo no se afina según la relación 3/2, sino 40/27. En la nueva interpretación, con centro tonal en re, el intervalo re-la estaría pasando a ocupar el lugar que antes ocupaba el intervalo do-sol, afinado según la relación 3/2. 




         


        
Todos contentos 




         




        Hasta aquí no hemos conseguido construir una escala que no incluya intervalos «desafinados». Surge entonces una pregunta inevitable: ¿es posible construir un temperamento en el cual todas las relaciones entre las notas se mantengan, independientemente de cuál de ellas sea el centro tonal? Este problema es irresoluble mediante la «compensación» de intervalos, cambiando la afinación de las notas para ampliarlos o reducirlos. La solución consiste en hacer que la octava quede construida con doce intervalos que desde el inicio sean iguales entre sí. Estos doce intervalos deben ser doce semitonos iguales que, en conjunto, completen una octava. 




        Vincenzo Galilei, padre de Galileo, propuso ya en el siglo XVI una división de la octava en doce semitonos iguales. Sus semitonos guardaban entre sí un ratio entre sus frecuencias de 18/17. El encadenamiento de doce de estos intervalos resulta en octavas y quintas «pequeñas», de 1,9855... y 1,4919..., respectivamente. 




        Enfoquemos la cuestión como si se tratara de un simple problema matemático. Llamemos x a la relación de frecuencias que deben guardar dos semitonos consecutivos, de modo que doce intervalos de x resulten igual a una octava. En términos algebraicos, diremos que ese x debe satisfacer la igualdad: 
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        Este valor de 1,05946... permite, por definición, obtener una octava «perfecta». La coma pitagórica se distribuye por igual en todas las notas de la escala. 




        Como hemos visto, todas las escalas y temperamentos empleados en un momento histórico u otro repartían la coma pitagórica en función de qué intervalos se consideraran más importantes: a ellos se los mantenía más puros, mientras que los menos importantes quedaban desvirtuados. En el temperamento con intervalo 1,05946…, llamado «temperamento igual», todos los intervalos quedan equivalentemente «desafinados». 




        Para calcular la afinación de cada intervalo en este sistema se encadenan tantos semitonos como se requiera en cada uno de los casos. Tomemos, por ejemplo, un intervalo de quinta; éste se compone de siete semitonos, por lo que su afinación será la siguiente: 




         




        x7 = (1,05946)7 = 1,49830708. 




         




        De la aplicación de esta sencilla regla resulta una escala de doce notas, el valor de cuyos intervalos se detalla en la siguiente tabla: 
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        El temperamento igual se ha impuesto a lo largo y ancho del mundo, sobre todo para el caso de los instrumentos de afinación fija, y lo que es más, el oído humano parece tolerarlo bastante bien. Aunque es cierto que algunos intervalos resultan tal vez demasiado grandes (y, por el contrario, otros excesivamente pequeños), ofrece dos grandes ventajas: la primera, de índole práctica, es que permitió aprovechar los teclados ya existentes; la segunda, de naturaleza musical, es que gracias a que todos los intervalos son idénticos, el «color» del sistema se mantiene, independientemente de cuál sea el centro tonal (cabe matizar que hay quienes no ven en esto una ventaja, sino una pérdida de diversidad). 




        Es importante tener en cuenta que lo expuesto hasta ahora obliga en cualquier caso a los instrumentos de afinación fija. Tal es el caso del piano, cuyas notas mantienen su afinación a lo largo de toda una interpretación musical. Sin embargo, los instrumentos de afinación libre, tales como la voz humana, tienen la posibilidad de alternar una afinación diatónica y, según la necesidad, adaptarse al temperamento igual. 
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