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      INTRODUCCIÓN GENERAL 




       




      I. «EUCLIDES», UN NOMBRE PARA LA GEOMETRÍA 




       




      A mediados del siglo pasado, Augustus de Morgan se hacía eco de una creencia común cuando aseguraba que no hay un sistema de geometría digno de tal nombre que se aparte sustancialmente del plan trazado en los Elementos. Hoy ya no podemos compartir esta opinión. Pero tenemos tan buenos motivos como los que había entonces para maravillarnos. No suele ocurrir que un solo tratado funde de una vez por todas una disciplina científica; aún es más extraño que además represente por más de veinte siglos el espejo y la norma del rigor en esa y otras ciencias de la misma familia. Se diría que la historia de las fundaciones, pródiga de suyo en gestas y milagros, solo conoce como mucho un caso así: la fundación de la geometría y del llamado «método axiomático» con los Elementos de Euclides. Por ello, quizás, los empeñados en buscarle algún término de comparación acuden a la mitología: el tópico más recordado a este propósito es el nacimiento de Atenea, en la plenitud de sus armas y atributos, de la cabeza de Zeus. Pero ni siquiera la retórica de un parto tan singular haría plena justicia al acontecimiento, pues, para colmo, el autor de los Elementos estuvo lejos de ser un dios resplandeciente; Euclides fue —a juzgar por lo poco que sabemos— un oscuro profesor. 




      Los visos de milagro de los Elementos tienen mucho que ver, desde luego, con la escasez de noticias sobre los precedentes matemáticos del tratado y con la absoluta falta de información sobre las circunstancias que rodearon su composición por parte de Euclides. Solo sabemos que, en el curso del siglo III a. C., los Elementos vuelven ociosa cualquier obra anterior de análoga factura en geometría; representan el tratado «elemental» por antonomasia. Luego, con el paso del tiempo, las señas de identidad del propio Euclides se van reduciendo a esta: «ho stoikheiotés = el autor de los Elementos, el “elementador”» (vid., por ej., Elías, Comentarios a las Categorías de Aristóteles 251, 18). Su nombre no tardará en convertirse en el epónimo que hoy nos es familiar: un nombre para la geometría. Eliano, un polígrafo de los siglos II-III, ya afirmaba en un tratado sobre los animales [Perì dsóon idiótetos] que «las arañas pueden trazar un círculo sin necesitar nada de Euclides», i.e. sin necesidad de conocimientos geométricos. Aún es más explícita la confesión de E. M. Forster a la hora de presentar a Euclides en su célebre guía de Alejandría: «Nada sabemos de él: a decir verdad, hoy lo consideramos como una rama del saber más que como un hombre» (Alejandría. Historia y Guía, 19613, Sec. I E, i). 




      Cabe pensar, entonces, que la fortuna institucional misma del tratado no solo hizo que se perdiera el rastro de otros Elementos anteriores, sino que veló para siempre el rostro de su autor. La cuestión de si los Elementos de Euclides ocultan su pasado, es un asunto polémico y delicado. Lo que nadie discute es el desvanecimiento de quien los escribió. 




       




      1. Oscuro autor, incierto personaje 




       




      Sobre la vida —no ya los milagros— del propio Euclides, solo parece haber dos referencias relativamente dignas de crédito. Una: fue más joven que los discípulos de Platón (muerto en el 347), mayor que Arquímedes (nacido hacia el 287), coetáneo del instaurador de la dinastía tolemaica, Tolemeo Sóter (367/6-283). Y dos: enseñó o formó escuela en Alejandría. 




      Una indicación sobre el momento que toca vivir a Euclides se encuentra al final del resumen histórico de Proclo (Comentarios al libro I de los Elementos de Euclides 68, 6-23). Según Proclo: «Vivió en tiempos del primer Tolemeo, pues Arquímedes, que vino inmediatamente después, menciona a Euclides» (68, 12-14). Este juicio no se justifica por la alusión a los Elementos I, 2, que aparece en Sobre la esfera y el cilindro de Arquímedes, pues seguramente se trata de una interpolación; pero casa perfectamente con la observación de un autor bastante próximo, Ateneo —siglo II a. C.—, quien apunta en el Banquete de los sofistas (VI 250) que Euclides había sido un «comensal [parásitos]» de Tolemeo I; cuadra también con las distancias que el tratado guarda a veces, en la demostración de resultados anteriormente conocidos, respecto de ciertas pruebas reseñadas por Aristóteles y respecto de algunas contribuciones debidas a los matemáticos anteriores más o menos relacionados con la Academia de Platón (Teeteto, Eudoxo, Menecmo)1 Precisamente, en el pasaje antes citado, Proclo introduce a Euclides con estos términos: 




       




      No mucho más joven (que Hermótimo de Colofón y Filipo de Medma, discípulos de Platón) es Euclides, quien compiló los elementos poniendo en orden varios teoremas de Eudoxo, perfeccionando mucos resultados de Teeteto y dando así mismo pruebas incontestables de aquello que sus predecesores solo habían probado con escaso rigor (Com. 68, 6-12). 




       




      Esta apreciación viene corroborada por otras fuentes. A Teeteto se le reconocían ciertos progresos en el estudio sistemático de las magnitudes inconmensurables iniciado por Teodoro (Platón, Teeteto 147c-148b); pues bien, en un comentario sobre el libro X de los Elementos atribuido a Pappo, Euclides es alabado por dar criterios seguros para la conmensurabilidad y la inconmensurabilidad en general, precisar algunas nociones y distinciones en este sentido, establecer varias clases de magnitudes irracionales y mostrar con claridad su campo de aplicación. Eudoxo había sido celebrado por su contribución a una teoría general de la proporción; pues bien, el escolio 3.° al libro V de los Elementos, que sienta las bases de esa teoría, declara: 




       




      Algunos dicen que este libro es descubrimiento de Eudoxo, coetáneo de Platón... Pero la disposición del libro en punto a los elementos y al orden de consecuencia de los teoremas es reconocida por todos como obra de Euclides (Stamatis, ed. cit., V (1977), pág. 213). 




       




      Por otra parte, sabemos que Euclides toma en sus Fenómenos ciertas proposiciones de Sobre la esfera en movimiento de Autólico —sin mencionar la fuente—; Autólico fue maestro de Arcesilao, nacido hacia 315; aunque no disponemos de más datos, es probable que Autólico, a su vez, se moviera entre la 2.a mitad del siglo IV y el 1.er tercio del siglo III. En fin, las fechas del reinado de Tolemeo (304285/3) son las mejor documentadas; tal vez sea un privilegio del que funda una dinastía frente a quien se limita a fundar un cuerpo de conocimientos. 




      La segunda referencia, acerca de la enseñanza de Euclides en Alejandría, procede de Pappo (Colección VII 35): cuenta que Apolonio de Perge había frecuentado durante algún tiempo —en torno a 250— a los discípulos de Euclides en Alejandría. La existencia y el peso de esta escuela alejandrina están fuera de dudas. Hay señales del celo de algunos miembros por asegurar una especie de ortodoxia euclídea tanto en el cultivo de la matemática elemental como en la investigación avanzada; ni los talentos mejor dotados y más innovadores de la época (Conón, Arquímedes, Apolonio) dejaron de plegarse a la pronta institucionalización alejandrina de ciertos supuestos y métodos de la prueba matemática consagrados por los Elementos. 




      En suma: si redondeamos las fechas de que disponemos, podemos estimar que Euclides alcanzó su madurez en torno al año 300 a. C. Es hacia entonces cuando, por convención, se suelen fechar los Elementos2.




      Con el curso del tiempo, Euclides deviene un personaje de historias y leyendas, a veces presa de malentendidos. Las historias de los polígrafos griegos tienden a moralizar en un severo tono neoplatónico. Según Estobeo (Extractos, preceptos, consejos II 31, 114), en cierta ocasión uno de sus oyentes, nada más escuchar la demostración del primer teorema, se había apresurado a preguntar por la ganancia que podía obtener de cosas de ese género; Euclides, volviéndose hacia un sirviente, habría ordenado: «Dale tres óbolos, pues necesita sacar provecho de lo que aprende». También se decía que, en otra ocasión, Tolemeo Sóter —a quien podemos suponer harto ocupado en asuntos de otro tipo— se había interesado, cortésmente quizá, por una vía de acceso al conocimiento geométrico menos fatigosa, más rápida y llana que la de los Elementos; la respuesta atribuida a Euclides habría sido algo seca y cortante: «No hay camino de reyes en geometría», réplica que el propio Estobeo prefiere poner en boca de Menecmo y ante Alejandro Magno (ibid. II 31, 115). Algunos matemáticos de ayer (G. H. Hardy) y de hoy (E. C. Zeeman) todavía consideran a Euclides como un digno y envarado colega de otra universidad. Esta impresión no se compadece con la que sugiere Pappo cuando alaba su talante comprensivo y afable [eumenés] (Col. VII 35). Pero un viejo profesor de matemáticas, al que pintan celoso de su rigor y su pureza, puede tener achaques de impaciencia como los referidos en esas dos anécdotas más edificantes que ciertas. Bien: sea así, si así os parece.




      Los polígrafos árabes imaginaron leyendas más audaces: Euclides había sido hijo de Naucrates, nieto de Zenarco —y tal vez de Berenice—; había nacido en Tiro y residido en Damasco, pero sin renegar de su linaje y sus hábitos griegos; por lo demás, en los Elementos no había hecho sino refundir el trabajo anterior de un tal Apolonio, carpintero por más señas (Casiri, Bibliotheca Arabico-Hispana Esculiarensis I 339). 




      La hora de los malentendidos llegó, en fin, con los comentadores y los editores postmedievales y renacentistas. Algunos dieron al autor de los Elementos la falsa identidad de Euclides de Mégara, un filósofo socrático coetáneo de Platón; la confusión, tal vez nacida de Valerio Máximo (Sobre dichos y hechos memorables VIII 12) en tiempos de Tiberio, se generalizó a través de las ediciones impresas de los Elementos entre 1482 y 1566, hasta ser disipada por Commandino (1572) y por Clavio (1574). Otra especie común en el siglo XVI fue considerar únicamente los enunciados de problemas y teoremas como propios de Euclides, mientras se adjudicaban las pruebas —la expositio o el commentum de estas proposiciones— a Teón, el editor alejandrino de los Elementos en el siglo IV. Este desmembramiento del cuerpo de los Elementos prosperó con ediciones influyentes, como la de Zamberti (bajo el elocuente título: Euclidis megarensis philosophi... elementorum libros XIII cum expositione Theonis insignis mathematici, Venecia, 1505) o la de Lefèvre (Euclidis Megarensis... libri XV, Campani... in eosdem commentariorum libri XV. Theonis... in tredecim priores commentationum libri XIII, París, 1516); al final, dio lugar a la impresión de manuales que solo recogían los enunciados de las proposiciones euclídeas (e. g., Roma, 1545; París, 1557). Por otro lado, la adaptación escolar y la divulgación de una base geométrica y aritmética que la cultura de la época hacía necesaria, invitaban a una actitud análoga de selección: a entresacar de los Elementos ciertos principios, en particular definiciones, y determinadas proposiciones a cuyo enunciado seguían las pruebas más sumarias e intuitivas disponibles. De hecho, amparándose en el valor cultural o en los servicios instructivos de la geometría (en nuestro país, por ejemplo, podían comprender desde «la educación de nobles» hasta «la fortificación militar»), no pocos tratados de matemática aplicada de los siglos XVII y XVIII seguirán practicando esta suerte de selección o despojo de Euclides con premeditación y alevosía. 




      Por lo demás, la neblina que envuelve a nuestro personaje sigue dando que hablar en nuestros días. Hay quien ha imaginado que la única salida a la incertidumbre creada por su cronología imprecisa y por la índole un tanto heterogénea de los Elementos, es plantear una especie de «cuestión euclídea». ¿No serán «Euclides» un nombre colectivo y los Elementos obra de una escuela?3 Imposible no es. Pero tampoco parece una salida razonable: no tiene la menor base documental y nos metería en dificultades mayores que las que pretende salvar. 




       




      2. Obras 




       




      Euclides escribió por lo menos una decena de obras. Hoy disponemos de dos: los Elementos [Στοιχεĩα] y los Datos [Δεδομένα]. La segunda bien podría ser un texto auxiliar, complementario de la primera; tiene que ver con los libros I-VI y con la práctica del análisis geométrico como vía de resolución de problemas: en el supuesto de que ciertas partes de una figura estén dadas (por lo que se refiere a su magnitud, posición, etc.), muestra la manera de determinar otras partes de la figura en el mismo respecto. Tenemos recensiones de otras dos. Una es Fenómenos [Φαινόμενα], ampliamente comentada por Pappo (Col. VI 104-130); se trata de una obra de astronomía teórica compuesta sobre la base de la geometría esférica —cuyo estudio tenía menos arraigo tradicional que el de la geometría plana de los Elementos—; introduce una noción absoluta de horizonte frente al sentido relativo que antes había tenido horídson en Aristóteles y Autólico. La otra es Óptica [’Oπτικά] (Pappo, Col. VI 80-103; Proclo, Com. 69, 2), un tratado acerca de la perspectiva y la visión directa —por oposición a la geometría de los rayos reflejados, la catóptrica, o de los rayos refractados, la dióptrica—, marginado seguramente por las mayores luces de la Óptica de Tolemeo (aparecida a mediados del siglo II); conservamos, con todo, una recensión del editor alejandrino Teón y otra versión anterior, editadas por Heiberg-Menge (Euclidis opera omnia, VII, 1895); formula por vez primera el principio de la propagación rectilínea de la luz. Para las demás obras de Euclides contamos con referencias más o menos cumplidas. De Sobre divisiones de figuras [Περì διαιρέσεων βιβλίον] (Proclo, Com. 69, 4) hay una versión árabe; la reconstrucción moderna de R. C. Archibald (1915) se beneficia también de una sección recogida en Practica geometriae de Leonardo de Pisa (1220). Pero no quedan restos de los Porismas [Πορίσματα] (Pappo, Col. VII 14; Proclo, Com. 301, 22-26); esta ha sido una grave pérdida, pues allí Euclides abordaba al parecer cuestiones de matemática superior de un tipo y un alcance que hoy no estamos en condiciones de precisar4. Sobre cónicas debió de ser una obra en cuatro libros sobre las secciones cónicas de la que solo indirectamente da noticia Pappo (Col. VII 30); Apolonio, en el prefacio del libro I de sus Cónicas, se limita a aludir al trabajo de Euclides en este campo sin mayores referencias; es posible que en tiempos de Pappo, entre finales del siglo III y principios del IV, ya se hubiera perdido sustituida por el gran tratado de Apolonio. Los dos libros de Sobre superficies [Tόποι πρòς επιφανείᾳ] (Pappo, Col. VII 3) estudiaban conos, cilindros, esferas y posiblemente otras construcciones sobre superficies de sólidos en revolución, tal vez en la línea desarrollada luego en Sobre conoides y esferoides de Arquímedes. Un tratado de paternidad euclídea harto dudosa discurriría sobre Catóptrica [Kατοπτρικά] (está mencionado en Proclo: Com. 69, 2); naturalmente se ocuparía de espejos; la compilación hoy conservada bajo este título se considera obra de Teón, nuestro activo y casi inevitable mediador con la obra de Euclides. Algo más fiables son los indicios de unos Elementos de música [Aἱ κατά μυσικήν στοιχειώσεις] (Pro­ clo, Com. 69, 3; Marino, prefacio de los Comentarios sobre los Datos de Euclides, recogidos en Heiberg-Menge, VIII 454, 19); pero la llamada Sectio Canonis, que ha solido endosarse al propio Euclides, no es al parecer sino un estudio de intervalos compuesto a partir de extractos de algún original euclídeo; y la otra parte que se suponía integrante de esos Elementos, una Introducción a la armonía [εισαγωγἠ άρμονική], hoy suele reconocerse como contribución de Cleónides, discípulo de Aristóxeno. Por último, Proclo (Com. 69, 27-70, 18) se hace eco de un escrito Sobre paralogismos [Ψευδάρια] que abundaba en casos y ejercicios prácticos dirigidos a formar y depurar el razonamiento del alevín de matemático; Miguel de Éfeso, en sus comentarios a las Refutaciones Sofísticas de Aristóteles, lo titula Pseudo-graphemata; no llegó a ser conocido por los comentadores árabes de Euclides. 




      Las fuentes árabes atribuyen a Euclides algunos tratados mecánicos (Sobre lo ligero y lo pesado [Περί κούφων καἰ βαρέων], Sobre la palanca [Περἰ Zυγού]). Creo que lo más que cabe aventurar en este sentido es la posible existencia de una mecánica geométrica, inspirada en consideraciones ajenas a la dinámica de Aristóteles y anterior o, al menos, relativamente primitiva en comparación con la estática de Arquímedes. Dicho en otras palabras: Sobre la palanca podría ser quizás una muestra de que, ya antes de Arquímedes, la mecánica aristotélica no era la única posible. Pero las referencias de que disponemos sobre todo esto se limitan a ser compatibles con lo que hubiera podido hacer Euclides de haber hecho efectivamente algo al respecto5. 




       




      3. Los «Elementos» 




       




      La fama de Euclides descansa, según es bien sabido, en la rara fortuna de su tratado de elementos matemáticos. «Los Elementos contienen una guía incontestable y perfecta de la exposición científica misma en materia de geometría», sentencia Proclo al final de su breve catálogo de las obras euclídeas (Com. 70, 16-18). Este juicio resume la opinión del mundo cultural helenístico y, con ligeras modulaciones, se ha mantenido prácticamente vigente hasta bien avanzado el siglo XIX. Algunas opiniones modernas son incluso mucho más exageradas: Peyrard, en 1819, aún recuerda a propósito de esta obra: «M. Legendre... me repetía a menudo que la geometría era una lengua muerta después de Euclides» (ed. cit. de J. Itard (1966), prefacio, Pág. 1). 




      Los Elementos, en la presente versión, son un conjunto de 132 definiciones, 5 postulados, 5 nociones comunes o axiomas y unas 465 proposiciones distribuidas en 13 libros. Entre los comentadores árabes se extendió la creencia de que el tratado incluía además otros dos libros, el XIV y el XV, que venían a complementar el estudio de los sólidos regulares del libro XIII. Pero el supuesto libro XIV es seguramente obra de Hypsicles, un matemático alejandrino, quizás discípulo del propio Euclides. Y el presunto libro XV es un producto mucho más tardío y de inferior calidad aún que el anterior; hay quienes lo atribuyen a Damaskios (siglo VI), discípulo de Isidoro de Mileto —uno de los arquitectos de la Basílica de Santa Sofía. 




      A pesar de su común identificación con la geometría, el tratado comprende diversos campos temáticos de la matemática elemental y emplea métodos variados. Entre esos cuerpos figuran la teoría de la geometría plana (libros I-IV) y la geometría del espacio (XI-XIII), la teoría generalizada de la proporción (V-VI), la teoría aritmética (VII-IX); el libro X es un tanto singular y, en sustancia, ofrece una conceptualización precisa de la inconmensurabilidad y una clasificación prolija de las variedades de rectas irracionales. Dentro de estas teorías, puede haber así mismo algunos núcleos de singular relieve, e.g., la concepción de las paralelas —en el marco de la geometría— o el estudio de los primos relativos —en el marco de la aritmética—. Por lo que concierne a los métodos utilizados, los más relevantes podrían ser el procedimiento elemental de construcción por «reglas y compás», el procedimiento de aplicación de áreas —conocido entre algunos intérpretes modernos por la denominación equívoca de «álgebra geométrica»—, y un proceder demostrativo fundado en el principio de continuidad (libro V, definición 4) y en el lema de bisección (libro X, Prop. 1) —que, a su vez, se ha visto tildado de «método de exhausción», por obra y gracia de la matemática renacentista—. Pero, por encima de todo, lo que tradicionalmente ha llamado más la atención de los comentadores y observadores methodologically minded es la portada «axiomática» de los Elementos —el conjunto de definiciones, postulados y nociones comunes—, con la que se abre el libro I y a la que se supone el pórtico de la gloria de la geometría euclídea. 




      Más adelante, volveremos sobre todos estos ingredientes teóricos y metódicos del contenido de los Elementos. Ahora no estará de más detenerse a considerar brevemente el lugar y el sentido de la composición de Euclides dentro de la antigua tradición matemática griega de este tipo de tratados. 




       




      II. LOS «ELEMENTOS», UNA ESCRITURA QUE HIZO HISTORIA 




       




      Los griegos fueron conscientes de la importancia que revestía la composición de Elementos matemáticos. «En geometría es bueno ejercitarse en lo que se refiere a los elementos», aseguraba Aristóteles (Tópicos VII 14, 163b23). Una razón puede ser la apuntada por Proclo (Com. 71, 9-12): si se cuenta con unos elementos de geometría, cabe entender el resto de esta ciencia, mientras que sin ellos no será posible comprender su complejidad y las demás partes resultarán inalcanzables. Esta consideración se extiende a las matemáticas en general. Según un testimonio del que se hace eco Herón (Definiciones 160, 8 ss.), los peripatéticos decían que la retórica, la poesía y la música popular eran accesibles y podían entenderse sin un curso de iniciación, pero nadie era capaz de adquirir conocimiento de las cosas que se denominaban «matemáticas», a menos que tuviera una instrucción específica; «y por este motivo —explica Herón— el estudio de tales materias fue llamado “matemática”» (i.e. mathematiké, término relacionado con el verbo mantháno: «aprender», «instruirse», «llegar a conocer»). 




       




      1. La tradición de los tratados de elementos 




       




      Los Elementos de Euclides coronan una tradición de tratados elementales hoy desaparecidos. A juzgar por el resumen historiográfico de Eudemo que nos facilita Proclo (Com. 65 ss.), Hipócrates de Quíos, hacia 470-400 a. C., fue el primero en componer un libro de elementos. Posteriormente, un tal León, algo mayor que Eudoxo y más joven que Platón, compuso otro prestando mayor atención al número de los elementos y a su empleo en las pruebas; también tiene interés anotar que se aplicó a la investigación de diorismos [diorismoí], i.e. a la investigación de condiciones que determinan cuándo un problema es soluble o no. Teudio de Magnesia, en fin, confeccionó unos Elementos que mejoraban el orden deductivo de exposición y daban forma general a resultados que solo habían tenido hasta entonces un alcance particular; fue seguramente un manual con cierta circulación dentro de la academia platónica; algunas referencias matemáticas sumarias de los Analíticos de Aristóteles revelan por lo menos la familiaridad con un manual de este género. Proclo no menciona ningún otro tratado anterior a los Elementos de Euclides —aunque hace alusión a Hermótimo de Colofón, que continúa la línea de trabajo de Teeteto y Eudoxo, y es más joven que Euclides, como descubridor de «muchos de los elementos». 




      El término «elemento [stoikheîon]» podía emplearse con múltiples usos en diferentes contextos (gramatical, cosmológico, astronómico, matemático)6. Su equivocidad es manifiesta sin salir siquiera del contexto geométrico. Por un lado, recibían el nombre de Elementos las compilaciones que reunían ciertos conocimientos primordiales y básicos. Por otro lado, se llamaban «elementos» las proposiciones que desempeñaban un cometido capital en la obtención o en la organización deductiva de otros resultados (Proclo, Com. 72, 5-7). Según esto, los Elementos venían a ser tratados que exponían con mayor o menor acierto los «elementos» —en este último sentido— de algún dominio de las matemáticas. Pero también se distinguía, desde Menecmo (siglo IV a. C.) al menos, entre una significación más amplia y otra más restringida de estos «elementos», de estas proposiciones capitales. En un sentido genérico, todo cuanto sirve de medio para obtener o establecer alguna otra cosa puede considerarse «elemento» de tal resultado; así entendidos, son «elementos» los lemas asumidos, los teoremas demostrados y los problemas resueltos cuando se utilizan en la prueba de nuevos teoremas o en la solución de problemas ulteriores. Por ejemplo, en los Elementos de Euclides la construcción de un triángulo equilátero (libro I, Prop. 1) puede considerarse elemento de la obtención de una recta igual a otra recta dada (I, Prop. 2). En cambio, el título de «elemento» en un sentido propio y restringido se reserva para designar un grupo selecto de asunciones y proposiciones: las que tienen el estatuto de principios [arkhaí] dentro de una disciplina y constituyen la base de partida sobre la que se teje la trama deductiva de las demás proposiciones como un cuerpo más o menos sistemático de conocimientos. Esas proposiciones primordiales —definiciones, postulados— son así elementos, propiamente dichos, de los teoremas derivados de ellas. Proclo señala que este significado más estricto es el que mejor cuadra a los elementos compilados en el tratado de Euclides. Y después de Euclides, probablemente bajo su influjo, es el que prevalece en algunos otros tratados básicos o elementales [stoikheióseis] sobre otras ramas de la matemática. 




      De todo ello se desprende que la composición de Elementos era un empeño importante en varios aspectos, tanto teóricos y metodológicos como didácticos o disciplinarios. Pero no implicaba una estrategia única, uniforme, y por lo demás nada garantizaba en principio el éxito de la empresa o la significación del plan concebido: podía conducir a reducciones triviales o excesivamente limitadas de la materia objeto de estudio, podía descansar en unas asunciones primeras desprovistas de la calidad o de la capacidad de los auténticos principios —Aristóteles ya había reparado incidentalmente en que la captación [noûs] de los arkhaí peculiares de una ciencia no siempre estaba asegurada de antemano. En su larga digresión sobre la noción de stoikheîa, Proclo también advierte: 




       




      en todas las ciencias es difícil seleccionar los elementos y disponerlos en su debido orden... Y de quienes han abordado esta empresa, unos han sido capaces de compilar más proposiciones y otros menos; unos han dado pruebas muy sucintas y otros han dilatado su exposición con interminables minucias; algunos han evitado el empleo de la reducción al absurdo, otros han descartado el uso de las proporciones, otros han ideado unos preliminares dirigidos contra quienes desechan los principios; y, en suma, muy diferentes métodos han sido los inventados por los diversos autores de Elementos (Com. 73, 16-25). 




       




      A la luz de esto podemos apreciar la excelencia del tratado de Euclides sobre los demás tratados, anteriores o posteriores, de este género. Contamos con razones de dos tipos para acreditarla: unas parecen ser más bien de carácter disciplinario o didáctico, hacen referencia a las virtudes expositivas e instructivas de la composición euclídea; las otras son más bien de carácter metodológico y guardan relación con la sistematización deductiva de las teorías o cuerpos de conocimiento que contiene. Tanto unas como otras son criterios coligados y aducidos por el mismo Proclo —aunque seguramente la distinción que he apuntado apenas fuera significativa en el medio helénico que da origen a esta suerte de tratados7—. De los valores metodológicos, Proclo deja constancia en un pasaje donde trata de resumir las virtudes que realzan los Elementos euclídeos (Com. 69, 4 ss.). La primera es el acierto y la discriminación que gobiernan la selección de los teoremas y problemas considerados, pues Euclides «no ha incluido todo lo que podría haber dicho sino solo lo pertinente para la construcción de los elementos». La segunda virtud es la riqueza de métodos empleados: 




       




      Ha utilizado toda suerte de deducciones concluyentes, unas que obtienen su fuerza de los principios mismos, otras que se derivan de pruebas demostrativas, pero todas ellas incontestables, precisas y congruentes con el conocimiento científico. A mayor abundamiento se ha servido de todos los métodos dialécticos...; 




       




      Por si esto fuera poco, «hace un uso hábil y certero de diversas formas de conversión geométrica». La tercera y última virtud mencionada por Proclo guarda una relación más estrecha con la sistematización deductiva: consiste en la continuidad de las pruebas y, más especialmente, en el hecho de proceder conforme al orden de consecuencia debido. 




      Los valores didácticos o disciplinarios aparecen en el contexto antes citado de la digresión en torno a la noción de elementos y la confección de tratados elementales: 




       




      Un tratado así —asegura Proclo— ha de verse libre de todo cuanto sea superfluo, pues eso obstaculiza el aprendizaje; debe cribar todo lo comprendido por el objeto de estudio de forma coherente y conducente al fin propuesto, en orden a ser de mayor utilidad para el conocimiento; ha de poner sumo cuidado tanto en la claridad como en la concisión, pues lo contrario entorpece la comprensión; debe proponerse la formulación de los teoremas en términos generales, pues parcelar la instrucción de la materia en casos particulares dificulta la consecución del conocimiento. De acuerdo con todos estos criterios —concluye nuestro comentador—, el sistema de los elementos de Euclides supera a los demás (Com. 73, 26-74, 11). 




       




      Esta significación didáctica y disciplinaria del tratado de Euclides reaparece entre los objetivos que Proclo atribuye expresamente al propio autor (Com. 70, 19 ss.). Los propósitos de Euclides al componer los Elementos han sido, según nuestro comentarista del libro I, dos: uno hace referencia al objeto de la investigación; el otro se refiere justamente al valor instructivo del tratado. 




      Por lo que toca al primero, Proclo, en su vena platonizante habitual, supone que la geometría globalmente considerada tiene que ver con las figuras «cósmicas», con los cinco sólidos regulares de que trata el libro XIII, y asegura que el propósito final de la contribución de Euclides es precisamente la construcción de estos poliedros, sumamente importantes para una cosmología platónica. La verdad es que el tratado, aunque se cierre con el broche de estas figuras tendenciosamente llamadas «cósmicas» o «platónicas», no deja entrever ninguna intención de Euclides en tal sentido. El silencio de Euclides sobre todo cuanto se refiera a un propósito filosófico o, en general, extramatemático de su tratado, es denso y tan perceptible como el fervor neoplatónico de Proclo y de otros muchos comentadores helenísticos. Si, por nuestra parte, llevados de una pasión hermenéutica similar, nos empeñáramos en extraer o identificar «una filosofía» a partir de ciertas asunciones u orientaciones implícitas en esos textos matemáticos clásicos, nos encontraríamos con posiciones irremediablemente equívocas. En concreto, la presunta «filosofía de la matemática» de los Elementos nos podría recordar alguna vez a Platón, otras veces a Aristóteles, pero sus cauces de pensamiento —digamos— son generalmente los abiertos por la tradición matemática más antigua (en el caso de la geometría plana y de la aritmética) o más moderna (en el caso de la teoría de la proporción y del estudio de rectas racionales e irracionales) —tradiciones también conocidas por Platón y Aristóteles de modo que en ocasiones no es fácil distinguir las voces de los ecos—. En general, ni antes ni después del divino Platón, los motivos filosóficos que no venían tamizados por el desarrollo relativamente autónomo de la tradición matemática misma, alcanzaron a tener un influjo crucial o decisivo sobre el curso teórico o sistemático de la geometría griega8. Por otro lado, si bien es cierto que la geometría euclídea se hace eco de —al mismo tiempo que facilita— diversas aplicaciones (astronómicas, armónicas, ópticas, geográficas), ninguna de ellas merece un excurso o una mención siquiera en los Elementos. 




      En cambio, el segundo objetivo —relativo al aprendizaje de la disciplina de la geometría—, aunque tampoco tiene una mención expresa en el tratado, resulta francamente visible: consiste, dice Proclo, en «perfeccionar la intelección del conjunto de la geometría por parte del estudiante». Se echa de ver, sin ir más lejos, en el interés tanto teórico como práctico de las pruebas euclídeas: Euclides se interesa no solo por demostrar que algo es el caso (que la figura tal o cual tiene tales o cuales propiedades), sino por demostrar cómo se pueden obtener este y otros tipos de resultados (e.g., en I, 1-26; I, 45; II, 14; IV, 2-16); el antiguo profesor alejandrino no solo enseña una ciencia, sino que, en cierto modo, parece empeñado en enseñar a aprenderla y construirla (y, para colmo de felicidad, sin el menor alarde de pedagogía). 




       




      2. El lugar del tratado de Euclides en la tradición de «Elementos» 




       




      Para tener mayores luces sobre la significación histórica de la contribución de Euclides, conviene volver a su dimensión metodológica y recordar en esta perspectiva la distinción entre el sentido amplio o genérico y el sentido estricto de «elemento». 




      Supongamos un armazón deductivo de la forma siguiente: 




       




      〈A1 A2... → 〈Pj → Pk → ··· → Qn 〉〉, 




       




      donde las proposiciones de tipo A son principios o asertos primordiales en un campo de conocimiento, las proposiciones de tipo P son teoremas o resultados conocidos, y la proposición de tipo Q es la conclusión que se acaba de obtener; la flecha ‘ → ’ señala el orden de deducción. 




      En la medida en que Pj, Pk... funcionan como lemas o pasos deductivos que llevan a la obtención de Qn, cumplen la función de elementos en sentido amplio o genérico. Ahora bien, si Pj, Pk... han sido a su vez derivados o probados a partir de unos primeros principios A1, A2..., podemos decir que también hay elementos en el otro sentido, más propio y restringido: pero estos no son las proposiciones de tipo P, sino las de tipo A, de las que así mismo se deriva indirectamente, a través de Pj, Pk..., el último resultado, Qn. En el primer caso, cuando nos atenemos al fragmento 〈Pj, Pk... → Qn 〉 y tomamos Pj, Pk... como puntos de partida para la obtención de Qn —al margen de si tienen o no el carácter de pasos intermedios, derivables de unas proposiciones básicas del tipo A—, nos movemos en el estrecho ámbito de un «núcleo» deductivo. En el segundo caso, en cambio, designamos ciertas proposiciones A1, A2... como puntos absolutamente iniciales de esta o de cualquier otra cadena deductiva vinculable a ellas y, así, damos una disposición «axiomatiforme» a un cuerpo de conocimientos o de proposiciones: pasamos a movernos en el ámbito de una «teoría» deductiva. 




      Los dos casos evidencian el proceder eslabonado de la dedución, la transitividad de los encadenamientos deductivos (si vale una deducción ‘α → β’ y otra ‘β → γ’, vale así mismo la deducción ‘α → γ’), y su capacidad para ir acumulando nuevos resultados Qn, Qn+1... sobre la base de los ya conocidos. Pero el segundo caso, la introducción expresa de unos primeros principios A1, A2..., nos permite subsumir el núcleo particular 〈Pj, Pk... → Qn〉 o cualquier otro fragmento parecido dentro de un contexto mucho más comprensivo y nos autoriza a armar este contexto como un cuerpo sistemático de conocimientos. En el marco de una ciencia deductiva, en matemáticas, un tratado de Elementos en el primer sentido cobra visos de ser una organización parcial o un ensayo provisional cuando es contemplado en la perspectiva de una sistematización más cabal y comprensiva como la representada por un tratado de Elementos en el sentido segundo, más estricto. He ahí, a los ojos de Proclo y de otros comentadores antiguos, uno de los motivos de la excelencia metódica del tratado de Euclides dentro de la tradición de los Elementos de geometría. Por lo que hoy sabemos, el de Euclides es el primer tratado que distingue expresamente un conjunto determinado de primeros principios, con un alcance general en este área de conocimiento, y el único que los subdistingue en definiciones [hóroi], postulados [aitémata] y nociones comunes [koinaì énnoiai]. 




      Actualmente también nos tienta la conversión de esta clave metodológica en una clave de interpretación histórica: así, podríamos ver el desarrollo de la tradición de los Elementos como una línea de sistematización progresiva desde sus inicios con Hipócrates hasta su culminación en Euclides. Por regla general no debemos caer en tentaciones de este tipo: la historia es mucho menos simple y lineal que nuestras metodologías, y nuestras reconstrucciones racionales del progreso científico suelen producir bellas historias, relatos edificantes, antes que una historia verosímil. Sin embargo, en el presente caso, no es inverosímil una evolución de este signo: desde unos Elementos que más bien consistían en principios instrumentales, asunciones capaces de aglutinar un núcleo de resultados o de proposiciones conocidas en torno a una cuestión determinada, hasta unos Elementos fundados en principios axiomatiformes, asunciones capaces de tejer un cuerpo de conocimientos como una teoría deductiva. Desde luego, la desaparición de los tratados anteriores al de Euclides impide pronunciarse sobre esta conjetura con pruebas documentales; nos contentaremos con indicios. 




      Los primeros Elementos se remontan a Hipócrates de Quíos. De este Hipócrates apenas sabemos algo. Por un lado, según Proclo (Com. 212, 24-213, 11), fue el primero en reparar en que el problema de la duplicación del cubo era reducible al problema de hallar dos medias proporcionales en proporción continua (tal vez guiado por una analogía con el problema más sencillo de la duplicación del cuadrado, para cuya solución bastaba hallar una media propocional9). Por otro lado, Simplicio (Comentarios a la Física de Aristóteles 60, 22-68, 32), refundiendo al parecer un extracto de la Historia de Eudemo, recoge la solución de Hipócrates al problema de la cuadratura de la lúnula: es el fragmento de cierta entidad más antiguo que nos ha llegado de los matemáticos griegos y muestra con cierto detalle el proceder deductivo de Hipócrates en la solución de este problema. Tanto la reducción seguida en el primer caso como el procedimiento analítico de prueba adoptado en el segundo caso, permiten sospechar que el método empleado por Hipócrates se atiene a la pauta siguiente: 




      El punto de partida es una proposición que sienta un conocimiento capital o un resultado primordial para la cuestión planteada —en el fragmento citado se trata de la proposición: los segmentos semejantes de círculos guardan entre sí la misma razón que los cuadrados de sus bases—. Esta proposición se reduce o prueba por referencia a otra más simple y general —a saber: los cuadrados de los diámetros guardan entre sí la misma razón que sus círculos respectivos—, que, a su vez, pasa a ser probada o establecida —remitiéndose a que la razón que guardan los círculos entre sí es la misma que la que tienen sus segmentos, pues los segmentos que son semejantes comprenden las mismas partes en sus círculos respectivos—. Por último, se distinguen los diversos casos comprendidos por el problema (e.g.: la cuadratura de una lúnula cuya circunferencia exterior sea igual, mayor o menor que un semicírculo) y se procede a resolverlos sobre la base de la proposición de partida; es interesante advertir que algunos de los casos examinados requieren la consideración de «diorismos», condiciones determinantes de su solución efectiva. En suma: Hipócrates se ocupa ante todo de resolver problemas; los trata de forma retroductiva (retrotrayendo la prueba de unas proposiciones iniciales a la prueba de otras más básicas), de un modo similar al que más adelante se denominará «método de análisis» y se supondrá característico de la investigación geométrica griega; a este fin selecciona las proposiciones pertinentes no en calidad de principios geométricos generales, sino en función de las condiciones y supuestos oportunos para el problema particular que debe resolver. El aspecto general de esta trama no es otro que el de un «núcleo» deductivo. Este procedimiento también resulta afín al señalado por Platón en Menón 86e-87a, cuando recomienda el proceder «a partir de hipótesis [ex hypothéseos]» que siguen los geómetras: aquí una hipótesis viene a representar un medio de prueba en el sentido de constituir un supuesto o una condición a los que se retrotrae la solubilidad de la cuestión considerada. 




      Si unimos estos cabos sueltos, nos inclinaremos a pensar que los Elementos atribuidos a Hipócrates respondían más bien al sentido amplio o genérico de stoikheîa y a su empleo como principios instrumentales, como proposiciones capitales dentro de núcleos deductivos ordenados a la solución de problemas. En la misma línea cabría situar los Elementos de León, habida cuenta de que León también es recordado por su contribución al descubrimiento de «diorismos, cuya finalidad es determinar cuándo el problema investigado es susceptible de solución y cuándo no» (Proclo, Com. 67, 1-2). Ahí se detienen nuestras pistas y nada podemos decir sobre la índole del tratado de Teudio. Pero Platón, en la República, da a entender que el método de hipótesis de los geómetras ya no solo consiste en la heurística analítica de problemas, sino que ha iniciado una conversión sintética hacia la deducción de teoremas: la geometría ha empezado a instituir ciertas aserciones como principios de los que ya no cabe dar razón ni considerar posibles alternativas, pues los geómetras los toman como si fueran obvios para cualquiera y, partiendo de ellos, deducen el resto hasta concluir en el objeto final de la prueba. Esta inmovilización axiomatiforme descalifica ahora, a los ojos de Platón, el conocimiento discursivo de los geómetras frente al método dialéctico del filósofo que continúa ascendiendo en pos de otros principios superiores hasta la idea suprema de Bien (República VI 510c511b, VII 533c). Aristóteles será así mismo testigo de las ambigüedades de la situación: declara que son elementos «las proposiciones geométricas cuyas demostraciones están contenidas en las pruebas de otras proposiciones, de todas o de la mayoría» (Metafís. B 3, 998a25-26) y que «las demostraciones primeras e implícitas en otras demostraciones se llaman elementos» (ibid. Δ 3, 1014a35­b2). Un postrer testimonio de esta época de transición podría ser la distinción misma de Menecmo entre los dos sentidos, el amplio o genérico y el restringido, del término elemento en geometría. 




      Todavía cabe añadir a estos indicios algunas pistas procedentes de otra tradición ambigua: la de los problemas y teoremas. Un problema representaba ante todo un objeto geométrico (e.g., la construcción de una figura) a hacer. Un teorema era, en cambio, una proposición a establecer acerca de alguna característica —propiedad, relación— esencial de objetos matemáticos construidos o dados. (En esta línea cabe recordar que el primer teorema de los Elementos, la proposición I, 4, viene a continuación de la prueba de tres problemas previos.) Proclo glosa además otra diferencia metodológica de interés (Com. 79, 12-80, 16): en la solución de problemas se puede contar con la lógica relativamente abierta de ciertas condiciones de posibilidad; pero en la demostración de teoremas solo cuenta la lógica estricta de la necesidad o de la imposibilidad, capaz de sentar conclusiones absolutas y generales. Esta diversificación tiene que ver con ciertos motivos internos (conceptuales, teóricos) de desarrollo del rigor de la prueba deductiva en matemáticas —motivos relacionados sobre todo con el estudio de las magnitudes inconmensurables y con el trabajo sobre el concepto de proporción—; por otra parte, confirma la congruencia de la solución de problemas con los medios reductivos y heurísticos del análisis geométrico, y la afinidad de la prueba de teoremas con la sistematización deductiva de la síntesis. El «mecánico» Carpo, recordado por Proclo, apuntaba además que al vérselas con un problema cabía acudir a una vía relativamente eficaz de descubrimiento de la solución —el análisis— sin que, por el contrario, se conociera ningún método heurístico general que se aplicara con igual fortuna a los teoremas. Todos estos son aspectos en los que no puedo entrar aquí10. Baste mencionar, por último, el hecho de que esta doble orientación de la investigación en geometría había conducido a controversias acerca de la índole de las proposiciones geométricas dentro del círculo platónico o entre gente más o menos relacionada con la Academia: Espeusipo y Anfínomo defendían su calidad de teoremas, pues no en vano versaban sobre objetos eternos de una ciencia teórica, contemplativa; en cambio, Menecmo vindicaba su condición primigenia de problemas. Lo cierto, en cualquier caso, es que los ecos de esa diversificación y de esta polémica apenas se dejan notar en la sistematización deductiva uniforme de los Elementos de Euclides. Tanto los problemas como los teoremas se presentan como proposiciones con un patrón de prueba común en el tratado euclídeo11. 




      La consideración de este patrón general de las pruebas de Euclides muestra otro aspecto del papel normalizador que desempeñan sus Elementos. Si su disposición axiomatiforme marca la norma de exposición de una disciplina deductiva como la geometría, el tipo de prueba seguido se convierte parejamente en el canon a seguir por toda demostración geométrica digna de tal nombre. Proclo, una vez más, puede servir de guía en este terreno; en el contexto de su larga glosa de la proposición 1 del libro I, señala una especie de pauta general de prueba de las proposiciones de los Elementos (Com. 203, 1 ss.). Cuando Euclides la sigue de modo cabal —e.g., en el caso citado I, 1—, comprende los pasos: 




      a) Enunciado [prótasis]: proposición del objeto a construir si se trata de un problema, o del aserto a establecer si se trata de un teorema; su formulación perfecta declara por una parte lo que está o se considera dado y, por otra parte, lo que se busca probar —siempre en términos generales. 




      b) Exposición [ékthesis]: presentación de lo dado o introducción de un caso determinado de aplicación del enunciado mediante la cláusula «sea...» y el uso de letras como abreviaturas que designan los elementos del caso (puntos, líneas, figuras, magnitudes, números). 




      c) Determinación o delimitación [diorismós]: especificación del objeto de la prueba por referencia al caso expuesto; en los problemas se concreta la tarea con la fórmula; «lo que se requiere es...», en los teoremas se concreta la aserción con la fórmula «digo que...». Por diorismós también se entiende a veces —como ya sabemos— una delimitación en el sentido más preciso de fijar las condiciones de posibilidad de la prueba: si lo buscado es imposible o es posible y, entonces, cómo se puede conseguir efectivamente; cuando tiene este significado de condición o límite de la prueba, suele seguir inmediatamente a la prótasis a manera de apéndice del enunciado del problema (vid. e. g., I, 22). 




      d) Preparación [kataskeué]: urdimbre o disposición de construcciones y relaciones, a partir de lo dado y en orden a la obtención del resultado propuesto. 




      e) Demostración [apódeixis]: proceso demostrativo propiamente dicho que consiste en la derivación de consecuencias sobre la base de los conocimientos previos, ya sean proposiciones primordiales (definiciones, postulados, nociones comunes), ya sean proposiciones sentadas en pruebas anteriores. 




      f) Conclusión [sympérasma]: aserción de que se ha satisfecho el diorismós en el caso de un problema o reiteración de la prótasis en el caso de un teorema como confirmación de que el objeto de la prueba ha sido establecido. Viene marcada indefectiblemente por una partícula consecutiva fuerte (‘por consiguiente [ára]’). La conclusión de los problemas se remata con la cláusula final: «que era lo que había que hacer [hóper édei poiésai]»; la de los teoremas, con la fórmula: «que era lo que había que demostrar [hóper édei deîxai]». 




      Proclo reconoce que no siempre se dan todos estos pasos en las pruebas de los Elementos, pero llama la atención sobre tres que, a su juicio, nunca han de faltar: a) el enunciado, b) la demostración, c) la conclusión. «Porque es igualmente necesario conocer de antemano el objeto de la prueba, demostrarlo por los medios debidos y concluir lo que se ha probado» (Com. 203, 17-19). 




      Hay indicios de que antes de Euclides ya existía en medios matemáticos un patrón tradicional de prueba parecido al que consagran los Elementos. Aparte de ciertas huellas incidentales que se traslucen en el lenguaje metasilogístico que Aristóteles emplea en algunos pasajes de los Primeros Analíticos (e. g., I 5, 27a2-14), esas semejanzas pueden vislumbrarse en la práctica seguida por Autólico en los primeros tratados matemáticos completos que hoy se conservan (Sobre la esfera en movimiento, Sobre ortos y ocasos). El procedimiento tradicional seguía los pasos de la enunciación, una especie de fusión de la exposición o ékthesis con la preparación, y finalmente la demostración12. Asimismo, empleaba letras como abreviaturas pronominales para indicar de modo genérico los objetos de referencia en la ékthesis (e. g., en el sentido «sea una recta AB» = «considérese la recta tal o cual como una recta cualquiera»); este recurso, que no se identifica exactamente con el uso actual de las variables en nuestra lógica de la instanciación y la generalización, ya era propio de los geómetras en tiempos de Aristóteles (vid. Ética Nicomáquea V 4, 1132b5-9). Descansa en una justificación intuitiva como la apuntada por Proclo: los geómetras acostumbran a establecer sus proposiciones por una especie de doble conclusión, pues tras haber demostrado que algo es verdadero de la figura dada infieren que ello es cierto en general, pasando del caso particular a la proposición general (por eso la repetición del enunciado de la proposición en la conclusión de la prueba no es un rito gratuito, a pesar de que no lo sigan algunos de nuestros mejores manuscritos euclídeos). «Este proceder —continúa diciendo Proclo— está justificado habida cuenta de que en la demostración solo aducen el objeto representado en el diagrama no como tal caso particular sino como un caso similar a cualquier otro de la misma clase» (Com. 207, 15-18). No dejaría de ser instructivo confrontar a este respecto las justificaciones y las explicaciones del uso geométrico de los diagramas que habían aducido por su parte Platón (e. g., República VI 510d-511a) y Aristóteles (e. g., APo. I 10, 77al-2): son consideraciones de orden filosófico que tampoco llegan a cubrir la laguna de una lógica de la cuantificación de variables —en realidad, esta lógica solo empieza a tener expresión cabal en el último tercio del siglo XIX—. Euclides también emplea en ocasiones otro procedimiento igualmente revelador de la informalidad intuitiva de la prueba matemática griega: es la selección al azar [hos étykhen] de un objeto de la clase o tipo pertinentes. A veces representa una especie de condición expresa del enunciado de la proposición (e. g., en II, 7, 8), pero otras veces interviene en la prueba misma como un complemento de instanciación que se presta a equívocos (e. g., en las pruebas de V, 4, y V, 7). Estas indicaciones —a las que se podrían añadir algunas otras— bastarán para reconocer la distancia que mediaba entre las pruebas matemáticas y los sistemas lógicos de deducción reconocidos por los griegos (ya fuera la silogística aristotélica, o la dialéctica estoica, o la lógica más o menos ecléctica que presentan como lógica estándar algunos manuales del siglo II d. C., como los atribuidos a Apuleyo o Galeno). 




       




      3. La institucionalización de los «Elementos» 




       




      La aparición del tratado de Euclides marcó decisivamente la tradición matemática griega. Aparte de su autosuficiencia como exposición elemental y de sus virtudes sistemáticas y disciplinarias, los Elementos contenían el acervo primordial y común de conocimientos de los geómetras alejandrinos —y, a través suyo, de los matemáticos helenísticos—; además, sus procedimientos de prueba podían funcionar, llegado el caso, como norma o criterio de pertenencia a esta comunidad científica. Si algo podía considerarse a la sazón geometría, tal era en principio lo hecho en los Elementos. 




      Entre los síntomas o los aspectos que reviste este estatuto privilegiado, se pueden señalar los siguientes: 




       




      a) La composición euclídea fue, para empezar, un repertorio básico de los resultados probados y las proposiciones demostradas; un archivo tan cumplido que hizo superfluo cualquier otro tratado matemático del mismo alcance y género, y devino una referencia común en las investigaciones subsiguientes: siempre que hacía falta un lema elemental bastaba, por lo regular, mencionar su presencia en los Elementos sin que fuera preciso detenerse a probarlo. Los Elementos eran fuente de autoridad: cualquier asunción hecha en su nombre quedaba por ello mismo autorizada. Hay raras excepciones, e. g., la independencia de Arquímedes o incluso su renuencia a citar a Euclides, que parecen confirmar la regla13. Este papel singular, por otro lado, facilita el crecimiento normal de la geometría por adiciones sucesivas que a partir de esta base pueden ir completando lo que falta —esta forma de progreso de una disciplina, epídosis, era la prevista ya por Aristóteles en la Ética Nicomáquea I 7, 1098a23-25—. El largo rosario de comentarios y escolios de los Elementos es buena muestra de la existencia de un desarrollo parecido. 




      b) Los Elementos fijaron una especie de estándar metodológico o nivel básico de exigencia tanto en lo referente a la sistematización deductiva de un cuerpo de conocimientos como en lo referente al rigor informal de la prueba matemática. También representaron, por otro lado, una normalización de la exposición demostrativa de las proposiciones geométricas. Estos dos aspectos de lo que luego se llamaría ars disserendi, el metodológico o sistemático y el disciplinario o expositivo (solidarios, como ya he sugerido, en la tradición griega de los Elementos), determinaron, mediante su ejemplar materialización en el tratado de Euclides, la instauración alejandrina de la geometría como la disciplina matemática —i.e. demostrativa— por excelencia. Más aún: fuera del dominio matemático, los Elementos también ejercieron de modelo de la ciencia sistemática y precisa, según muestran los deseos expresos de Galeno de incorporar esa estructuración deductiva a la teoría médica con el fin de liberarla de disquisiciones filosóficas y discusiones dialécticas. Ni que decir tiene que la proyección general de los Elementos como directriz regulativa, arquetipo de ciencia rigurosa e incontrovertible, es más bien programática o corre a veces el riesgo de resultar prematura, cuando no de volverse contraproducente14. 




      c) La impronta institucional de los Elementos se echa de ver, en fin, no solo en sus repercusiones metódicas y disciplinarias, sino en consecuencias de otro género, más sustantivas. Influyeron decisivamente en ciertas formas de conceptualización científica de su tiempo, especialmente las deudoras de la geometría. Aunque esta orientación geométrica ya viniera avalada por algunas tradiciones preeuclídeas, los Elementos marcaron un hito decisivo en la geometrización de las matemáticas y de sus dominios de aplicación (desde la astronomía o la estática hasta la geografía). También sancionaron la suerte de otras tradiciones marginales (la proporción numérica, el cálculo logístico)15. 




       




      Con todo y con esto, las indicaciones anteriores no quieren dar a entender en absoluto que la matemática griega, desde el siglo III a. C. en adelante, solo sea un conjunto de notas a pie de página de los Elementos. De hecho, el tratado aparece sobre un transfondo cultural de discusiones y tradiciones dispares que militarán en contra de su implantación dogmática y absoluta. Según recuerda Proclo (Com. 199, 3-14), son varios los autores helenísticos que oponen objeciones a la geometría y, en particular, a la sistematización euclídea. La mayor parte de ellos alimentan dudas sobre los principios y tratan de mostrar que las proposiciones derivadas resultan infundadas: unos, como los escépticos, porque no admiten los principios ni, en general, la existencia de una ciencia demostrativa; otros, como los epicúreos, porque discrepan de ciertos principios geométricos. Pero también hay quienes, reconociendo los principios, niegan que sus consecuencias se hallen demostradas a menos que se añadan o declaren otros supuestos no explicitados en los Elementos; entre estos últimos, quizás se halle algún filósofo (e. g., el epicúreo Zenón de Sidón, al que responde Posidonio en defensa de Euclides), pero su actitud parece ser típica de los comentadores y editores más o menos matemáticos del tratado. Todas estas noticias y otras ocasionales, incluso las procedentes de una fuente crítica tan puntillosa como Sexto Empírico, no son demasiado precisas; desde luego, no documentan ni avalan en absoluto la presunción de una especie de geometría rival de los Elementos, una geometría —digamos— «no euclídea»16. Pero son elocuentes: hacen ver que el estatuto privilegiado de los Elementos no cierra la discusión o acaba con las discrepancias, ni siquiera en el seno de la tradición matemática, sobre puntos particulares —alguno tan capital como la identificación de las nociones comunes necesarias y suficientes, o como la índole de un postulado—; hacen ver que esa consagración tampoco descarta el empleo de otras definiciones alternativas o la revisión crítica de varias pruebas euclídeas. Por ejemplo, Apolonio parece arrogarse el derecho de probar alguna de las nociones comunes, supuestamente indemostrables; Herón solo admite tres nociones comunes, corrige demostraciones y evita el uso de la reducción al absurdo; Pappo explicita axiomas suplementarios y otros supuestos implícitos en las definiciones; Teón, el editor principal de los Elementos, añade alguna demostración de propia cosecha; el mismo Proclo se suma a la tradición, presidida quizás por Tolemeo, de los que intentan probar como teorema el postulado euclídeo de las paralelas. La verdad es que ni la matemática de más estricta observancia euclídea se privó del placer de agregar lemas y puntualizaciones a Euclides. Así pues, los Elementos, a pesar de la transfiguración institucional que les sobreviene, no dejan de ser una obra estimulante dentro de una tradición viva. Constituyen una fuente de glosas y comentarios a la vez que conviven con otras formas de hacer matemáticas, e. g., con la construcción geométrica por medio de la neusis —la interposición de una recta que se inclina hacia un punto dado y podría suponer el uso de una especie de regla marcada móvil— o por medios que se decían «mecánicos»; con el cálculo numérico, «logístico»; con ciertas primicias algebraicas como las avanzadas por Diofanto. Por consiguiente, hay que distinguir entre, por un lado, la significación metodológica y disciplinaria que el tratado de Euclides pudo adquirir en el medio helenístico y, por otro lado, la escolarización que luego hubo de padecer al transformarse en el manual de geometría por excelencia. 




      Es cierto que esta normalización escolar ya se insinúa en la edición [ékdosis] estándar de los Elementos que hace Teón de Alejandría en el siglo IV. Pero no se torna claramente perceptible hasta su conversión, primero árabe y después escolástica, en una especie de libro de texto susceptible de simplificación a la medida de los usos que la geometría alcanzaba a tener en una y otra cultura —usos al principio mucho menores, y más triviales por cierto, en la cristiana—. Luego asistimos a una suerte de bifurcación. Por una parte, esta misma condición escolar es la que prevalece en muchos usos del texto desde el Renacimiento e, incluso, se va acentuando hasta finales del siglo pasado cuando la ascensión del cálculo y del álgebra termina por desalojar los Elementos de su posición hegemónica en la enseñanza media y universitaria de Francia y del Reino Unido. Pero, por otra parte, sobre todo en medios filosóficos sensibles al desarrollo de la ciencia moderna, los Elementos continúan ejerciendo un papel de paradigma del rigor informal y de la demostración geométrica. Así: bajo el lema del «more geometrico» o del «esprit de la géométrie» del siglo XVII, Euclides se convierte en el epónimo no tanto de una disciplina matemática como de un método de axiomatización. Algunos escolásticos tardíos ya se habían aplicado en París o en Padua a examinar la peculiar lógica deductiva de la prueba euclídea. Sin embargo, es a partir de los programas «racionalistas» del siglo XVII (alentados por Descartes, Pascal, Leibniz) cuando adquiere pleno sentido esta observación de Brunschvicg: «Euclides, para las numerosas generaciones que se han nutrido de su sustancia, puede que haya sido menos un profesor de geometría que un profesor de lógica» (Les étapes de la philosophie mathématique, París, 19472, § 49, pág. 84). 




      De ahí no se sigue que los Elementos sean el acta inaugural del método axiomático clásico de los siglo XVII-XIX, aunque sí constituyen una especie de preludio y ofician como un tópico casi obligado de referencia. Más adelante volveré sobre este punto, donde conviene hacer otra distinción de importancia: entre la «axiomatización» euclídea, i.e. la trama deductiva de los Elementos, y la axiomatización «euclidiana», i.e. el método axiomático desarrollado en los tiempos modernos por diversas contribuciones a la geometría clásica. 




      La fortuna institucional de los Elementos puede inducir también a otro malentendido que conviene despejar: consiste en creer que forman un tratado homogéneo y compacto, tan autosuficiente y clausurado en sí mismo que ha borrado todo rastro de las tradiciones matemáticas anteriores. La ausencia de Elementos preuclídeos favorece esta impresión, pero solo puede ser una impresión aparente y superficial. Más justo es concluir que lejos de condenar todas esas tradiciones a la extinción, la síntesis de Euclides contribuyó en cierto modo a la supervivencia y a la integración de algunas de ellas. Como Knorr ha apuntado (The Evolution of Euclidean Elements, op. cit., 1975, pág. 312), lo deseable sería que las otras ramas de la matemática griega —la aritmética, en particular— hubieran encontrado compiladores de una inteligencia y de una capacidad semejante a las mostradas por Euclides es el caso de la geometría. Por lo demás, la composición de los Elementos tampoco es la de una obra marmórea, esculpida en un solo bloque y perfectamente acabada. Si la contemplamos en una visión global y panorámica, nos recuerda más bien una vieja catedral en cuya construcción, aunque esté presidida por un plan arquitectónico deliberadamente sistemático e integrador, se han estremezclado ya desde un principio materiales procedentes de diversas épocas y formaciones teóricas con distinto grado de desarrollo, a todo lo cual más tarde —a partir de los comentadores alejandrinos y de manos de sus sucesivos editores— se han ido añadiendo ciertos arreglos e, incluso, alguna que otra restauración moderna. Para no quedarnos en una simple impresión, veamos ahora de cerca la constitución interna de los Elementos. 




       




      III. LA CONSTITUCIÓN DE LOS «ELEMENTOS» 




       




      1. El «pórtico axiomático» 




       




      El libro I empieza sin el menor miramiento con una serie de definiciones [hóroi] como las siguientes: 




      	 




			1. Un punto es lo que no tiene partes. 




			2. Una línea es longitud sin anchura. 




			3. Los extremos de una línea son puntos. 




			4. Una línea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que están en ella. 




			5. Una superficie es lo que solo tiene longitud y anchura. <... > 




			15. Un círculo es una figura plana comprendida por una línea tal que todas las rectas que caen sobre ella desde un punto interior son iguales entre sí. 




			16. Y el punto se llama centro del círculo. <... > 




			23. Son rectas paralelas las que estando en el mismo plano y siendo prolongadas indefinidamente en ambos sentidos, no se encuentran una a otra en ninguno de los dos sentidos. 




			 




      Aristóteles ya había recogido antiguas nociones del punto como «unidad con posición» (Metafís. Δ 7, 1016b26) y «extremo de una línea» (Tópicos VI 4, 141b21). Además, había precisado que el punto es algo sustancialmente indivisible y provisto de posición, pero no es parte de la línea ni la línea se compone de puntos —aunque, por movimiento, un punto pueda generar una línea y resultar así origen de una magnitud—. El punto se asemeja al ahora, instante indivisible que no forma parte del tiempo y se limita a marcar el comienzo, el final o una división en el tiempo (Fís. IV 11, 22al-21). El paradigma de esta concepción de las unidades de magnitud sería la idea de unidad que transmite la def. 1 del libro VII, donde Euclides sienta la bases tradicionales de la aritmética: «La unidad es aquello en virtud de lo cual cada una de las cosas que hay es una». Esta noción puede haber surgido como una respuesta filosófica a las aporías y problemas suscitados por la amenaza eleática de una divisibilidad infinita, según se desprende de algunas referencias de Platón (e. g., Rep. VII 524e-566a) y del propio Aristóteles, aunque tampoco es una idea extraña a la tradición pitagórica. Euclides se hace eco de esta noción, pero no emplea la denominación usual del punto en contextos filosóficos, stigmé (punción, marca producida por un objeto puntiagudo), sino el término semeîon (signo, señal convencional) que, aun estando presente ya en el contexto matemático, con Euclides deviene característico de este contexto hasta que los comentadores vuelven al uso indiscriminado de stigmé y semeîon para referirse al punto. Las definiciones 2 y 5 muestran con mayor claridad aún la conformidad de Euclides con nociones y formulaciones anteriores. Se mueven dentro del marco general que Aristóteles evoca en la Metafísica: «lo completamente indivisible según la cantidad y carente de posición se llama unidad, y cuando es completamente indivisible con posición se llama punto; lo divisible de una sola manera se llama línea; lo divisible de dos maneras, superficie, y lo divisible de las tres maneras cuerpo» (Δ 7, 1016a24-28). Así se introducen las dimensiones. Pero este planteamiento y en particular las definiciones citadas 1-2, 5, merecen más atención por sus resonancias intuitivas que por su rendimiento geométrico —en otras palabras: son más útiles a Edwin A. Abbot para imaginar Planilandia que a Euclides para sistematizar los Elementos—. La Def. 3 relaciona los puntos con las líneas y su orden de aparición evita una objeción aristotélica contra una definición que introdujera el punto en estos mismos términos: si esta fuera la definición inicial, equivaldría a explicar lo anterior (el punto) por lo posterior (la línea). La Def. 4 es probablemente original de Euclides: elabora una noción de línea recta a partir de su concepción como un rayo óptico o visual, familiar quizás en medios relacionados con la observación astronómica. La imagen subyacente podría ser la que Platón emplea en Parménides (137e): en una recta, el medio se interpone delante de uno y otro extremos de manera que eclipsa (encubre, impide ver) los extremos. Esta no es la única imagen que los griegos se formaron de la línea recta. En todo caso, la versión de Euclides tiene un tono abstracto que soslaya cualquier referencia visual o concreta. La Def. 15, en cambio, responde fielmente al criterio de equidistancia que Platón utiliza en el mismo pasaje del Parménides para determinar la noción de lo redondo o lo circular; Euclides añade la precisión de que el punto equidistante, el centro, es un punto interior, i.e. un punto que se encuentra en el mismo plano que el círculo. Al igual que la Def. 2, esta Def. 15 es estática, no es genética: no envuelve unas condiciones de movimiento y generación como las que había considerado una tradición anterior (vid. Aristóteles, Acerca del alma I 4, 409a4-6), o como las que luego supondrá Herón (e. g.: un círculo es la figura descrita cuando una línea recta, manteniéndose en el mismo plano, se mueve sobre uno de sus extremos tomado como punto fijo hasta retornar a su posición de partida. Definiciones, Def. 27). La Def. 23 declara una noción de paralela no ignorada por Aristóteles, quien conocía también ciertas implicaciones de la teoría de las paralelas, como la de que el ángulo interno formado por una transversal no es mayor que el externo del mismo lado, o la de que los ángulos de un triángulo suman dos ángulos rectos (APr. II 17, 66a11-15). Con todo, es significativa la opción de Euclides por un criterio primordial de no intersección, no encuentro, para definir las rectas paralelas, frente a otras caracterizaciones posibles, e. g.: la fundada en el criterio de equidistancia (preferido por Posidonio, Gémino, Simplicio), la derivada del criterio de igual dirección (tal vez sugerido por Filopón), o la asociada a una condición aristotélica de finitud (explotada más tarde por Proclo). De hecho, el criterio euclídeo de no intersección y su empleo efectivo a través de un postulado congruente —el (v), véase infra— no incurren en ciertas peticiones de principio, ya denunciadas por Aristóteles (APr. II 16, 65a4-5), y que no dejarán de reproducirse después de Euclides entre quienes tratan de ofrecer una concepción más obvia o mejor fundada —aparentemente— que la propuesta en los Elementos. 




      Euclides presenta a continuación cinco postulados [aitémata]: 




       


      

        	el de trazar una línea de cualquier punto a cualquier punto;


        	el de prolongar una recta finita continuamente en línea recta;


        	el de describir un círculo con cualquier centro y distancia;


        	el de que todos los ángulos rectos son iguales entre sí;


        	el de que de si una línea recta al caer sobre dos rectas hace  los ángulos interiores de un mismo lado menores que dos  ángulos rectos, entonces las dos rectas, si son prolongadas indefinidamente, se encontrarán por el lado en el que están  los ángulos menores que dos rectos.


      




       




      El postulado (i) demanda la construcción efectiva de la línea recta una vez conocida su definición. Por contra, la existencia o disponibilidad del punto se da por descontada. Euclides también omite la implicación de que la línea trazada entre dos puntos es única —si dos rectas coincidieran en los mismos extremos, coincidirían cabalmente en toda su longitud—, aunque luego venga a suponerla en la prueba de la proposición I, 4, que establece las condiciones de la igualdad entre triángulos. Varios editores corregirán luego esta omisión interpolando como un nuevo postulado o como otra noción común una asunción equivalente: dos rectas no encierran un espacio. El postulado (ii) puede entenderse de modo parejo en el sentido de que un segmento rectilíneo solo puede prolongarse de una única manera por cada extremo y, por ende, dos líneas rectas no podrán tener un segmento común. Una de las críticas del epicúreo Zenón de Sidón a Euclides fue precisamente la de no haber explicitado este supuesto en la prueba de I, 1; con mayor razón cabría denunciar su ausencia en la prueba de I, 4; mucho más adelante, en la prueba de X, 1, aparecerá tal supuesto de modo expreso e inopinado. El post. (iii) es a la definición del círculo lo que el post. (i) era a la definición de la recta: demanda su construcción efectiva una vez que se cuenta con la noción correspondiente. Se ha pensado a menudo que este postulado, así como el (ii), envuelve la idea de un espacio continuo e infinito: al no indicarse restricción alguna del tamaño del círculo descrito, este puede ser indefinidamente pequeño en un espacio continuo —con una distancia mínima entre los puntos contiguos— o puede ser indefinidamente grande, infinito; esta suposición de infinitud parece necesaria para establecer la verdad universal del teorema I, 16, cuya prueba es criticable en diversos aspectos17. Pero creo que resulta muy aventurado atribuir a Euclides la intención de fijar, con tales postulados, las propiedades definitorias o estructurales del espacio que hoy calificaríamos de «euclidiano». Euclides, según todos los visos, trabaja con objetos geométricos determinados (segmentos, figuras, etc.), no con la idea abstracta o formal de espacio que hoy nos es familiar. En todo caso, lo que sí hacen los postulados (i)-(iii) es sentar las bases operativas de un procedimiento de construcción «por regla y compás»: con la regla se trazan (o «se tiran [ekbállontai]») rectas, con el compás se describen círculos; el compás se colapsa cuando se levantan sus dos pies, de modo que no sirve para transportar segmentos; pero la solución de los problemas I, 1-3 muestra que este recurso es superfluo y que los postulados se bastan para trasladar segmentos determinados —esta suficiencia da un toque de elegancia al método euclídeo—. En los postulados (i)-(iii) se nota el peso de una tradición entrenada en el estudio de problemas geométricos. A Enópides, un matemático del siglo V a. C. algo mayor que su paisano Hipócrates de Quíos, se le atribuyen la investigación de dos problemas recogidos en los Elementos (I, 12, y I, 23), y su solución por medio de este procedimiento de regla y compás (Proclo, Com. 283, 7-10, y 333, 4 ss.). La contribución de Euclides bien pudo ser entonces la explicitación cabal de los supuestos de este antiguo método. 




      El planteamiento euclídeo reviste importancia por diversos motivos. Por una parte, es sintomático del proceder constructivo de Euclides en este ámbito de la geometría plana. Este proceder nos recuerda la directriz aristotélica (e. g., APo. I 10, 76a31-36) de que, en relación con determinados objetos, se han de asumir como principios la noción de lo que son y el hecho de que son o existen realmente, mientras que en otros casos cabe suponer su concepto, pero habrá que demostrar su realidad efectiva. Así, Euclides define, por ejemplo, la recta, el círculo, el triángulo equilátero, el cuadrado; postula la construcción de la recta y del círculo; prueba la construcción del triángulo equilátero (I, 1), del cuadrado (I, 46). Pero no deberíamos ver aquí un prurito aristotélico ni, menos aún, una clave para adivinar la noción de construcción o de «existencia matemática» propia de los Elementos. Pues Euclides también emplea otros medios de construcción de objetos geométricos que no están cubiertos ni por estos ni por otros postulados explícitos: uno es la generación de una figura plana o sólida mediante el movimiento de otra (e. g., la generación de una esfera por rotación completa de un semicírculo sobre su diámetro); otro es la producción de figuras planas pasando un plano a través de un sólido (según acontece con las secciones cónicas); tales procedimientos se fundan, si acaso, en una definición como la de esfera (XI, Def. 14) o la de cono (XI, Def. 18). Más aún, en el ámbito de las magnitudes en general del libro V o en el de la aritmética del libro VII, Euclides nunca se considera obligado a explicitar postulado alguno de «existencia». Hay, en fin, proposiciones que se dejan leer en términos que hoy diríamos «existenciales» (e. g., VII, 31: «Todo número compuesto es medido por algún número primo»; IX, 20: «Los números primos son más que cualquier multitud acotada de números primos»), cuya demostración discurre por reducción al absurdo y desde supuestos que no se podrían considerar «constructivos». 




      Por otra parte, en los postulados (i)-(iii) late una tradición consciente no solo de la efectividad de un método elemental de construcción, sino de sus limitaciones. Según Pappo (Col. III 54-56; IV 270-272), los geómetras habían llegado a distinguir tres tipos de problemas: los planos, para cuya solución bastaban líneas rectas y círculos; los sólidos, que suponían el uso de secciones cónicas; los lineales, que pedían curvas más complicadas, como las «cuadratrices» de Hipias o las espirales de Arquímedes. Quizás llevara su tiempo reconocer que no todo problema de la geometría plana es un problema plano. Problemas como la bisección del ángulo, la duplicación del cuadrado, la trisección del ángulo, la duplicación del cubo, la cuadratura del círculo son problemas bien conocidos en la tradición matemática anterior a Euclides. Todos ellos pueden plantearse en geometría plana; pero solo los dos primeros admiten una solución efectiva con el simple uso de unas figuras elementales (la recta, el círculo) y de las configuraciones compuestas por ella. Euclides ofrece un criterio de discriminación al respecto: sea A un problema planteado en los términos de la geometría plana; A es un problema plano solo si es efectivamente soluble por el procedimiento de regla y compás; luego, si A es un problema plano, A tiene una construcción efectiva sobre la base sentada en los Elementos. Puede que los matemáticos alejandrinos de estricta observancia euclídea trataran de imponer además una directriz de parsimonia en este sentido: si A es un problema de la geometría plana, ha de abordarse su solución con esos medios elementales antes de proceder de modo expeditivo a su solución por otros procedimientos más complicados (como las curvas empleadas en los problemas lineales) o de dudoso origen (como los recursos de carácter «mécanico»), cuyo uso no está sancionado por la práctica seguida en los Elementos. 




      El postulado (iv) parece pertenecer de entrada a una clase de asunciones diferentes de la compuesta por (i)(iii). Proclo recuerda que Gémino situaba este aserto entre las nociones comunes o axiomas, pues no hace referencia a unas posibilidades de construcción sino que establece una propiedad esencial de los ángulos rectos: la de ser una magnitud determinada capaz de representar un patrón invariable para medir los demás tipos de ángulos. Proclo añade por su cuenta y riesgo que no es un postulado en un sentido aristotélico; luego da a entender que posee un carácter axiomático; y por último parece estar bien dispuesto a ofrecer una prueba (Com. 188, 1 ss.). Lo cierto es que los mss. que se derivan de la edición de Teón suelen situarlo entre las nociones comunes. Su aplicación comporta la asunción de unas figuras invariables y esto significa, a nuestros ojos educados en la geometría moderna, estipular que el espacio en general es homogéneo; de ahí que este postulado (iv) se considere hoy equivalente a una caracterización axiomática del espacio en términos de uniformidad o isotropia. Pero Euclides, una vez más, parece estar pensando en una propiedad básica de un objeto geométrico antes que en una característica estructural del espacio de la geometría euclidiana. 




      El postulado (v) también resulta un tanto peculiar. Por una parte, se asemeja a los postulados operativos (i)-(iii) al demandar, aparentemente, la existencia de puntos de intersección o encuentro de rectas con rectas. Por otra parte, completa el criterio de paralelismo avanzado en la definición de rectas paralelas —y, quizás en consonancia con este sentido asociado a una definición, no faltarán editores de los Elementos en los siglos XVI y XVII que lo incluyan entre las nociones comunes—. En tercer lugar y sobre todo, no goza de la evidencia inmediata que aureola los demás principios geométricos. «Debe ser borrado por completo de la lista de los postulados porque se trata de un teorema henchido de dificultades, que Tolemeo se propuso resolver en un libro, y su demostración requiere varias definiciones y teoremas», afirma Proclo (Com. 191, 21 ss.); dos motivos para dudar de su condición primordial de postulado son: a) la existencia de asíntotas, líneas que se aproximan más y más a medida que se prolongan sin llegar a encontrarse —¿por qué no ocurre esto mismo en el caso de las líneas rectas?—, y b) la prueba en los Elementos de una proposición conversa de este postulado, I, 17: la suma de dos ángulos cualesquiera de un triángulo es menor que dos rectos —¿por qué hemos de suponer entonces que (v) es un postulado en vez de ser, como I, 17, un teorema?—. 




      La larga historia de los intentos fallidos de apear de su pedestal el postulado euclídeo de las paralelas es la más popular de todas cuantas se refieren al desarrollo de las matemáticas. Comprende intentos de deducción directa en el cuerpo de la geometría plana y ensayos de demostración indirecta mediante la reducción al absurdo de proposiciones equivalentes a la negación del postulado. Los fracasos sucesivos han ido arrojando una serie de formulaciones parejas al asediado pero incólume postulado (v), es decir: han ido explicitando supuestos deductivamente equivalentes a este postulado en el seno de los Elementos o, más en general, en el marco de la geometría euclidiana. Esta historia es sumamente instructiva, no solo por lo que toca a la suerte de la geometría clásica al desembocar en la existencia de otras geometrías no euclidianas, sino por la repercusión de este desenlace en la 2.a mitad del siglo XIX. Sus secuelas se hicieron sentir tanto en la filosofía de la matemática y en la filosofía de la ciencia en general —e. g., al replantear las relaciones entre las construcciones geométricas y el mundo físico o el espacio natural—, como en la metodología de las ciencias deductivas en particular18.




      El pórtico de los Elementos se remata con una selección de nociones comunes [koinai énnoiai] de este tenor: 




       




      (i*) Las cosas iguales a una misma cosa son iguales entre sí. 




      (ii*) Si cosas iguales se añaden a cosas iguales, los totales son  iguales. 




      (iii*) Si cosas iguales se sustraen de cosas iguales, los restos  son iguales. 




      (iv*) Las cosas que coinciden entre sí, son iguales.




      (v*) El todo es mayor que la parte. 




       




      Suele considerarse que (i*)-(iii*) no solo provienen de una tradición fielmente seguida por Euclides, sino que cumplen a plena satisfacción las condiciones que el programa aristotélico de la ciencia demostrativa había impuesto en los Segundos Analíticos a los principios de este tipo, e. g., la de ser verdaderamente primordiales e incontestables, la de tener un alcance más general que el limitado por el campo temático de una ciencia determinada. La noción común (iii*) es, en concreto, la ilustración favorita de Aristóteles cuando se refiere a esta clase de principios indemostrables (APo. I 10, 76a41; 76b20; 11 77a31). Pero es posible que los matemáticos helenísticos tuvieran alguna diferencia al respecto: al menos, hay noticias de un intento de Apolonio de demostrar alguna de estas nociones comunes típicamente indemostrables (Proclo, Com. 194, 10 ss.). Puestos en el otro extremo, varios comentadores y editores de los Elementos fueron añadiendo luego a (i*)(iii*) nuevos axiomas acerca de las relaciones de igualdad y desigualdad. En todo caso, las nociones comunes (i*)(iii*) no plantean los problemas de autenticidad de las dos siguientes. 




      La noción común (iv*) representa un axioma de congruencia que no parece tener la generalidad de las anteriores. Herón, de hecho, no la reconoció como tal y Proclo la acepta alegando que ni se deben multiplicar excesivamente los axiomas innecesarios ni se deben reducir drásticamente al mínimo los axiomas imprescindibles (Com. 196, 15-21). Es posible que se trate de una interpolación temprana, con la intención de que la coincidencia intuitiva (o la congruencia geométrica) se viera como una aplicación de la igualdad y se beneficiara de las virtudes señaladas en (i*)-(iii*), la transitividad y la regularidad con respecto a la adición y la sustracción. Sea como fuere, su utilización en las proposiciones I, 4, o I, 8 de los Elementos da a entender que responde al procedimiento tradicional de superposición de figuras por desplazamiento de una y su colocación sobre la otra. A juicio de Platón, este recurso era uno de los que descalificaban a los geómetras de su tiempo por contaminar el pensamiento geométrico con la manipulación y el movimiento de objetos, pero ni antes ni después de Euclides dejó de aplicarse. Se suponía tácticamente que el movimiento no deforma los objetos así tratados. 




      La noción común (v*) también se nos presenta en Proclo con la cara de un axioma legítimo y la cruz de un principio discutido —e. g., por Herón—. En la prueba de I, 6, Euclides ante dos triángulos determinados, arguye que si uno fuera igual al otro, «el menor 〈 sería 〉 igual al mayor; lo cual es imposible». Esta misma fórmula se encuentra en una obra —anterior a los Elementos— de Autólico: «Pues igual es el segmento ΔH al segmento ΔZ, el menor al mayor, lo cual es imposible [ísē ára estìn hē ΔH têi ΔZ, hē elásson têi meízoni, hóper estìn adýnaton]» (Sobre la esfera en movimiento, Prop. 3). Cabe pensar entonces, como conjetura Heath, que (v*) viene a ser una generalización de los casos de este tipo que adquiere el aspecto de una condición sobre la relación de magnitud entre un todo, o el total, y una cualquiera de sus partes. O se puede pensar, por el contrario, que la noción común precede a las aplicaciones particulares como la de I, 6, y responde más bien a una opción intuitiva por los conjuntos finitos que trata de sortear algunas paradojas eleáticas sobre el infinito, e. g., que el doble resulta igual a la mitad, como ocurre en el argumento del «estadio» de Zenón de Elea; esto es lo que se imagina Szabó. También es posible, en fin, recordar el uso euclídeo de las nociones de «mayor» y «menor» (por ejemplo, en la línea de las definiciones 11: «Un ángulo obtuso es un ángulo mayor que un ángulo recto», 12: «Un ángulo agudo es un ángulo menor que un ángulo recto»), y entender que el todo y una de sus partes se relacionan como figuras compuestas de modo que la mayor contiene a la menor como una parte propia (e. g., si de trata de ángulos, de modo que ambos comparten el vértice y uno de los lados)19. Por otra parte, cabe reconocer que la noción común (v*) cuadra perfectamente con el punto de vista finito que Euclides adopta en otras proposiciones primordiales —e. g., en la Def. 23 o en los postulados (ii) y (v), donde su idea de línea recta se contrae a la idea de un segmento rectilíneo con la capacidad de ser indefinidamente extensible—. Pero así mismo hay que lamentar que la selección de (v*), dentro del contexto de las relaciones de orden de magnitud —mayor/menor—, sea mucho menos afortunada que la de (i*)-(iii*) en el contexto de las relaciones de igualdad. Por ejemplo, (v*) no facilita la expresión de la transitividad y de otras propiedades de un orden de magnitud. De hecho, como ya he sugerido, (i*)(iii*) no dejaron de inspirar nuevos axiomas emparentados (e. g.: «Si se añaden iguales a desiguales, los totales resultan desiguales», «si se sustraen iguales de desiguales, los totales resultan desiguales»); la noción común (v*), por el contrario, permaneció solitaria y absorta en su propia (y aparente) evidencia. 




      Esta visión sumaria de la portada axiomática de los Elementos nos permite adelantar algunas características generales la composición de Euclides. En primer lugar, su compleja relación con la tradición matemática anterior (los principios constituyen un lugar privilegiado para observar esta relación; recordemos, por ejemplo, la índole de varias de sus definiciones: explicitan o explican nociones de raigambre geométrica, en vez de constituir definiciones propiamente dichas —son en ciertos casos nociones tan simples y básicas que de suyo parecen indefinibles; pueden resultar a veces un tanto superfluas para la organización sistemática de los Elementos—. Desde este punto de vista, los principios euclídeos se pueden clasificar, creo, en tres tipos: 




       




      a) Las nociones o asunciones que han sido tomadas directamente del legado tradicional, e. g.: las definiciones 2, 5, 15; la noción común (iii*). 




      b) Las nociones o asunciones de importación indirecta, pues, al parecer, incluyen cierta elaboración o alguna precisión por parte de Euclides, e. g.: las definiciones 1, 3; los postulados (i)-(iii); las nociones comunes (iv*) y (v*). 




      c) Las nociones o asunciones originales —a lo que se me alcanza— del propio Euclides, dado que muestran una postura o un compromiso relativamente característicos, e. g.: las definiciones 4, 23; el postulado (v). 




       




      En segundo lugar, lo que hemos visto ya deja traslucir la naturaleza sustancialmente intuitiva de la «axiomatización» euclídea. Volvamos, por ejemplo, a la elucidación de los supuestos que obran en el método de la regla y el compás. No es una explicitación cabal; no es una reconstrucción suficiente para prescindir del sustrato intuitivo y del soporte diagramático sobre los que venía descansando la práctica tradicional de las pruebas geométricas. Se echa en falta, especialmente, un postulado de continuidad que asegure la existencia de puntos de intersección de las figuras elementales, las rectas y los círculos. Euclides confía en poder contar con un punto siempre que lo necesite y donde le convenga. El postulado (v) permite disponer en cierto modo de puntos de intersección entre rectas. Pero nada se dice sobre los puntos de intersección de rectas con circunferencias o de circunferencias con circunferencias. Serán las configuraciones gráficas quienes se encarguen de proveerlos. Así pues, las representaciones diagramáticas siguen desempeñando un papel sustancial en la efectividad constructiva de los métodos elementales de solución de los problemas planos (en la prueba de I, 1, sin ir más lejos). Estos y otros signos inducen a pensar que la esmerada organización deductiva de los Elementos no deja de atenerse al estudio tradicional de objetos geométricos determinados. Guarda relación con una nueva perspectiva sobre la constitución de cuerpos de conocimiento y con la preocupación por una exposición coherente y ordenada de sus elementos, que procede desde las asunciones más básicas y las pruebas más simples hasta los resultados derivados y las pruebas más complejas. Pero todo esto poco tiene que ver con una presunta conciencia axiomática que empieza declarando el espacio geométrico de referencia, así como el conjunto de condiciones y operaciones que determinan los objetos posibles dentro de este universo, sus propiedades pertinentes y sus relaciones mutuas. Si tal impresión fuera correcta, los defectos de la «axiomatización» euclídea no se deberían tanto a unas imperfecciones más o menos eventuales —e. g., a la existencia de supuestos tácitos— como, sobre todo, a la falta de una perspectiva axiomática propiamente dicha. Para recabar más información sobre este y otros conceptos de la constitución de los Elementos, pasemos a considerar los cuerpos temáticos desarrollados en los libros que componen el tratado. 




       




      2. Teoría elemental de la geometría plana. (Libros I-IV) 




       




      El libro I contiene, además de las definiciones, postulados y nociones comunes que hemos visto, 48 proposiciones de las que 14 son problemas y 34 son teoremas. Las proposiciones I, 1-26 versan principalmente sobre triángulos; representan una especie de entrenamiento en el método de la regla (no marcada) y del compás (colapsable). Las proposiciones I, 27-32 desarrollan la teoría euclídea de las paralelas: I, 32 establece precisamente que la suma de los tres ángulos de un triángulo es igual a dos rectos. Pero antes de I, 27, donde se recurre por vez primera al postulado (v), ya se han dado pasos en esta dirección: I, 12 sienta la posibilidad de trazar una perpendicular a una recta dada desde un punto exterior a ella; I, 16 dice que, en todo triángulo, si se prolonga (infinitamente) uno de los lados, el ángulo exterior será mayor que cualquiera de los ángulos internos y opuestos; I, 17 dice que, en todo triángulo, la suma de dos ángulos cualesquiera es menor que dos rectos. De todo esto resulta la unicidad de la perpendicular: por un punto exterior a una recta solo cabe trazar una perpendicular a ella —es un corolario explicitado por Proclo—. Este camino conduce a una versión popular del propio postulado (v): por un punto exterior a una recta solo cabe trazar una paralela —sobre el supuesto de la prolongabilidad infinita que ya estaba involucrado en I, 16—. I, 28 expone uno de los criterios derivados del paralelismo euclídeo: si una recta al caer sobre dos rectas hace los ángulos interiores del mismo lado iguales a dos rectos, dichas rectas serán paralelas. I, 29 da un criterio converso: si una recta cae sobre dos rectas paralelas, hace los ángulos interiores del mismo lado iguales a dos rectos. 




      Las proposiciones restantes se aplican a la determinación de áreas de paralelogramos, triángulos y cuadrados; preparan una métrica de la geometría plana que culmina en los resultados I, 45; I, 47-48 y II, 14. Importa señalar que en I, 35, donde se establecen las condiciones de igualdad entre paralelogramos, los Elementos introducen subrepticiamente una noción nueva de igualdad. Hasta entonces, la igualdad se venía entendiendo como coincidencia de formas y de figuras, como congruencia geométrica. A partir del I, 35, también se entenderá como igualdad de contenido o áreas, como equivalencia geométrica. En I, 44 («Aplicar a una recta dada, en un ángulo rectilíneo dado, un paralelogramo igual a un triángulo dado»), Euclides empieza a emplear el procedimiento geométrico de aplicación y transformación de áreas. Era un recurso antiguo; según Eudemo, citado por Proclo (Com. 419, 15-16), se debía a la Musa de los pitagóricos. I, 45 prueba la construcción de un paralelogramo equivalente al área de una figura rectilínea dada y establece así la posibilidad de representar cualquier área rectilínea como un rectángulo. Más adelante, en II, 14, sentará esta misma posibilidad para el otro tipo de paralelogramo que se consideraba básico, el cuadrado. I, 47 prepara el camino mostrando la expresión de la suma de dos cuadrados como un cuadrado. I, 47 es justamente una versión elemental del celebrado «teorema de Pitágoras» —resultado no exclusivamente original del padre de la secta pitagórica, ni seguramente demostrado por él como un teorema estricto—. La prueba de esta versión, a todas luces propia de Euclides, discurre al margen de la teoría de la proporción y del recurso a la semejanza de triángulos. El carácter elemental de I, 47 y su converso, I, 48, convierte ambos teoremas en un broche de oro del libro I desde un punto de vista disciplinario; son una viva muestra de la capacidad de Euclides para dominar por medios relativamente sencillos buena parte de la tradición geométrica antigua. Desde el punto de vista teórico tienen menos importancia en la medida en que la teoría de la proporción del libro V permite establecer otra versión del teorema de alcance más general (V, 31); pero esto mismo también contribuye a hacer significativa la opción de Euclides, en el contexto del libro I, por un desarrollo inicial y sistemático en los términos elementales de la aplicación y transformación de áreas. El libro I, en su conjunto, es uno de los más logrados tanto en la perspectiva «axiomatiforme» de su organización deductiva, como en la perspectiva disciplinaria de una introducción progresiva en los métodos elementales de la geometría plana. Revela además la capacidad de Euclides para reconstruir de modo sistemático un legado antiguo y forjar nuevas pruebas que se adecuen a esta reconstrucción. 




      El libro II consta de 14 proposiciones, 2 de ellas problemas y las otras 12 teoremas. En realidad, parece recoger un núcleo formado por antiguos problemas aunque sean tratados a modo de teoremas, y esto da al libro un aire de miscelánea dirigida a ilustrar el uso y alcance del desarrollo elemental del método de aplicación de áreas. Por ejemplo, II, 11 da una solución necesaria para la inscripción de un pentágono regular en un círculo —operación que no tendrá lugar hasta IV, 10-11)—, y es un problema parejo al de cortar un segmento en razón media y extrema, cuestión que habrá de resolverse en el marco de la teoría de la proporción (VI, 30). II, 12 y 13 suplementan I, 47, y completan la teoría de las relaciones entre los cuadrados de los lados de cualquier triángulo, sean rectangulares o no. II, 14, la construcción de un cuadrado equivalente a una figura rectilínea dada, es una especie de culminación del método elemental de la aplicación de áreas. Por lo demás, de esta antigua tradición de la aplicación de áreas Apolonio toma prestados algunos términos empleados en su investigación de las secciones cónicas [parabolé: «aplicación» / «parábola»; hyperbolé: «exceso» / «hipérbola»; éleipsis: «defecto» / «elipse»], aunque las diferencias conceptuales entre uno y otro campo sean notorias. 




      La aplicación de áreas suele recibir en nuestro tiempo —a partir de H. G. Zeuthen (1886): Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum— la denominación de «álgebra geométrica» de los griegos. Un rectángulo corresponde al producto de dos cantidades en álgebra, de modo que en la aplicación a una recta dada de un rectángulo o de un cuadrado equivalentes a un área determinada podemos ver la contrapartida geométrica de la división algebraica de un producto de dos cantidades por una tercera. La adición y sustracción de productos se traduce así mismo en la adición o sustracción de rectángulos o cuadrados. La extracción de una raíz cuadrada se vierte, en fin, por el hallazgo de un cuadrado equivalente a un rectángulo dado, i. e. por lo logrado en II, 14 con la ayuda de I, 47. En suma, cabe leer varios resultados de II en términos algebraicos (véanse más adelante estas versiones en las notas correspondientes a este libro). Con todo, la denominación de «álgebra geométrica» no deja de ser bastante ambigua y harto problemática. De hecho, ha significado tesis diversas entre las que destacan dos: 1) la tesis histórica de que el «álgebra geométrica» de los griegos es una geometrización de los métodos algebraicos practicados por la matemática prehelénica, en particular babilonia; 2) la tesis hermenéutica de que el «álgebra geométrica» consiste en una geometría algebraica, cuyas magnitudes (líneas, áreas) representan cantidades cualesquiera y cuyos teoremas traslucen relaciones o estructuras algebraicas20. 




      La tesis histórica (1) puede tener distinto alcance según el grado de influencia que se atribuya a los precedentes babilonios, y según se considere el caso de la tradición geométrica griega en general o ciertos casos particulares como el de Herón de Alejandría. Herón emplea un procedimiento que se diría «algebraico» en las pruebas de II, 2-10 como consecuencias de II, 1: sus pruebas no requieren el uso de figuras, sino simplemente el trazo de una línea y, por otro lado, sus planteamientos bien podrían ser, en general, una forma helenística de asumir el legado de la matemática mesopotámica, con la que coinciden en la manera de abordar los problemas y de resolverlos mediante ejemplos numéricos. Pero el caso de la tradición geométrica griega ya es otro cantar. Por un lado, esta tradición comporta un sentido de la demostración ajeno a las pruebas de los babilonios. Por otro lado, la tesis de un influjo específicamente babilonio sobre ella presupone una difusión de la matemática oriental en Grecia desde finales del siglo V a. C. que no es fácil precisar y, menos aún, documentar; por ejemplo, ¿cómo determinaremos si tal influjo tuvo lugar antes de Euclides (como la transmisión del gnomon) o después (como la asimilación tolemaica de la medición de ángulos en grados junto con el sistema sexagesimal)? En fin, la conjetura de una influencia babilonia directa habrá de justificarse frente a otras hipótesis posibles. Por ejemplo, la hipótesis de una invención griega independiente —como ya he dicho, la aplicación de áreas fue, según Eudemo, un «descubrimiento de la Musa de los pitagóricos»—. O la hipótesis de un pool y un trasiego de conocimientos matemáticos relativamente esparcidos por esta transitada zona del Mediterráneo oriental, donde ya se habían relacionado desde antiguo los sabios jonios (Tales, Pitágoras, Enópides de Quíos) y los egipcios, y puede que se vinieran compartiendo ciertos resultados: la difusión de los triplos pitagóricos y del propio «teorema de Pitágoras» bien puede ser el reflejo concreto de un acervo común o, cuando menos, de una suerte de ósmosis. Ante la escasez de datos al respecto, todas estas conjeturas son igualmente verosímiles. Por eso, el mayor mérito de la tesis (1), al margen de su esfuerzo por identificar una raíz definida de la tradición matemática griega, quizás consista en llamar la atención sobre los motivos operativos y el interés por el cálculo que subyacen en ciertos desarrollos geométricos griegos, bien que esos motivos e interés solo levanten cabeza de vez en cuando: con la versión pitagórica de la proporción, con Herón, con Diofanto. 




      La tesis (2) es, a mi juicio, mucho menos aceptable. Se parece demasiado a una anacrónica «operación rescate»: a la traducción de los Elementos a un lenguaje más familiar para el lector de hoy, el algebraico. Pero, en este caso, el cambio de lenguaje equivale no a decir lo mismo de otro modo sino a hablar de otras cosas. En principio, una interpretación algebraica propiamente dicha incluye la abstracción estructural de unas leyes o condiciones operacionales que pueden cumplirse en muy diversos dominios de objetos. Pero esta concepción estructural no es la de Euclides: él no generaliza, más bien duplica o desdobla la aplicación de áreas en los libros II y VI, por razones metódicas o disciplinarias; y en otros casos que también se prestarían a una generalización análoga (e. g., a propósito de los conceptos de magnitud y número) tampoco da un paso en esa dirección estructural. Más aún: en II no hay ecuación alguna ni trasuntos algebraicos, sino la exposición de unos resultados deductivamente inconexos entre sí; baste reparar en que una vez probada la distributividad de la multiplicación (II, 1), dicha propiedad desaparece de escena y las pruebas de otras propiedades básicas como la conmutatividad o la asociatividad aparecen distanciadas en otros libros de los Elementos. Resumiendo, la impresión que produce el libro II se asemeja a esta: el propósito de Euclides es ilustrar el método de aplicación de áreas y, en esta perspectiva, su proceder es más instructivo que el «algebraico» u otro de formato similar, pues en vez de remitir al aprendiz a un conjunto de fórmulas abstractas o sistemáticas, lo pone en condiciones de probar desde un principio, por un método elemental y ejemplificado en diversos casos, otras proposiciones del mismo género21. 




      El libro III parte de 11 definiciones y contiene 37 proposiciones, 5 de ellas problemas y las otras teoremas. Presenta la geometría del círculo e incluye el estudio de círculos, sus segmentos, intersecciones y tangencias. Tiene especial relieve la construcción de III, 1 para determinar el centro del círculo, aunque su prueba supone que una recta y un círculo no pueden tener más de dos puntos en común y esta es una condición que cabe establecer a partir de III, 2. La suposición tácita más general es la característica de la geometría plana euclídea, la de continuidad. El libro no está muy cuidado desde un punto de vista sistemáticamente deductivo. Apenas guarda relación con los anteriores y tampoco tiene mucha cohesión interna: dejando al margen III, 1, hay 12 proposiciones (2, 3, 5-8, 12, 14, 16, 18, 20, 23) que no dependen de resultados presentes en III, y hay 13 proposiciones (4, 7, 8, 12-13, 15, 25, 29-30, 33-35) que nada contribuyen a la obtención de otros resultados dentro del mismo libro. Tal vez por esta razón cundan las revisiones y mejoras posteriores de varias de sus pruebas y abunden las alternativas propuestas por los comentadores y editores. 




      El libro IV parte de 7 definiciones y consta de 16 proposiciones, todas ellas problemas. Estudia inscripciones y circunscripciones de figuras regulares rectilíneas y círculos, y ofrece la construcción de polígonos regulares, como el pentágono o el hexágono, por la duplicación de los lados. El libro está formado en cierto modo por núcleos y quizás el más notable sea el dispuesto en torno a la inscripción del pentágono regular, IV, 11. En este resultado concurren IV, 1-2, 5, 10, amén de material procedente del libro anterior (e.g., III, 26-27, 29), y de él parten las pruebas de IV, 12, la circunscripción del pentágono, y IV, 16, el problema final de la inscripción de un polígono regular de quince lados. Según el escolio IV, 2.°: «Este libro es descubrimiento de los pitagóricos». Puede que estos orígenes y su afinidad con la tradición de los problemas lo hicieran un tanto refractario a un tratamiento sistemático. En todo caso, su calidad desde el punto de vista instructivo y disciplinario es muy superior a su cohesión deductiva interna o a su congruencia teórica. 




       




      3. La teoría generalizada de la proporción. (Libros V-VI) 




       




      Con el libro V pasamos al campo de la teoría de la proporción y a un legado matemático relativamente reciente. La teoría se refiere a las magnitudes como términos de la relación de proporcionalidad. La forma de aparición de la teoría —en sustitución de nociones anteriores más limitadas y concretas de razón y proporción, en la primera mitad del siglo IV—, el hecho de que estas magnitudes hayan de cumplir ciertas condiciones —la de ser homogéneas y «arquimedianas»—, el punto oscuro de las relaciones entre las ideas de magnitud y de número, son motivos de que la califique de teoría «generalizada», en vez de referirme a ella como teoría sencillamente «general», de la proporción. 




      El libro comprende 18 definiciones, algunas de ellas sustanciales, y 25 proposiciones, todas ellas teoremas. Según la definición 1, «una magnitud [mégethos] es una parte de una magnitud, la menor de la mayor, cuando mide [katarnet rê] a la mayor». Cabe entender que las magnitudes son abstracciones o idealizaciones de objetos geométricos que únicamente consideran la cantidad, i.e. la longitud en el caso de las líneas, el área en el caso de las figuras planas, el volumen en el caso de los sólidos. Según la definición 2: «La mayor es un múltiplo de la menor cuando es medida por la menor». Así pues, son magnitudes susceptibles de multiplicación. Si x es un m -múltiplo de y, x mide m veces y; entonces: x = m.y = ((y + y)1 +y)2 +...+y)m, de modo que la multiplicación m.y de una magnitud y equivale a una adición reiterada m veces. Con ello se está suponiendo la existencia, para una magnitud dada, de un número indefinido de magnitudes iguales a ella —un supuesto tácito en V—, pero tal vez declarado en otra obra de Euclides, Datos, cuya definición 12 explica que áreas, rectas, ángulos y razones «están dados en magnitud cuando podemos hacer otros iguales a ellos». 




      Hay además otras nociones y suposiciones nunca declaradas: por un lado, el concepto de medición y las relaciones «medir a/ser medido por»; por otro lado, el supuesto de que siempre es posible considerar la m parte de una magnitud, de manera que para toda magnitud x hay una magnitud y tal que x = m.y. Esta suposición obra tácitamente en la prueba de V, 8 sobre la proporcionalidad de las composiciones de magnitudes proporcionales; conviene anotar de paso que tal suposición no vale para los números estudiados en los libros VII-IX. Según la Def. 3: «Una razón [lógos] es un tipo de relación en lo que se refiere al tamaño entre dos magnitudes homogéneas». De aquí podría sacarse la impresión de que una razón, a imagen y semejanza de un espíritu elemental, es algo que se deja sentir con más facilidad que definir. La definición siguiente viene a introducir ciertas precisiones; además confirma la impresión de que la noción de razón no tiene mucho sentido fuera del contexto de la teoría de las proporciones22. La Def. 4 es una de las consideradas básicas en la teoría: «Se dice que tienen una razón entre sí las magnitudes que, al ser multiplicadas, una de ellas puede exceder a la otra». Aparte de conocer una suerte histórica un tanto accidentada, su interpretación también ha sido variopinta. Hay escoliastas que ven en ella una caracterización de la homogeneidad de las magnitudes involucradas; los hay que entienden la definición en el sentido de excluir las magnitudes infinitas, tanto infinitamente grandes como las infinitamente pequeñas —más justo es entender que excluye la relación de razón entre una magnitud finita y otra infinita del mismo género—; hay quienes leen la definición como si implicara magnitudes inconmensurables —aunque la distinción entre las magnitudes conmensurables y las inconmensurables carece de lugar en este contexto—. Además cabe relacionar la Def. 4 con un supuesto que Arquímedes recuerda o explicita en la Cuadratura de la parábola y formula de modo más general en Sobre la esfera y el cilindro: «De líneas desiguales, superficies desiguales y sólidos desiguales, el mayor excede al menor por una magnitud que añadida a sí misma puede exceder a cualquier otra dada del mismo género» (I, asunción 5). De este supuesto se sigue la existencia de los múltiplos de una magnitud dada: si x<y, hay una magnitud m tal que m.x>y. Suele recibir el nombre de «condición arquimediana» —o el de «postulado de continuidad»—. Dentro de los Elementos, contribuye a la prueba de V, 8 y mucho más adelante, a través precisamente de la Def. V, 4, a la prueba de X, 1. Vistas así las cosas, la asunción de Arquímedes extiende el criterio euclídeo de razón postulando que si dos magnitudes guardan entre sí una razón conforme a la Def. 4, su diferencia guardará una razón en el mismo sentido con cualquier otra magnitud homogénea, i.e. si x>y, hay una magnitud n tal que n.(x —y)>z. Pero, en fin, también cabe entender que la Def. 4 de Euclides y la condición arquimediana son dos versiones independientes de un supuesto que obraba en las pruebas por «exhausción» que había avanzado Eudoxo: Euclides define la relación «A guarda razón con B» entre magnitudes, dentro de su teoría de la proporción, y hace referencia a la multiplicación; Arquímedes postula en cambio una condición precisa para que ciertas clases de magnitudes homogéneas (líneas, áreas, sólidos) se atengan efectivamente a la definición euclídea, y hace referencia a la adición de diferencias. A esta luz, la versión euclídea parece una reconstrucción tan elaborada como lejana de la base deductiva eudoxiana en la que se apoyan el lema de bisección (el teorema X, 1) y sus aplicaciones (e. g., XII, 2, 7, 10); mientras que la versión de Arquímedes es una elucidación certera y más próxima del supuesto que late en las pruebas correspondientes a esos resultados. Según esto, el interés de Euclides no estriba de momento en seguir los pasos dados por Eudoxo, sino más bien en sentar las bases propias de su teoría abstracta de la proporcionalidad. 




      La Def. 5 es la piedra angular de la teoría: «Se dice que están en la misma razón unas magnitudes, la primera con respecto a la segunda y la segunda con respecto a la cuarta, cuando si se toman unos equimúltiplos cualesquiera de la primera y la tercera, y unos equimúltiplos cualesquiera de la segunda y la cuarta, los primeros equimúltiplos exceden a la par, o son parejamente iguales, o resultan parejamente deficientes que los últimos equimúltiplos tomados unos y otros en el orden correspondiente». Si suena a cosa abstrusa, la culpa es del lenguaje común. Su contenido conceptual es claro: suministra un criterio suficiente y necesario de proporcionalidad. La Def. 6 estipula que las magnitudes que guarden la misma razón se llamen proporcionales [en proporción, análogon]. Diremos entonces que los términos x, y, z, w son proporcionales («x es a y como z es a w») si y solo si se da lo siguiente: si m.x > n.y entonces m.z>m.w, o si m.x=n.y entonces m.z = n.w, o si m.x< n.y entonces m.z< n.w, para todo m, n. Conviene caer en la cuenta de que una proporción no es una igualdad entre dos objetos, una relación binaria o una identidad entre razones, sino más bien una relación cuaternaria, como revela el hecho de que Euclides se crea obligado a demostrar la proposición V, 11 («las razones que son las mismas que una misma razón también son las mismas la una que la otra» —i.e. si A:B::C:D y E:F::C:D entonces A:B::E:F—), en vez de considerar que se trata de una aplicación obvia o trivial de la noción común (i*); así pues, la notación usual de una proporción euclídea en los términos «(x, y) = (z, w)» resulta inadecuada. 




      La def. 7 representa a su vez un criterio de no proporcionalidad. Reza así: «Cuando, de los equimúltiplos, el múltiplo de la primera magnitud excede al de la segunda pero el múltiplo de la tercera no excede al de la cuarta, entonces se dice que la primera está en una razón mayor con la segunda que la tercera con la cuarta». Es decir: x es a y más que z a w si y solo si se da m.x> n.y pero no se da m.z > n.w, para algún m, n. Suplementariamente se supone la existencia de un cuarto término proporcional: se halla implícito en la prueba de V, 18, aunque más tarde Euclides viene a demostrar un caso particular, VI, 12: «Dadas tres líneas, hallar una cuarta proporcional». Consecuencia importante de este supuesto es la condición de tricotomía (dadas dos magnitudes o razones cualesquiera, una es mayor o igual o menor que la otra), coherente con el sistema ordenado de objetos que hoy podríamos tomar como el dominio de referencia de la teoría. Todo ello le permite a Euclides el recurso adicional de las pruebas indirectas de proporcionalidad (i. e. que x es a y como z es a w) por reducción al absurdo de las alternativas de desproporción (i. e. que la razón de x a y sea mayor o sea menor que la de z a w). Si el criterio de equimúltiplos que da lugar a la Def. 5 se inspira en Eudoxo —según suele reconocerse—, esta Def. 7 bien puede ser una contribución enteramente original de Euclides. 




      La teoría de la proporción del libro V viene siendo en nuestros días un objeto predilecto de reconstrucciones y reestructuraciones axiomáticas23. Al margen de ellas, el libro constituye por sí mismo una presentación sistemática de ideas y resultados que proceden de investigaciones relativamente recientes en la época de la confección de los Elementos. El escolio V 1.° recoge la opinión de quienes dicen que el libro es un descubrimiento de Eudoxo (miembro distinguido de la Academia de Platón hacia 370-360); el escolio V 3.° precisa que el libro, aunque se considere como una contribución de Eudoxo, debe su organización a Euclides; esta organización puede haber incluido variantes euclídeas equivalentes, pero no idénticas, a los supuestos y lemas empleados por Eudoxo24. En cualquier caso, su notable cohesión interna y el poder de sistematización de esta teoría de la proporción le han valido al libro cierto crédito «axiomático». H. Hasse y H. Scholz, en su influyente (pero no muy afortunado) artículo «Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik» (Kantstudien 33 (1928), 4-34), lo describen como el primer intento de una axiomatización completa. Desde luego, es más justo ver en él una reelaboración de las nociones recibidas en orden a conseguir unos conceptos y unos criterios precisos como los formulados en las definiciones 4, 5 y 7; también es notable el grado de abstracción de la teoría. Pero algo que hoy echamos de menos es justamente la base axiomática que le deparan sus actuales reconstrucciones: la explicitación de ciertos postulados existenciales, la expresión de unas leyes combinatorias y la acotación de las condiciones que determinan los objetos que pueden pertenecer a su dominio de referencia. Por otro lado, aún nos aguarda un punto oscuro pero singularmente significativo: el de las relaciones entre las magnitudes del libro V y los números del libro VII. Esta oscuridad en una cuestión capital para la fundamentación de unas investigaciones matemáticas cercanas a Euclides, según muestra el libro X, no es propia de una materia que ya está suficientemente trabajada y dispuesta a recibir la bendición deductiva de su coronación axiomática; menos excusable es todavía si se trata de la fundación axiomática misma de una teoría general. La oscuridad en ese respecto más algunas otras ambigüedades y lagunas indican que la reflexión de Euclides sigue en parte empeñada en el duro trabajo de análisis conceptual y de depuración deductiva que habían iniciado algunos pioneros como Teeteto y Eudoxo. 




      El libro VI empieza con 4 definiciones y contiene 33 proposiciones, de las que 8 son problemas y las restantes teoremas. Aplica la teoría de la proporción a la geometría plana desarrollando una teoría de los polígonos semejantes y generalizando el procedimiento de la aplicación de áreas. No es raro entonces que algunos de sus problemas vengan a ser réplicas generalizadas de resultados obtenidos por medios más elementales en los dos libros primeros (e. g., VI, 31 es una generalización de I, 47; VI, 28, de II, 5; VI, 30, de II, 11; VI, 13, de II, 14). El libro está compuesto por diversos núcleos: VI, 4-7 sientan las condiciones de semejanza entre dos triángulos (a partir del criterio establecido en la Def. 1: «Figuras rectilíneas semejantes son las que tienen sus ángulos rigurosamente iguales y los lados en torno a los ángulos iguales proporcionales», noción ya conocida por Aristóteles (APo. II 17, 99al3-14) y no muy precisada aquí, pues omite la necesidad de tomar los ángulos iguales en el mismo orden). VI, 9-13 se ocupan de problemas de cortar rectas en proporciones dadas o determinar rectas que las satisfagan (VI, 13 prueba la manera de hallar una media proporcional entre dos rectas dadas). Otro núcleo, 18-26, apunta hacia 28 y 29, donde hoy suelen verse contrapartidas geométricas de ecuaciones cuadráticas. Hay, en fin, proposiciones como VI, 3233 que miran hacia las construcciones del libro XIII. En suma, el libro carece de cohesión interna e incluso presenta alguna que otra anomalía desde un punto de vista deductivo como, por ejemplo, la prueba de un caso particular VI, 14 sin reducción al caso general VI, 23, o la separación entre una proposición (VI, 24) y su conversa (VI, 26) por la interposición de otra, VI, 25, con cierto interés histórico —recoge un resultado atribuido a Pitágoras (la construcción de una figura semejante a una figura rectilínea dada e igual a otra figura rectilínea dada)—, pero sin un cometido teórico o metódico de relieve en este contexto. 




       




      4. Teoría de la aritmética. (Libros VII-IX) 




       




      Los libros VII-IX presentan y desarrollan la aritmética de los Elementos. En conjunto, comprenden 102 proposiciones presididas por las 23 definiciones que Euclides introduce en el libro VII. Puede ser un signo de unidad esta agrupación de las definiciones a la cabeza del VII, que contrasta con el hábito anterior de irlas distribuyendo por cada uno de los libros I-VI. También suelen llamar la atención la ausencia de postulados y el hecho de que en VII-IX no se reconozca ningún problema como tal. Las pocas proposiciones que no constituyen teoremas expresos, e. g., VII, 2-3, o IX, 18-19, son investigaciones más teóricas que prácticas: se marcan el propósito de hallar algo (VII, 2: la medida común máxima de dos números no primos entre sí; VII, 3: la medida común máxima de tres; IX, 18: un tercer término proporcional a unos números dados; IX, 10: un cuarto término proporcional), en vez de hacerlo o construirlo —aunque los mss. de la tradición teonina rematan la prueba de VII, 3 con la fórmula equívoca «que es lo que había hacer»—. La aritmética de los Elementos considera que los números son unos objetos susceptibles de hallazgo, no de generación o producción, y en VII-IX desaparece la habitual terminología diagramática que describe o prescribe acciones como las de construir, levantar, prolongar, cortar, etc. Los objetos aritméticos parecen ser entidades u objetos de otro tipo que los geométricos. 




      Algunas de las definiciones dignas de consideración son las siguientes: 




      Según la Def. 1, «La unidad [monás] es aquello en virtud de lo cual cada una de las cosas que hay es llamada una». Jámblico (Introducción a la aritmética de Nicómaco 11, 5) dice que esta es la definición de unidad de los 〈pitagóricos〉 modernos; los pitagóricos antiguos la habían definido en ocasiones como una «divisoria entre número y partes» o como una «cantidad delimitante». Con la definición moderna ya parece familiarizado Platón (e. g.: «hombres asombrosos, ¿acerca de qué números discurrís en los cuales la unidad se halla tal como la consideráis, siendo en todo igual a cualquier otra unidad sin diferir en lo más mínimo ni contener en sí misma parte alguna?», República VII 526a). Tiene visos de ser una definición dirigida a separar la unidad de la multiplicidad y de la divisibilidad. Su sentido resulta algo menos impreciso a contraluz de la noción subsiguiente de número. Según la Def. 2: «Un número es una pluralidad compuesta de unidades». Las relaciones entre la unidad y el número recuerdan la concepción que Aristóteles manifiesta en diversos lugares de la Metafísica (e. g.: «uno» significa «medida de una pluralidad», y «número» significa «pluralidad medida» y «pluralidad de medidas», y por eso es razonable que la unidad no sea un número, pues tampoco la medida es medidas, mientras que tanto la medida como la unidad son principios», Metafís. N 1, 1088a4-8). En el contexto de los Elementos, la unidad no es un número ni hay una cosa tal como la pluralidad formada por una sola unidad; de hecho, Euclides da pruebas separadas para las unidades (VII, 15) y para los números (VII, 9), aunque no siempre sea coherente con esta distinción. Por otro lado, a tenor de la prueba de VII, 31 («todo número compuesto es medido por algún número primo»), la pluralidad numérica es una pluralidad finita —la prueba discurre por una reducción al absurdo de la suposición opuesta cuyo desenlace sería la asunción de una divisibilidad infinita de los números, pero esto, declara Euclides, «es imposible en los números [adynaton én arithmoîs]»—. Así pues, el primer supuesto de la aritmética euclídea viene a ser que hay una cantidad indefinida de unidades y que sus colecciones finitas constituyen números. A esto se añade otro rasgo característico de la concepción aritmética de los Elementos, ya apuntado antes: los números no se producen, se encuentran; los números no se generan dentro de una serie mediante la idea de sucesión, ni se determinan por esta formación genealógica —según acostumbramos a pensar hoy en la estela de un Peano o de un Frege—. La verdad es que no faltan a veces en la aritmética de los Elementos razonamientos «inductiviformes» sobre colecciones y secuencias de números naturales dados (e. g., en la línea VII, 2, 3, 33); pero esta teoría no tiene una idea estructural de la serie infinita de los números enteros ni cuenta con un principio general de inducción matemática; por ejemplo, en VII, 16, Euclides prueba la conmutatividad de la multiplicación no con arreglo a este principio, sino mostrando su aplicación en unos números dados (que representan, podemos suponer, números cualesquiera). 
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