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    Introducción




    




    Si se hiciera un muestreo entre los profesionales para que confeccionaran una lista de los diez matemáticos más importantes e influyentes de la historia, estamos seguros de que casi todos ellos incluirían a Carl Friedrich Gauss. Esta conjetura (como veremos en este libro, hacer conjeturas es un método de trabajo muy propio de matemáticos) está fundamentada en dos motivos. El primero es la enorme importancia de sus aportaciones matemáticas. Para evitar que se nos acuse de constatar lo obvio, conviene señalar que la valoración de la importancia de los resultados científicos es un ejercicio siempre subjetivo, aun en el caso de una ciencia tan objetiva como las matemáticas. Y, sin embargo, las matemáticas creadas por Gauss resisten cualquier tipo de valoración, y su influencia es unánimemente reconocida. El segundo motivo es la amplitud de los temas a los que Gauss dedicó con enorme éxito su curiosidad. En la actualidad las matemáticas son tan vastas que los que se dedican a ellas conocen en profundidad solo la parte cercana a su campo de investigación. La genialidad de Gauss, sin embargo, le permitió avanzar en casi todas las ramas de las matemáticas. En consecuencia, tanto los especialistas en análisis matemático como los de análisis numérico, tanto los geómetras como los algebristas, los estadísticos o incluso los físico-matemáticos ven en Gauss a «uno de los nuestros».




    Con excesiva frecuencia se usan adjetivos como niño prodigio o genio de las matemáticas, pero pocos matemáticos tendrían algo que objetar al hecho de que tales calificativos se atribuyan a Gauss. El simple número de ideas nuevas y descubrimientos que produjo el matemático alemán, incluso antes de cumplir los veinticinco años, parece inexplicable.




    Hijo de padres pobres, Gauss tuvo la suerte de poder sacar provecho de su talento matemático. Había nacido en una época en la que las matemáticas eran todavía una actividad privilegiada, financiada por cortesanos y mecenas, o practicada a ratos libres por aficionados como Pierre de Fermat. El protector de Gauss fue Karl Wilhelm Ferdinand, duque de Brunswick, que le permitió dedicarse a su vocación sin el apremio de tener que ganarse el sustento con alguna otra ocupación más rentable económicamente. En un acto de gratitud, Gauss le dedicó su primer libro, las Disquisitiones Arithmeticae (1801), con lo que el duque vio asociado así su nombre a uno de los volúmenes capitales de la historia de las matemáticas.




    Gauss vivió en un período de extraordinario desarrollo político y social. Su adolescencia coincidió con la Revolución francesa, pues tenía doce años cuando se tomó la Bastilla. Vivió el apogeo de Napoleón en su madurez y su derrota en Waterloo con treinta y ocho años. Alcanzó a ver la Revolución liberal de Alemania de 1848 con más de setenta años. Durante ese período tuvo lugar la primera Revolución Industrial, que tan grandes efectos tuvo en la vida política y social europea. El desarrollo de la industria permitió llevar a cabo experimentos impensables hasta ese momento, con telescopios y otros instrumentos ópticos mejores y más eficaces. Como veremos, la vida de Gauss estuvo influida por todos estos sucesos.




    Por fortuna, su colección de trabajos ha permanecido bastante completa; mucha de la correspondencia relevante de Gauss ha sido publicada. Sin embargo, Gauss era muy celoso de sus descubrimientos matemáticos y usaba un lenguaje cifrado para protegerlos. En opinión de algunos, la falta de difusión de sus trabajos ha provocado un retraso de medio siglo en el desarrollo de las matemáticas: si Gauss se hubiera preocupado de divulgar la mitad de lo que descubrió y no hubiera sido tan críptico en sus explicaciones, quizá las matemáticas habrían avanzado más rápidamente. Su diario matemático no pasó de manos de su familia al conocimiento público hasta el año 1898. Su estudio confirmó que Gauss había probado, sin publicarlos, muchos resultados que otros matemáticos intentaron demostrar hasta bien entrado el siglo XIX. Sostuvo siempre que las matemáticas eran como una obra arquitectónica: un arquitecto no dejaría jamás los andamios para que la gente viera cómo se había construido el edificio. Desde luego, esta filosofía no ayudó a sus colegas contemporáneos a la comprensión de su obra.




    La estructura lógica del tratamiento de los problemas matemáticos propuesta por Gauss —en la que se enuncian los resultados o teoremas, se procede a su demostración y se culmina con las consecuencias o corolarios— sigue siendo en la actualidad el modo aceptado de presentar los resultados matemáticos. El matemático alemán se negaba a anunciar resultados no demostrados, y esta renuncia supuso un punto de inflexión en la historia de las matemáticas. Si bien los antiguos griegos habían introducido la idea de la importancia de la demostración como componente indispensable del proceso matemático, antes de la época de Gauss los matemáticos se interesaban mucho más por la especulación científica sobre su disciplina; si las matemáticas funcionaban, no se preocupaban demasiado de justificar de forma rigurosa por qué lo hacían.




    Cuando Gauss se ocupó de la aritmética y de la teoría de números, estas disciplinas estaban constituidas por colecciones aisladas de resultados sin conexión entre ellos. Gauss recopiló los conocimientos existentes y los aunó en un marco común, señalando y corrigiendo los errores existentes. Llevó a las matemáticas del siglo XIX a cumbres insospechadas unos años antes, y elevó la aritmética superior a la cima de las matemáticas. Citando sus propias palabras: «Las matemáticas son la reina de las ciencias y la aritmética es la reina de las matemáticas».




    Su primer gran resultado, cuando aún no había cumplido los diecinueve años, fue el descubrimiento del método para construir con regla y compás el polígono de 17 lados: el heptadecágono. La construcción de polígonos regulares había ocupado a los matemáticos desde la época de la Grecia clásica, con resultados irregulares, de forma que había polígonos, especialmente el de 7 lados o heptágono, para los cuales no existía una técnica que permitiese su construcción exacta usando solo regla y compás. Según el propio Gauss, que se sintió muy orgulloso de este descubrimiento durante toda su vida: «La casualidad no tuvo nada que ver en ello, ya que fue fruto de esforzadas meditaciones. Antes de levantarme de la cama tuve la suerte de ver con la mayor claridad toda esta correlación, de forma que en el mismo sitio e inmediatamente apliqué al heptadecágono la correspondiente confirmación numérica». Gauss no solo resolvió este problema, sino que encontró el método general para decidir si un polígono era o no susceptible de ser construido con regla y compás. En su testamento, Gauss pidió que se grabase en la lápida de su tumba un polígono de 17 lados construido de acuerdo a su método. Sin embargo, no lo consiguió.




    Pero, sin duda, el resultado que le dio la fama entre sus contemporáneos fue el cálculo de la órbita de Ceres, un planeta enano descubierto en 1801 por Giuseppe Piazzi desde un observatorio de Palermo. Este reconocimiento popular le llevó a adentrarse en la astronomía, y llegó a ser director del observatorio de Gotinga. Es más que posible que sus observaciones astronómicas lo distrajeran de su trabajo matemático puro, en el que era más difícil encontrar la fama. Para las matemáticas, como ciencia, la determinación de la órbita de Ceres puede ser un hecho anecdótico, pero el método usado para su cálculo fue fundamental para su desarrollo: el método de mínimos cuadrados. En este caso es más importante el procedimiento usado para llegar al resultado que el resultado mismo. En la atribución de la autoría de este método a Gauss hubo cierta polémica, puesto que Adrien-Marie Legendre, veinticinco años mayor que Gauss, también argumentó su primacía en dicho descubrimiento. Esta rivalidad con Legendre perduró durante muchos años y se extendió a numerosos campos de las matemáticas. Ocurría con mucha frecuencia que si Legendre afirmaba haber descubierto una nueva verdad matemática, Gauss lo rebatía arguyendo que él ya la conocía y que había usado tal resultado. En una carta escrita por Gauss el 30 de julio de 1806 a un colega astrónomo llamado Schumacher, al que le unía una gran amistad, comentaba: «Parece como si yo estuviese destinado a coincidir con Legendre en casi todos mis trabajos teóricos». Este tipo de rivalidades eran muy comunes y se explican por los métodos de trabajo y divulgación de resultados de los matemáticos de aquella época. Durante toda su vida, Gauss fue reacio a meterse en guerras abiertas sobre la precedencia de sus descubrimientos. Solo cuando, tras su muerte, se estudiaron sus notas y su correspondencia, quedó claro que la razón estaba de su parte. De lo que no cabe duda es de que el método de mínimos cuadrados se reveló como una herramienta de gran utilidad para abordar numerosos problemas en los que se trataba de establecer la función que mejor se adaptara o aproximara a un conjunto de datos con un criterio de minimización. Las aplicaciones más importantes se encuentran en estadística, donde alcanzan la cumbre en la estimación de parámetros poblacionales a través de una muestra, en un resultado conocido como teorema de Gauss-Markov. Como anécdota curiosa queda el hecho de que el nombre de Gauss está comúnmente asociado en estadística a la tan conocida campana de Gauss, cuando en realidad el descubrimiento de dicha distribución se debe a Abraham de Moivre.




    Gauss abordó desde muy temprano el llamado teorema fundamental del álgebra, que básicamente establece que un polinomio tiene tantas raíces, o valores donde el polinomio vale cero, como indica su grado. Este problema fue el tema de su tesis de licenciatura. A lo largo de su vida presentó varias demostraciones de este resultado cada vez más afinadas y comprensibles. Al igual que en su descubrimiento de la órbita de Ceres, Gauss, en su búsqueda de una demostración adecuada, encontró construcciones matemáticas novedosas y de gran utilidad, como fueron los números complejos. Gauss demostró en 1799 que valiéndose de un número muy especial, la raíz de –1 (o número i), los matemáticos podían resolver cualquier ecuación polinómica que se les pusiera por delante.




    El análisis numérico y, especialmente, el estudio de los números primos es quizá la parte de la obra de Gauss más conocida y a la que dedicó más tiempo. Cuando Gauss era joven recibió como regalo una tabla de números primos que contenía varios millares. Para Gauss, aquellos números aparecían desordenadamente. Cuando escrutaba sus tablas numéricas, Gauss no conseguía determinar ninguna regla que le indicara cuánto tenía que saltar para encontrar el siguiente número primo. Aparentemente, no existía dicha regla. Gauss no podía aceptar semejante idea: la motivación primaria de la vida de un matemático es determinar estructuras ordenadas, descubrir y explicar las reglas que están en los cimientos de la naturaleza y prever qué sucederá a continuación. Este pensamiento, que llegó a ser obsesivo, le llevó a formular algunas de las más grandes conjeturas de la distribución de los números primos y su creación por procedimientos matemáticos. El problema de la determinación de números primos es de gran actualidad hoy día, ya que muchos de los procesos de encriptación de información están basados en las propiedades de dichos números.




    Entre 1818 y 1832 Gauss dirigió un vasto proyecto para topografiar el reino de Hannover. Se trataba de un enorme encargo con implicaciones políticas y militares, además de las científicas. Gauss no fue solo un director nominal, sino que se implicó en los trabajos de campo, lo que le detrajo un tiempo muy importante que podía haber dedicado a investigaciones matemáticas de tipo más teórico. Por otro lado, este trabajo permitió a Gauss el planteamiento de nuevos tipos de geometría, no basada en los axiomas de Euclides, dando forma a ideas que llevaba madurando en su mente desde sus años de estudiante. Los trabajos de medición de la Tierra, encuadrados dentro de la geodesia, también le dieron la oportunidad de hacer grandes contribuciones a la geometría diferencial. En los últimos años de su vida se interesó por problemas relacionados con la física aplicada gracias a su relación con Weber, especialmente de óptica, mecánica y electricidad.




    La influencia de Gauss en los matemáticos posteriores es enorme: baste señalar que fue profesor de Bernhard Riemann y Julius Wilhelm Richard Dedekind, dos de los más grandes matemáticos del siglo XIX. Sus aportaciones se produjeron, como ya se ha apuntado anteriormente, en todos los campos de las matemáticas, tanto puras como aplicadas. Además, también merece un puesto de honor en la física, y sus contribuciones en magnetismo, óptica y geodesia se encuentran entre las más destacadas de su época.




    Así pues, no es exagerado el título póstumo que recibió de «Príncipe de los matemáticos» y que el rey Jorge V de Hannover hizo acuñar en una moneda conmemorativa. Según el historiador matemático Eric Temple Bell, en opinión compartida por la mayoría de sus colegas, Gauss ocupa, junto a Arquímedes y Newton, el pódium de los grandes genios de las matemáticas.


  




  

    




    

      1777 Nace Carl Friedrich Gauss en Brunswick, Alemania, único hijo del matrimonio formado por Gerhard Dietrich Gauss y Dorothea Benze.




      




      1784 Entra en la escuela elemental de Brunswick. Tiene por profesores a J.G. Büttner y Martin Bartels, que reconocen su capacidad y lo estimulan.




      




      1791 Es presentado al duque de Brunswick, que será su protector.




      




      1795 Gauss deja Brunswick y se traslada a la Universidad de Gotinga, donde comienza sus estudios universitarios.




      




      1796 Descubre el método de construcción del polígono de 17 caras con regla y compás. Este éxito hace que se decida por las matemáticas como su dedicación principal.




      




      1799 Presenta su tesis de licenciatura en la Universidad de Helmstedt. En dicho trabajo proporciona la primera demostración del teorema fundamental del álgebra.




      




      1801 Publica Disquisitiones arithmeticae, su mayor aportación a la teoría de números. En la obra recoge sus investigaciones de años anteriores, entre ellas las relativas a la aritmética modular, los números complejos y la ley de reciprocidad cuadrática. Determina la órbita de Ceres por el método de mínimos cuadrados.




      




      1805 Se casa con Johanna Oshoff, con la que tendrá tres hijos: Joseph, Minna y Louis, que moriría con pocos meses.




      




      1809 Fallece la primera esposa de Gauss. Publica su obra más importante de contenido astronómico: Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium.




      




      1810 Gauss contrae matrimonio por segunda vez, con Minna Waldeck, con la que tendrá tres hijos: Eugen, Wilhelm y Therese. Su matrimonio dura hasta 1831, cuando Gauss vuelve a enviudar.




      




      1818 El Gobierno de Hannover encarga a Gauss la triangulación y medición del reino, lo que le llevó varios años de dedicación a la geodesia.




      




      1827 Publica Disquisitiones generales circa superficies curvas, su obra fundamental en geometría diferencial, la cual incluye el Theorema egregium.




      




      1831 Wilhem Weber se instala en Gotinga, iniciando una fructífera relación con Gauss en física.




      




      1849 Gauss presenta una nueva demostración del teorema fundamental del álgebra con motivo del 50º aniversario de su tesis de licenciatura.




      




      1855 Muere la madrugada del 23 de febrero mientras dormía plácidamente, a la edad de setenta y siete años.


    


  




  

    




    Primeros destellos de un prodigio de los números


  




  

    




    Solo se conocen unos pocos hechos interesantes de la infancia y juventud de Gauss. La mayor fuente específica de información de ese período es el propio Gauss, a través de las historias de su infancia que quiso contar, ya mayor, a sus estudiantes y amigos.




    Johann Friedrich Carl Gauss nació en Brunswick, la principal ciudad del ducado de Brunswick-Wolfenbüttel, el 30 de abril de 1777. Fue el único hijo del matrimonio entre Gerhard Dietrich Gauss, nacido en 1744, y Dorothea Benze. Su padre ya tenía un hijo de un matrimonio anterior. Gauss nunca utilizó su primer nombre de Johann y alteró el orden de los otros dos, de manera que siempre firmó sus trabajos como Carl Friedrich Gauss, que es como fue conocido por la posteridad.




    Su nacimiento tuvo lugar en una pequeña calle llamada Werdengraben. Más tarde, la familia se mudó al número 30 de Wilhelmstrasse, cerca del canal de la ciudad, lo que dio lugar a una de las historias más conocidas de su infancia: cuando tenía tres o cuatro años de edad cayó al agua del canal, aunque por fortuna fue rescatado de inmediato por un labrador que pasaba por allí casualmente. La ciencia de las matemáticas tiene una deuda impagable con ese anónimo campesino.




    La familia paterna del padre, originalmente pequeños granjeros, se mudó a Brunswick hacia 1740. Ello significó para la familia Gauss unas expectativas de prosperidad y la promesa de un futuro mejor en un período en el que el viejo feudalismo alemán estaba siendo sustituido por un nuevo estilo de gobiernos absolutistas. En cualquier caso, no había forma fácil de prosperar: los gremios, que desde la Edad Media controlaban el acceso a los oficios, dominaban gran parte de la vida de la ciudad y no permitían su expansión económica. El padre de Gauss, en su condición de recién llegado a la ciudad, tuvo que ganarse la vida con diversos trabajos, tales como jardinero, carnicero ambulante o contable de una funeraria. El objetivo familiar era adquirir una casa propia dentro de la ciudad que les diese acceso a los derechos de ciudadanía. Lo curioso es que poco después de conseguirlo, el mundo donde vivía la familia Gauss se vino abajo con la invasión de los estados alemanes, entre los que se incluyó Brunswick, por las tropas de Napoleón.




    Se sabe que el padre de Gauss era un hombre brusco, escrupulosamente honrado, cuya rudeza para con su hijo algunas veces lindaba en la brutalidad. Su honradez y tenacidad le permitieron cierto grado de comodidades, pero su vida jamás fue fácil. No ayudó a Gauss a hacer una carrera científica, y no entendió la necesidad de que su hijo adquiriera una educación adecuada a su capacidad. Si la opinión del padre hubiera prevalecido, el inteligente muchacho habría seguido una de las profesiones familiares, y fue tan solo una serie de felices incidentes lo que salvó a Gauss de ser jardinero o albañil. Siendo niño era respetuoso y obediente, y aunque jamás criticó a su padre en su vida posterior, se comprende que nunca sintiera por él verdadero afecto. Gerhard murió en 1806.




    La familia de la madre procedía de Velpke, una pequeña ciudad de la Baja Sajonia cercana a Brunswick. Dorothea Benze era una mujer despierta, de espíritu alegre y fuerte carácter. Vivió hasta la muy avanzada edad de noventa y siete años, cuidada por su hijo, con el que convivió los veinte últimos años de su vida en Gotinga. Siempre alentó a Gauss en sus estudios y se mostró muy orgullosa de sus logros científicos. Se cuenta que cuando Wolfgang Bolyai (1775-1856), uno de los mejores amigos de Gauss, le aseguró que su hijo pasaría a la historia como uno de los más grandes de entre todos los matemáticos, lloró de emoción.




    Ninguno de los padres de Gauss tenía una gran educación: el padre, como se deduce de sus ocupaciones, al menos sabía leer y escribir y alguna aritmética elemental. Gauss, ya anciano, acostumbraba alardear de haber aprendido a contar antes que a escribir y de haber aprendido a leer por sí mismo, deletreando las letras de parientes y amigos de la familia. Él mismo contaba la anécdota que lo coloca entre los más precoces matemáticos: cuando tenía tres años, una mañana de un sábado de verano, mientras su padre procedía a efectuar las cuentas para abonar los salarios de los operarios que tenía a su cargo, el niño le sorprendió afirmando que la suma estaba mal hecha y dando el resultado correcto. El repaso posterior de Gerhard dio la razón al niño. Nadie le había enseñado los números y menos a sumar. Posiblemente su madre sabía leer con dificultad, pero no escribir. Gauss nunca se sintió cercano a su padre, y durante toda su vida afirmó que sus capacidades las había heredado de su madre.




    La información más fiable disponible sobre el matemático alemán empieza en el año 1784, cuando el joven Carl entró en la escuela elemental. No todos los niños de su edad iban a la escuela en aquella época, pero para aquellos que crecían en las ciudades generalmente había mayores oportunidades, y en ese sentido Gauss tuvo mucha suerte. También la tuvo en otro sentido muy diferente; nos referimos a encontrar a un profesor que lo encaminase en sus primeros pasos académicos, Büttner, que era inusualmente competente. Büttner tuvo el mérito de reconocer la enorme capacidad del joven Gauss y distinguirlo con un interés personal de entre sus más de cincuenta condiscípulos. En 1786 solicitó y obtuvo de Hamburgo textos aritméticos especiales para tan excepcional estudiante, que pagó él mismo de su bolsillo. El asistente de Büttner durante aquellos años era Martin Bartels (1769-1836), que posteriormente sería profesor de matemáticas en la Universidad de Kazán y era solo ocho años mayor que Carl Friedrich. Él también reconoció rápidamente el genio de Gauss y le dedicó enorme atención. Ambos estudiaban juntos, se ayudaban para descifrar y entender los manuales de los que disponían sobre álgebra y análisis elemental. Durante esos años se empezaron a gestar algunas de las ideas y formas de ver las matemáticas que caracterizaron posteriormente a Gauss. En los libros de Bartels, Gauss se familiarizó con el binomio de Newton para exponentes no enteros y con las series infinitas, e inició los primeros pasos por el análisis matemático. Es curioso reseñar que, en la Universidad de Kazán, Bartels fue profesor de Nikolái Lobachevski (1792-1856), que sería uno de los matemáticos que desarrollarían la geometría no euclídea, área cuyo iniciador fue Gauss.




    




    

      MEJORANDO A NEWTON




      




      En colaboración con su profesor J.C. Martin Bartels, el joven Gauss consiguió una nueva demostración del binomio de Newton con coeficientes naturales, que es una fórmula que permite desarrollar la potencia de un binomio:
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      donde
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      k! n− k( )!




      




      es el número combinatorio n sobre k, y [image: ] se llama factorial de un número, y es el producto del número natural por todos aquellos que son menores que él.


    




    




    PRECOCIDAD ARITMÉTICA




    




    Hay una anécdota que ilustra la precocidad y facilidad de Gauss para los cálculos aritméticos. Cuando tenía nueve años, su profesor Büttner propuso a sus alumnos que sumaran los cien primeros números naturales, con la seguridad de que tardarían en resolverlo el tiempo suficiente para que él pudiera tomarse un merecido descanso. La costumbre dictaba que a medida que los alumnos terminaban el problema se levantaban y ponían su pizarra con la solución delante del maestro. Mientras los demás alumnos apenas se habían puesto a la tarea, en pocos segundos Gauss había dejado ya su pizarra sobre el escritorio del maestro, a la vez que exclamaba Ligget se! («¡Ahí está!»). Büttner pensó que Gauss estaba siendo insolente, pero cuando miró la pizarra vio que la respuesta, 5050, estaba allí, sin un solo paso de cálculo. El profesor pensó que había hecho trampa de alguna manera hasta que el jovencito Carl le explicó su razonamiento. Gauss no había abordado el problema directamente, acumulando sumas cada vez mayores y, por tanto, susceptibles de error, sino que se había aproximado a él «lateralmente». Se había dado cuenta de que la primera cifra (uno) y la última (cien) sumadas daban la misma cantidad (ciento uno) que la segunda y la penúltima, y el razonamiento se podía proseguir sin problema, o sea, 1+100=2+99=3+98=… = 50 + 51 = 101, con lo que tenía 50 parejas de números que sumaban 101 y cuyo producto es 5050.




    Gauss había aplicado, por supuesto sin saberlo, la fórmula de la suma de los términos de una progresión aritmética. En matemáticas, una progresión aritmética es una serie de números tales que la diferencia de dos términos sucesivos cualesquiera de la secuencia es una constante, cantidad llamada diferencia de la progresión, diferencia simplemente o razón. En el caso del problema propuesto a Gauss, la diferencia era 1. La expresión de la suma de una progresión aritmética es bastante sencilla: si los términos de nuestra sucesión son a1, a2, …, an, la suma Sn es:




    




    [image: ]




    




    En el caso de la suma de los n primeros números naturales, Tn, queda:
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    Si sustituimos en la fórmula anterior n=100, obtenemos 5050, como era de esperar.




    La demostración de la fórmula se puede hacer por varios procedimientos, algunos tan intuitivos como el uso de parejas que sumen igual, tal y como es posible que hiciera Gauss, pero para una demostración más formal se suele aplicar el llamado principio de inducción. Este método consiste en probar que un número natural n posee unas determinadas propiedades, y a continuación demostrar que si un natural cualquiera las posee, el siguiente lo hará también.




    La fuerza de la demostración matemática es que podemos afirmar que esa fórmula es cierta para la suma de cualquier serie de números naturales; no hay necesidad de más comprobaciones. Sin embargo, si pusiésemos los ordenadores actuales más rápidos a realizar esas sumas y comprobáramos que siempre se verificaba la fórmula, ello no supondría una verdad universal. Siempre sería posible pensar que nos quedaban números con los que comprobar lo que afirmamos y en alguno podría fallar. Pues bien, esa fue una de las grandes aportaciones de Gauss a las matemáticas: la necesidad de la prueba rigurosa. Antes de sus trabajos, se hacía mucha matemática especulativa, con afirmaciones basadas en ejemplos concretos, con lagunas conceptuales y pruebas incompletas. Sin embargo, Gauss, que no publicaba sus trabajos hasta tener para sí mismo la demostración más rigurosa posible, en sus escritos no solía incluir las demostraciones completas de sus resultados, dificultando su comprensión por sus contemporáneos. Su idea de los trabajos matemáticos era presentarlos perfectos, y pensaba que las demostraciones detalladas quitaban brillantez a la obra. Para él era como mostrar un edificio en que todavía estuviesen los andamios que habían permitido su construcción.




    




    LOS NÚMEROS TRIANGULARES




    




    La anécdota de la suma de los cien primeros números naturales y la fórmula general que hemos probado sirve también para introducir un tema al que Gauss dedicó mucho tiempo en su juventud: los números triangulares. De hecho, el matemático británico Marcus du Sautoy en su libro La música de los números primos (2003), incluye una novedosa explicación del modo en que Gauss llegó al resultado de 5050, usando números triangulares.




    




    

      EL PRINCIPIO DE INDUCCIÓN




      




      El principio de inducción aplicado a la demostración de la fórmula de la suma de los n números naturales tiene las tres premisas básicas siguientes:




      




      a) Comprobamos la validez de nuestra hipótesis para el caso n = 1.




      b) Suponemos que es cierto para n– 1 .




      c) Basándonos en a) y b), lo probamos para n.




      




      Si conseguimos probar c) usando a) y b), entonces la afirmación es cierta para todos los números naturales. La idea que subyace en b) y c) es que si es cierto para un número, también lo es para el siguiente. Como lo probamos para n = 1 en a), el resto es inmediato. Apliquemos el principio de inducción a la fórmula de la suma de los n primeros números naturales:
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      a) Para n = 1, tenemos:
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      Suponemos que para n – 1 la suma vale:
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      c) Así, la suma Tn = Tn–1 + n, con lo que aplicando b) tenemos que:
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      que completa la demostración.


    




    




    Un número triangular es aquel cuyas unidades pueden recomponerse en la forma de un triángulo equilátero (por convención, el primer número triangular es el 1). El concepto de número triangular fue introducido por Pitágoras, que estudió algunas de sus propiedades. Los pitagóricos estaban muy interesados en las cualidades estéticas de los números. En la figura se muestran los seis primeros números triangulares.




    Si se observa con atención el valor de los primeros números triangulares, se puede ver que coincide con el valor de la serie Tn de la suma de los n primeros números naturales. Obviamente, no es casualidad, pues en la construcción de un número triangular cada fila tiene un elemento más que la anterior, y la primera empieza por 1. Así, saber si un número cualquiera es triangular equivale a comprobar que dicho número coincide con el valor de Tn para algún n. Así pues, cada número triangular Tn está definido por la siguiente fórmula:
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    Por tanto, el problema de la suma propuesto a Gauss sería equivalente a calcular el número triangular cuya fila de la base valiera 100. La mejor forma de hacer este cálculo sin grandes conocimientos matemáticos es tomar otro triángulo igual, darle la vuelta y ponerlo al lado del primero. En este caso tenemos un rectángulo de 100 unidades de largo y 101 de ancho. Para que la transformación quede clara hemos de cambiar previamente los triángulos equiláteros por triángulos rectángulos (con uno de sus ángulos recto) sin más que desplazar las filas. Cuando tenemos un rectángulo, el cálculo del número total de unidades es muy sencillo, pues se trata del producto de sus lados 100 × 101 = 10100. Por tanto, un único triángulo contiene la mitad de las unidades, o sea 5050. La figura siguiente ayuda a comprender la construcción del rectángulo a partir de dos números triangulares iguales. Por razones de espacio, trabajaremos con T3 en vez de T100, ya que eso no afecta al razonamiento. Para mayor claridad notaremos por X las unidades del primer número triangular, y por Z, las del segundo.
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    Un número triangular es aquel que puede expresarse en forma de triángulo. Aquí aparecen representados los seis primeros. Gauss descubrió que cualquier número entero positivo puede representarse como la suma de, como máximo, tres números triangulares.
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    Como vemos, queda un rectángulo de 4×3, como era de esperar. Y, en general, la suma de dos números triangulares Tn da lugar a un rectángulo n×(n +1), con lo que para saber el número de elementos de Tn basta con dividir por 2, obteniéndose de nuevo, y por otro razonamiento distinto, que la fórmula de construcción de números triangulares es:
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    Es difícil precisar cuál de los dos tipos de razonamiento fue usado por el joven Gauss, pero no es descartable que hubiera comprendido que lo que se le pedía era calcular el número triangular de base 100 unidades, habida cuenta del interés que desde muy joven demostró por los números triangulares y sus propiedades. Así, en su diario matemático hay una entrada del 18 de julio de 1796 que dice literalmente: «¡Eureka! num = Δ + Δ + Δ», lo cual, una vez traducido su críptico lenguaje, equivale a uno de sus teoremas más conocidos, el que afirma que todo entero positivo puede representarse como la suma de un máximo de tres números triangulares. Démonos cuenta de que este teorema no implica que los números triangulares tengan que ser diferentes (como ocurre en el caso de 20 = 10 + 10), ni tampoco que deba haber una solución con exactamente tres números triangulares, sino que ese es el número máximo de números triangulares que necesitaremos, pues en el ejemplo anterior nos basta con dos y, evidentemente, si el número es triangular basta con uno, que es el propio número. La alegría estaba más que justificada. El joven Gauss acababa de resolver uno de los retos del viejo Fermat (1601-1665). Y no un reto cualquiera… Hasta el gran Leonhard Euler (1707-1783) se había estrellado con él. Más adelante hablaremos de Fermat y Euler de manera más extensa, porque sus trabajos volverían a tener coincidencias con los de Gauss. Esta vez Gauss iba a ser el primero de la historia que proporcionara la respuesta a una de las célebres conjeturas de Fermat. En matemáticas, una conjetura no es más que un resultado que aparentemente es cierto, pero que no se ha podido probar de forma rigurosa y analítica, pero para el que tampoco se ha podido encontrar un contraejemplo que lo desmienta.
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