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   NOTA SOBRE LA PRESENTE TRADUCCIÓN




  La presente traducción sigue la edición de J. L. Heiberg y H. Mengue, Euclidis Opera omnia , vols. I-IV, Leipzig, 1883-1886. Como en el volumen anterior, pongo entre paréntesis aquellas palabras o frases que no aparecen en el texto griego y que considero necesarias para la comprensión del mismo.




  Por otra parte, dada la importancia de la formulación original de la relación de proporción hos… hoútos: «como… es a…, así… es a…», mantendré esta traducción, a pesar de que en castellano su forma más frecuente es: «…es a… como… es a…».




  Conste, en fin, mi agradecimiento a Luis Vega por su colaboración en las notas.




   LIBRO QUINTO




  DEFINICIONES




  1.Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la mayor, cuando mide a la mayor 1 .




  2.Y la mayor es múltiplo de la menor cuando es medida por la menor.




  3.Una razón es determinada relación con respecto a su tamaño entre dos magnitudes homogéneas 2 .




   4.Se dice que guardan razón entre sí las magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a otra 3 .




   5.Se dice que una primera magnitud guarda la misma razón 4 con una segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimúltiplos de la primera  y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimúltiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente 5 .




  6.Llámense proporcionales las magnitudes que guardan la misma razón 6 .




   7.Entre los equimúltiplos, cuando el múltiplo de la primera excede al múltiplo de la segunda pero el múltiplo de la tercera no excede al múltiplo de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda con la segunda una razón mayor que la tercera con la cuarta 7 .




  8.Una proporción entre tres términos es la menor posible 8 .




  9.Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice que la primera guarda con la tercera una razón duplicada de la que (guarda) con la segunda.




  10.Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice que la primera guarda con la cuarta una razón triplicada de la que (guarda) con la segunda, y así siempre, sucesivamente, sea cual fuere la proporción 9 .




  11.Se llaman magnitudes correspondientes las antecedentes en relación con las antecedentes y las consecuentes con las consecuentes 10 .




   12.Una razón por alternancia consiste en tomar el antecedente en relación con el antecedente y el consecuente en relación con el consecuente 11 .




  13.Una razón por inversión consiste en tomar el consecuente como antecedente en relación con el antecedente como consecuente 12 .




  14.La composición de una razón consiste en tomar el antecedente junto con el consecuente como una sola (magnitud) en relación con el propio consecuente 13 .




   15.La separación de una razón consiste en tomar el exceso por el que el antecedente excede al consecuente en relación con el propio consecuente 14 .




  16.La conversión de una razón consiste en tomar el antecedente en relación con el exceso por el que el antecedente excede al consecuente 15 .




  17.Una razón por igualdad 16 se da cuando, habiendo varias magnitudes y otras iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razón, sucede que como la primera es a la última—entre las primeras magnitudes—, así —entre las segundas magnitudes— la primera es a la última; o, dicho de otro modo, consiste en tomar los extremos sin considerar los medios 17 .




   18.Una proporción perturbada 18 se da cuando habiendo tres magnitudes y otras iguales a ellas en número, sucede que como el antecedente es al consecuente —entre las primeras magnitudes—, así —entre las segundas magnitudes—el antecedente es al consecuente, y como el consecuente es a alguna otra (magnitud) —entre las primeras magnitudes—, así —entre  las segundas magnitudes—alguna otra (magnitud) es al antecedente 19 .




  PROPOSICIÓN 1




  Si hay un número cualquiera de magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una sea múltiplo de otra, tantas veces lo serán todas de todas .




  Sean un número cualquiera de magnitudes AB , ΓΔ respectivamente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitudes E , Z iguales en número.
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  Digo que, cuantas veces AB sea múltiplo de E , tantas veces lo serán también AB , ΓΔ de E , Z .




   Pues dado que AB es equimúltiplo de E y ΓΔ de Z , entonces, cuantas magnitudes iguales a E hay en AB , tantas hay también en ΓΔ iguales a Z . Divídase AB en las magnitudes AH , HB iguales a E y ΓΔ en las (magnitudes) ΓΘ , ΘΔ iguales a Z ; entonces el número de las (magnitudes) AH , HB será igual al número de las (magnitudes) ΓΘ , ΘΔ . Ahora bien, como AH es igual a E y ΓΘ a Z , entonces AH es igual a E y AH , ΓΘ a E , Z . Por lo mismo, HB es igual a E y HB , ΘΔ a E , Z ; por tanto, cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a E , tantas hay también en AB , ΓΔ iguales a E , Z ; luego cuantas veces sea AB múltiplo de E , tantas veces lo serán también AB , ΓΔ de E , Z .




  Por consiguiente, si hay un número cualquiera de magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una sea múltiplo de otra, tantas veces lo serán también todas de todas. Q . E . D .




   PROPOSICIÓN 2




  Si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta, y una quinta es también el mismo múltiplo de la segunda que una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta será el mismo múltiplo de la segunda que la suma de la tercera y la sexta de la cuarta .




  Pues sea la primera (magnitud), AB , el mismo múltiplo de la segunda, Γ , que la tercera, ΔE , de la cuarta, Z , y sea la quinta, BH , el mismo múltiplo de la segunda, Γ , que la sexta, EΘ , de la cuarta, Z .
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   Digo que la suma de la primera y la quinta, AH , es el mismo múltiplo de la segunda, Γ , que la (suma de) la tercera y la sexta, ΔΘ , de la cuarta, Z .




   Pues, dado que AB es el mismo múltiplo de Γ que ΔE de Z , entonces, cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a Γ ,  tantas hay también en ΔE iguales a Z . Y, por lo mismo, cuantas (magnitudes) hay en BH iguales a Γ , tantas hay también en EΘ iguales a Z ; así pues, cuantas (magnitudes) hay en la (magnitud) entera AH iguales a Γ , tantas hay también en la (magnitud) entera ΔΘ iguales a Z ; por tanto, cuantas veces AH es múltiplo de Γ , tantas veces lo será ΔΘ de Z . Luego la suma de la primera y la quinta, AH , será también el mismo múltiplo de la segunda, Γ , que la (suma de) la tercera y la sexta, ΔΘ , de la cuarta, Z .




  Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta y una quinta es también el mismo múltiplo de la segunda que una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta será el mismo múltiplo de la segunda que la suma de la tercera y la sexta de la cuarta. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 3




  Si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta, y se toman equimúltiplos de la primera y la tercera, también por igualdad 20  cada una de las dos (magnitudes) tomadas serán equimúltiplos, respectivamente, una de la segunda, y la otra de la cuarta .




  Pues sea la primera, A , el mismo múltiplo de la segunda, B , que la tercera, Γ , de la cuarta, Δ , y tómense los equimúltiplos EZ , HΘ de A , Γ .
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  Digo que EZ es el mismo múltiplo de B que HΘ de Δ .




  Pues dado que EZ es el mismo múltiplo de A que EZ de Γ , entonces, cuantas (magnitudes) hay en EZ iguales a A , tantas hay también en HΘ iguales a Γ . Divídase EZ en las magnitudes EK , KZ iguales a A , y HΘ en las (magnitudes) HΛ , ΛΘ iguales a Γ . Entonces el número de las (magnitudes) EK , KZ será igual al número de las (magnitudes) HΛ , ΛΘ . Y puesto que A es el mismo múltiplo de B que Γ de Δ , mientras que EK es igual a A y HΛ a Γ , entonces EK es el mismo múltiplo de B que HΛ de Δ . Por lo mismo KZ es el mismo múltiplo de B que ΛΘ de Δ . Así pues, dado que la primera, EK , es el mismo múltiplo de la segunda, B , que la tercera, HΛ , de la cuarta, Δ , y la quinta, KZ , también es el mismo múltiplo de la segunda, B , que la sexta, ΛΘ , de la cuarta, Δ ; entonces la suma de la primera y la quinta, EZ , es también el mismo múltiplo de la segunda, B , que la (suma de) la tercera y la sexta, HΘ , de la cuarta, Δ [V, 2].




   Por consiguiente, si una primera magnitud es el mismo múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta, y se toman equimúltiplos de la primera y la tercera, también, por igualdad, cada una de las dos (magnitudes) tomadas serán equimúltiplos, respectivamente, una de la segunda y la otra de la cuarta. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 4




  Si una primera (magnitud) guarda la misma razón con una segunda que una tercera con una cuarta, cualesquiera equimúltiplos de la primera y la tercera guardarán la misma razón con cualesquiera equimúltiplos de la segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondiente .




  Pues guarde la primera (magnitud), A , la misma razón con la segunda, B , que la tercera, Γ , con la cuarta, Δ , y tómense los equimúltiplos E , Z de A , Γ , y otros equimúltiplos tomados al azar 21 H , Θ , de B , Δ .




  Digo que como E es a H , así Z es a Θ .




  Pues tómense los equimúltiplos K , Λ de E , Z , y otros equimúltiplos tomados al azar, M , N de H , Θ .




  Dado que E es el mismo múltiplo de A que Z de Γ , y se han tomado los equimúltiplos K , Λ de E , Z , entonces K es el mismo múltiplo de A que Λ de Γ [V, 3]. Por lo mismo M es el mismo múltiplo de B que N de Λ . Ahora bien, puesto que A es a B como Γ a Δ , y se han tomado los equimúltiplos K , Λ de  A , Γ y otros equimúltiplos tomados al azar M , N de B , Δ , entonces, si K excede a M , Λ también excede a N , y si es igual, es igual, y si menor, menor [V, Def. 5]. Ahora bien, K , Λ son equimúltiplos de E , Z , y M , N otros equimúltiplos tomados al azar de H , Θ ; por tanto como E es a H , así Z a Θ [V, Def. 5].
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  Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda la misma razón con una segunda que una tercera con una cuarta, cualesquiera equimúltiplos de la primera y la tercera guardarán la misma razón con cualesquiera equimúltiplos de la segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondiente. Q . E . D .




   PROPOSICIÓN 5




  Si una magnitud es el mismo múltiplo de otra que una (magnitud) quitada (a la primera) lo es de otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la primera) será también el mismo múltiplo de la (magnitud) restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la (magnitud) entera .




  Pues sea la magnitud AB el mismo múltiplo de la (magnitud) ΓΔ que la (magnitud) quitada AE de la (magnitud) quitada ΓZ .




  Digo que la (magnitud) restante EB será también el mismo múltiplo de la (magnitud) restante ZΔ que la (magnitud) entera AB de la (magnitud) entera ΓΔ .




  Así pues, cuantas veces sea AE múltiplo de ΓZ , tantas veces lo sea EB de ΓH 22 .
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  Y dado que AE es el mismo múltiplo de ΓZ que EB de HΓ , entonces AE es el mismo múltiplo de ΓZ que AB de HZ [V, 1]. Pero se ha asumido 23 que AE sea el mismo múltiplo de ΓZ que AB de ΓΔ . Por tanto, AB es el mismo múltiplo de cada una de las dos (magnitudes) HZ , ΓΔ ; luego HZ es igual a ΓΔ . Quítese de ambas ΓZ ; entonces la restante HΓ es igual a la restante ZΔ . Y puesto que AE es el mismo múltiplo de ΓZ que EB de HΓ , y  HΓ es igual a ΔZ , entonces AE es el mismo múltiplo de ΓZ que EB de ZΔ . Pero se ha supuesto que AE es el mismo múltiplo de ΓZ que AB de ΓΔ ; por tanto EB es el mismo múltiplo de ZΔ que AB de ΓΔ . Luego la restante (magnitud) EB también será el mismo múltiplo de ZΔ que la (magnitud) entera AB de la (magnitud) entera ΓΔ .




  Por consiguiente, si una magnitud es el mismo múltiplo de otra que una (magnitud) quitada (a la primera) lo es de otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la primera) será también el mismo múltiplo de la (magnitud) restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la (magnitud) entera. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 6




  Si dos magnitudes son equimúltiplos de dos magnitudes y ciertas (magnitudes) quitadas (de ellas) son equimúltiplos de estas (dos segundas), las restantes también son o iguales a las mismas o equimúltiplos de ellas .




  Pues sean dos magnitudes AB , ΓΔ equimúltiplos de dos magnitudes E , Z , y sean las (magnitudes) quitadas AH , ΓΘ equimúltiplos de las mismas E , Z .




  Digo que las (magnitudes) restantes HB , ΘΔ también son iguales a E , Z o equimúltiplos de ellas.
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  Pues sea en primer lugar HB igual a E .




  Digo que ΘΔ es también igual a Z .




  Así pues, hágase ΓK igual a Z . Dado que AH es el mismo múltiplo de E que ΓΘ de Z , y que  HB es igual a E y KΓ a Z , entonces AB es el mismo múltiplo de E que KΘ de Z [V, 2]. Pero se ha supuesto que AB es el mismo múltiplo de E que ΓA de Z ; por tanto KΘ es el mismo múltiplo de Z que ΓΔ de Z . Así pues, dado que cada una de las (magnitudes) KΘ , ΓΔ es el mismo múltiplo de Z , entonces KΘ es igual a ΓΔ . Quítese de ambos ΓΘ ; entonces la (magnitud) restante KΓ es igual a la (magnitud) restante ΘΔ . Pero Z es igual a KΓ ; entonces ΘΔ también es igual a Z . De modo que si HB es igual a E , también ΘΔ será igual a Z .




  De manera semejante demostraríamos que, si HB es múltiplo de E , ΘΔ será también el mismo múltiplo de Z 24 .




  Por consiguiente, si dos magnitudes son equimúltiplos de dos magnitudes, y ciertas (magnitudes) quitadas (de ellas) son equimúltiplos de estas (dos segundas), las restantes también son o iguales a las mismas o equimúltiplos de ellas. Q . E . D . 25 .




   PROPOSICIÓN 7




  Las (magnitudes) iguales guardan la misma razón con una misma (magnitud) y la misma (magnitud) guarda la misma razón con las (magnitudes) iguales .




  Sean A , B las magnitudes iguales y Γ otra, tomada al azar 26 .
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  Digo que cada una de las (magnitudes) A , B guarda la misma razón con Γ y Γ con cada una de las (magnitudes) A , B .




  Pues tómense los equimúltiplos Δ , E de A , B y otro equimúltiplo al azar, Z de Γ .




  Así pues, dado que Δ es el mismo múltiplo de A que E de B , y A es igual a B , entonces Δ es también igual a E . Pero Z es otra (magnitud) tomada al azar. Entonces, si Δ excede a Z , E también excede a Z , y si es igual es igual, y si es menor, menor. Ahora bien, Δ , E son equimúltiplos de A , B , y Z otro equimúltiplo, al azar, de Γ ; entonces, como A es a Γ , así B es a Γ [V, Def. 5].




  Digo que Γ guarda también la misma razón con cada una de las (magnitudes) A , B .




   Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos de manera semejante que Δ es igual a E ; pero Z es alguna otra (magnitud), entonces, si Z excede a Δ , excede también a E , y si es igual, también es igual, y si es menor, menor. Ahora bien, Z es múltiplo de Γ , mientras que Δ , E son otros equimúltiplos, tomados al azar de A , B ; por tanto, como Γ es a A , así Γ es a B [V, Def. 5].




  Por consiguiente, las (magnitudes) iguales guardan la misma razón con una misma (magnitud) y la misma (magnitud) (guarda la misma razón) con las (magnitudes) iguales.




  Porisma:




  A partir de esto queda claro que, si algunas magnitudes son proporcionales, también son proporcionales por inversión [V, Def. 13]. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 8




  De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma (magnitud) una razón mayor que la menor, y la misma (magnitud) guarda con la menor una razón mayor que con la mayor .




  Sean AB , Γ magnitudes desiguales, y sea la mayor AB , y otra, al azar, Δ .




  Digo que AB guarda con Δ una razón mayor que Γ con Δ , y Δ guarda con Γ una razón mayor que con AB .




  Pues como AB es mayor que Γ , hágase BE igual a Γ , entonces la menor de las (magnitudes) AE , EB , multiplicada, será alguna vez mayor que Δ [V, Def. 4]. En primer lugar, sea AE menor que EB , y multiplíquese AE , y sea su múltiplo ZH que es mayor que Δ , y, cuantas veces ZH es múltiplo de  AE , tantas veces lo sea también HΘ de EB y K de Γ ; tómese Λ doble de Δ y M triple (de Δ ), y así sucesivamente 27 hasta que el múltiplo tomado de Δ sea el primero mayor que K . Tómese y sea N , el cuádruplo de Δ , el primero mayor que K .
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  Así pues, dado que K es el primero menor que N , entonces K no es menor que M ; y, dado que ZH es el mismo múltiplo de AE que HΘ de EB , entonces ZH es el mismo múltiplo de AE que ZΘ de AB [V, 1]. Ahora bien, ZH es el mismo múltiplo de AE que K de Γ ; luego ZΘ es el mismo múltiplo de AB que K de Γ . Por tanto ZΘ , K son equimúltiplos de AB , Γ . Como HΘ es a su vez el mismo múltiplo de EB que K de Γ , y EB es igual a Γ , entonces HΘ es también igual a K ; pero K no es menor que M ; por tanto HΘ tampoco es menor que M . Pero ZH es mayor que Δ ; así pues, la (magnitud) entera ZΘ es mayor que Δ y M juntas.




  Ahora bien, Δ y M juntas son iguales a N , puesto que M es efectivamente el triple de Δ , mientras que M y Δ juntas son el cuádruple de Δ , y N es también el cuádruple de Δ ; por tanto M y Δ juntas son iguales a N . Pero ZΘ es mayor que M , Δ ; luego ZΘ excede a N ; mientras que K no excede a N . Y ZΘ , K son equimúltiplos de AB , Γ , mientras que N es otro (múltiplo), tomado al azar, de Δ ; por consiguiente AB guarda una razón mayor con Δ que Γ con Δ [V, Def. 7].




   Digo además que Δ guarda también una razón mayor con Γ que Δ con AB .




  Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos de manera semejante que N excede a K , mientras que N no excede a ZΘ . Y N es múltiplo de Δ , mientras que ZΘ , K son otros equimúltiplos tomados al azar de AB , Γ ; por consiguíente Δ guarda con Γ una razón mayor que Δ con AB [V, Def. 7].
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  Sea ahora AE mayor que EB . Entonces la menor EB , multiplicada, será alguna vez mayor que Δ [V, Def. 4]. Multipliqúese y sea HΘ un múltiplo de EB , y mayor que Δ ; y, cuantas veces HΘ es múltiplo de EB , tantas veces sea también ZH múltiplo de AE y K de Γ . De manera semejante demostraríamos que ZΘ , K son equimúltiplos de AB , Γ ; tómese parejamente N como múltiplo de Δ y el primero mayor que ZH ; de modo que de nuevo ZH no es menor que M , y HΘ es mayor que Δ ; entonces la (magnitud) entera ZΘ excede a Δ , M , es decir a N . Pero K no excede a N , puesto que ZH que es mayor que HΘ , es decir que K , tampoco excede a N . Y del mismo modo siguiendo los pasos de arriba completamos la demostración.




  Por consiguiente, de las magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma (magnitud) una razón mayor que la menor; y la misma (magnitud) guarda con la menor una razón mayor que con la mayor. Q . E . D .




   PROPOSICIÓN 9




  Las (magnitudes) que guardan con una misma (magnitud) la misma razón son iguales entre sí; y aquellas con las que una misma (magnitud) guarda la misma razón, son iguales .




  Pues guarde cada una de las (magnitudes) A , B la misma razón con Γ .
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  Digo que A es igual a B .




  Pues, si no, cada una de las (magnitudes) A , B no guardaría la misma razón con Γ [V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B .




  Guarde a su vez Γ la misma razón con cada una de las (magnitudes) A , B .




  Digo que A es igual a B .




  Pues, si no, Γ no guardaría la misma razón con cada una de las (magnitudes) A , B [V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B .




  Por consiguiente, las (magnitudes) que guardan con una misma (magnitud) la misma razón son iguales entre sí; y aquellas con las que una misma (magnitud) guarda la misma razón, son iguales. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 10




  De las (magnitudes) que guardan razón con una misma (magnitud), la que guarda una razón mayor, es mayor. Y  aquella con la que la misma (magnitud) guarda una razón mayor, es menor .




  Pues guarde A con Γ una razón mayor que B con Γ .




  Digo que A es mayor que B .




  Pues, si no, o A es igual a B o es menor. Ahora bien, A no es igual a B : pues (entonces) cada una de las (magnitudes) A , B guardaría la misma razón con Γ [V, 7]; pero no la guarda; luego A no es igual a B . Ahora bien, A tampoco es menor que B : pues (entonces) A guardaría con Γ una razón menor que B con Γ [V, 8]; pero no la guarda; luego A no es menor que B . Y se ha demostrado que tampoco es igual. Por tanto A es mayor que B .
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  Guarde a su vez Γ con B una razón mayor que Γ con A .




  Digo que B es menor que A .




  Pues, si no, o es igual o es mayor. Ahora bien, B no es igual a A : pues (entonces) Γ guardaría con cada una de las (magnitudes) A , B la misma razón [V, 7]; pero no la guarda; luego A no es igual a B . Ahora bien, tampoco B es mayor que A : pues (entonces) Γ guardaría una razón menor con B que con A [V, 8]; pero no la guarda; luego B no es mayor que A . Y se ha demostrado que tampoco es igual; por tanto B es menor que A .




  Por consiguiente, de las (magnitudes) que guardan razón con una misma (magnitud), la que guarda una razón mayor, es mayor. Y aquella con la que la misma (magnitud) guarda mayor razón, es menor. Q . E . D . 28 .




   PROPOSICIÓN 11




  Las razones que son iguales a una misma razón son también iguales entre sí 29 .




  Pues, como A es a B sea así Γ a Δ , y, como Γ es a Δ así E a Z .




  Digo que como A es a B así E es a Z .




  Tómense los equimúltiplos H , Θ , K de A , Γ , E y otros equimúltiplos, tomados al azar, Λ , M , N de B , Δ , Z .
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  Y puesto que como A es a B , así Γ es a Δ , y se han tomado los equimúltiplos H , Θ de A , Γ , y otros equimúltiplos, tomados al azar, Λ , M de B , Δ , entonces, si H excede a Λ , también Θ excede a M , y si es igual, es igual, y si menor, menor.




   Asimismo, puesto que E es a Z como Γ es a Δ , y se han tomado los equimúltiplos Θ , K de Γ , E y otros equimúltiplos, tomados al azar, M , N de Δ , Z , entonces, si Θ excede a M , también K excede a N , y si es igual, es igual, y si menor, menor. Pero si Θ excede a M , también H excede a Λ , y si es igual, es igual, y si menor, menor; de modo que, si H excede a Λ , K excede también a N , y si es igual, es igual, y si menor, menor. Ahora bien, H , K son equimúltiplos de A , E , y Λ , N otros equimúltiplos, tomados al azar, de B , Z ; por tanto, como A es a B , así E a Z .




  Por consiguiente, las razones que son iguales a una misma razón, también son iguales entre sí. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 12




  Si un número cualquiera de magnitudes fueren proporcionales, como sea una de las antecedentes a una de las consecuentes, así serán todas las antecedentes a las consecuentes 30 .




  Sean A , B , Γ , Δ , E , Z un número cualquiera de magnitudes proporcionales, (de modo que) como A es a B , así son Γ a Δ y E a Z .




  Digo que como A es a B , así serán A , Γ , E a B , Δ , Z .




  Tómense pues los equimúltiplos H , Θ , K de A , Γ , E y otros equimúltiplos, tomados al azar, Λ , M , N de B , Δ , Z .




   Ahora bien, puesto que Γ es a Δ y E a Z como A es a B ; y se han tomado los equimúltiplos H , Θ , K de A , Γ , E ; y otros equimúltiplos, tomados al azar, Λ , M , N de B , Δ , Z ; entonces, si H excede a Λ , también Θ a M y K a N , y si es igual, igual, y si menor, menor. De modo que, si H excede a Λ , también H , Θ , K (exceden) a Λ , M , N , y si es igual, (son) iguales, y si menor, menores. Tanto H como H , Θ , K son equimúltiplos de A y de A , Γ , E , pues, en efecto, si hay un número cualquiera de magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una de las magnitudes es múltiplo de otra, tantas veces lo serán también todas de todas [V, 1].




  [image: image]




  Por la misma razón, tanto Λ como Λ , M , N son equimúltiplos de B y de B , Δ , Z; luego, como A es a B , así A , Γ , E a B , Δ , Z [V, Def. 5].




  Por consiguiente, si un número cualquiera de magnitudes fueren proporcionales, como sea una de las antecedentes a una de las consecuentes, así serán todas las antecedentes a las consecuentes. Q . E . D .




   PROPOSICIÓN 13




  Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una razón mayor que una quinta con una sexta, la primera guardará también con la segunda una razón mayor que la quinta con la sexta .




  Guarde pues la primera, A , con la segunda, B , la misma razón que la tercera, Γ , con la cuarta, Δ ; y guarde la tercera, Γ , con la cuarta, Δ , una razón mayor que la quinta, E , con la sexta, Z .




  [image: image]




  Digo que la primera, A , guardará también con la segunda, B , una razón mayor que la quinta, E , con la sexta, Z .




  Pues como hay algunos equimúltiplos de Γ , E y otros equimúltiplos, tomados al azar, de Δ , Z , tales que el múltiplo de Γ excede al múltiplo de Δ pero el múltiplo de E no excede al múltiplo de Z [V, Def. 7], tómense y sean H , Θ equimúltiplos de Γ , E ; y K , Λ otros equimúltiplos al azar de Δ , Z , de modo que H exceda a K pero Θ no exceda a Λ ; y cuantas veces H sea múltiplo de Γ , tantas veces lo sea también M de A , y cuantas veces sea múltiplo K de Δ , tantas veces lo sea también N de B .




  [image: image]




   Y puesto que Γ es a Δ como A es a B , y se han tomado los equimúltiplos M , H de A , Γ y otros equimúltiplos, tomados al azar, N , K de B , Δ , entonces, si M excede a N , también H excede a K , y si es igual, es igual, y si menor, menor [V, Def. 5]. Pero H excede a K ; luego M también excede a N . Ahora bien, Θ no excede a Λ ; y M , Θ son equimúltiplos de A , E , mientras que N , Λ (son) otros equimúltiplos, tomados al azar, de B , Z ; luego A guarda con B una razón mayor que E con Z [V, Def. 7].




  Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una razón mayor que una quinta con una sexta, la primera guardará también con la segunda una razón mayor que la quinta con la sexta. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 14




  Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta y la primera es mayor que la tercera, la segunda será también mayor que la cuarta, y si es igual, será igual, y si menor, menor .




  Guarde pues la primera, A , con la segunda, B , la misma razón que la tercera, Γ , con la cuarta, Δ , y sea A mayor que Γ .




  Digo que también B es mayor que Δ .




  Pues como A es mayor que Γ y B otra (magnitud), tomada al azar, entonces A guarda una mayor razón con B que Γ con B [V, 8]. Pero como A es a B , así Γ es a Δ ; entonces Γ guarda también con Δ una razón mayor que Γ con B [V, 13]. Ahora bien, aquella con la que una  misma magnitud guarda una razón mayor, es menor [V, 10]; así pues, Δ es menor que B ; de modo que B es mayor que Δ .




  [image: image]




  De manera semejante demostraríamos que si A es igual a Γ , B también será igual a Δ y si A es menor que Γ , B será también menor que Δ .




  Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, y la primera es mayor que la tercera, la segunda será también mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si menor, menor. Q . E . D . 31 .




  PROPOSICIÓN 15




  Las partes guardan la misma razón entre sí que sus mismos múltiplos 32 , tomados en el orden correspondiente .




  Sea pues AB el mismo múltiplo de Γ que ΔE de Z .




  Digo que como Γ es a Z , así AB a ΔE .




  Pues dado que AB es el mismo múltiplo de Γ que ΔE de Z , entonces, cuantas magnitudes iguales a Γ hay en AB , otras tantas (habrá) iguales a Z en ΔE . Divídase AB en las (magnitudes) AH , HΘ , ΘB iguales a Γ , y ΔE en las (magnitudes) ΔK , KΛ , ΛE iguales a Z ; entonces el número de las (magnitudes) AH , HΘ , ΘB será igual al número de las (magnitudes) ΔK , KΛ , ΛE . Y puesto que AH , HΘ , ΘB son iguales  entre sí y ΔK , KΛ , ΛE son también iguales entre sí, entonces, como AH es a ΔK , así HΘ a KΛ , y ΘB a ΛE [V, 7]. Por tanto, como una de las antecedentes es a una de las consecuentes, así todas las antecedentes serán también a todas las consecuentes [V, 12]; entonces, como AH es a ΔK , así AB a ΔE . Ahora bien, AH es igual a Γ , y ΔK a Z ; luego, como Γ es a Z , así AB a ΔE .




  [image: image]




  Por consiguiente, las partes guardan la misma razón entre sí que sus mismos múltiplos tomados en el orden correspondiente. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 16




  Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia serán proporcionales .




  Sean A , B , Γ , Δ , cuatro magnitudes proporcionales, (a saber) como A es a B , así Γ a Δ .




  Digo que lo serán también por alternancia, (a saber) como A es a Γ así B a Δ .




  Tómense los equimúltiplos E , Z de A , B y otros equimúltiplos, tomados al azar, H , Θ de Γ , Δ . Y puesto que E es el mismo múltiplo de A que Z de B , las partes guardan la misma razón que sus mismos múltiplos [V, 15]; entonces, como A es a B así E a Z . Pero como A es a B , así Γ a Δ ; luego, como  Γ es a Δ , así también E a Z [V, 11]. A su vez, puesto que H , Θ son equimúltiplos de Γ , Δ , entonces, como Γ es a Δ , así H a Θ [V, 15]. Pero como Γ es a Δ así E a Z ; luego como E es a Z , así también H a Θ [V, 11]. Ahora bien, si cuatro magnitudes son proporcionales, y la primera es mayor que la tercera, la segunda será también mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si es menor, menor [V, 14]. Por tanto, si E excede a H , también Z excede a Θ , y si es igual, es igual, y si menor, menor. Ahora bien, E , Z son equimúltiplos de A , B , y H , Θ , otros (equimúltiplos), tomados al azar, de Γ , Δ ; luego, como A es a Γ , así B a Δ [V, Def. 5].




  [image: image]




  Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia serán proporcionales. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 17




  Si unas magnitudes son proporcionales por composición, también por separación serán proporcionales 33 .




  Sean AB , BE , ΓΔ , ΔZ magnitudes proporcionales por composición (de modo) que como AB es a BE , así ΓΔ es a ΔZ .




  Digo que también por separación serán proporcionales, de modo que, como AE sea a EB , así ΓZ será a ΔZ .




   Pues tómense los equimúltiplos HΘ , ΘK , ΛM , MN de AE , EB , ΓZ , ZΔ y otros equimúltiplos, tomados al azar, KΞ , NΠ de EB , ZΔ .




  Y dado que HΘ es el mismo múltiplo de AE que ΘK de EB , entonces HΘ es el mismo múltiplo de AE que HK de AB [V, 1]. Pero HΘ es el mismo múltiplo de AE que ΛM de ΓZ ; entonces HK es el mismo múltiplo de AB que ΛM de ΓZ . Como ΛM es a su vez el mismo múltiplo de ΓZ que MN de ZΔ , entonces ΛM es el mismo múltiplo de ΓZ que ΛN de ΓΔ [V, 1]. Pero ΛM era el mismo múltiplo de ΓZ que HK de AB ; así pues HK es el mismo múltiplo de AB que ΛN de ΓΔ . Por tanto HK , ΛN son equimúltiplos de AB , ΓΔ . Como ΘK es a su vez el mismo múltiplo de EB que MN de ZΔ , y KΞ es también el mismo múltiplo de EB que NΠ de ZΔ , la suma ΘΞ es también el mismo múltiplo de EB que MΠ de ZΔ [V, 2]. Ahora bien, dado que, como AB es a BE , así ΓΔ es a ΔZ , y se han tomado los equimúltiplos HK , ΛN de AB , ΓΔ y los equimúltiplos ΘΞ , MΠ de EB , ZΔ , entonces, si HK excede a ΘΞ , ΛN excede también a MΠ , y si es igual, es igual, y si menor, menor. Exceda HK a ΘΞ ; entonces, si se quita la (magnitud) común, ΘK , también HΘ excede a KΞ . Pero si HK excedía a ΘΞ , ΛN también excedía a MΠ ; luego ΛN excede también a MΠ , y si se quita la (magnitud) común MN , ΛM también excede a NΠ ; de modo que, si HΘ excede a KΞ , ΛM excede también a NΠ . De manera semejante demostraríamos que si HΘ es igual a KΞ , ΛM también será igual a NΠ , y si es menor, será menor. Ahora bien, HΘ , ΛM son equimúltiplos de AE , ΓZ , pero KΞ , NΠ son otros equimúltiplos tomados al azar de EB , ZΔ ; por tanto, como AE es a EB , así ΓZ a ZΔ .
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   Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales por composición, también por separación serán proporcionales. Q . E . D .




  PROPOSICIÓN 18




  Si unas magnitudes son proporcionales por separación, también por composición serán proporcionales .




  Sean AE , EB , ΓZ , ZΔ magnitudes proporcionales por separación, (de modo que) como AE es a EB , así ΓZ es a ZΔ .




  Digo que también por composición serán proporcionales, (de modo que) como AB (es) a BE , así ΓΔ (será) a ΔZ .




  Porque si ΓΔ no es a ΔZ como AB a BE , entonces, como AB es a BE , así ΓΔ será a una (magnitud) menor que ΔZ o a una mayor.




  Sea en primer lugar proporcional a la menor ΔH . Dado que como AB es a BE , así ΓΔ es a ΔH , son magnitudes proporcionales por composición; así pues también serán proporcionales por separación [V, 17]. Por tanto, como AE es a EB , así ΓH a HΔ . Pero también se ha supuesto que como AE es a EB , así ΓZ a ZΔ . Luego, como ΓH es a HΔ , así ΓZ a ZΔ [V, 11]. Pero la primera ΓH es mayor que la tercera ΓZ ; entonces la segunda HΔ también es mayor que la cuarta ZΔ [V, 14]. Pero también menor; lo cual es imposible; por tanto no es el caso de que ΓΔ sea a una (magnitud) menor que ZΔ , como AB a BE . De manera semejante demostraríamos que tampoco es  proporcional a una mayor; así pues será proporcional a la propia (ZΔ ).




  [image: image]




  Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales por separación, también por composición serán proporcionales. Q . E . D . 34 .




  PROPOSICIÓN 19




  Si como un todo es a otro todo, así es una (parte) quitada (de uno) a una (parte) quitada (de otro), la (parte) restante será también a la (parte) restante como el todo esal todo .
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