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INTRODUCTION


Les mathématiques sont le langage dans lequel sont écrites les lois scientifiques de l’Univers. De l’analyse statistique des données expérimentales à la formulation des lois du mouvement des corps, et jusqu’à celles de la finance, elles ont d’innombrables applications. Certaines parties sont étudiées par tout le monde à l’école : les nombres et la géométrie de base. Mais le sujet est bien plus vaste. Il est fait de domaines très différents, bien que reliés entre eux, qui ont tous leur utilité.


Comment comprendre un sujet aussi important et aussi complexe ? Il nous faut un raccourci. C’est ce que proposera ce livre. Il vous montrera comment des mathématiques dérivent la logique, le calcul, les prévisions scientifiques, et comment elles demeurent malgré tout belles et amusantes.


Nous verrons que les nombres vont au-delà de 1, 2, 3, nous explorerons les mystères de l’infini et les structures abstraites qui se cachent partout autour de nous, des réseaux sociaux aux Rubik’s cubes. La pensée logique permet de résoudre les problèmes, mais la logique mathématique est plus profonde encore et nous mènera à d’intenses paradoxes.


En plus des nombres et des structures mathématiques, nous réfléchirons sur les formes, des objets simples aux motifs infinis, et sur les changements géométriques à apporter quand change notre surface de travail. Nous parlerons aussi des fonctions, car elles relient plusieurs branches des mathématiques, par exemple l’étude de la dynamique des fluides.


Il y a dans les mathématiques le pouvoir d’étudier le monde qui nous entoure : la statistique nous permet de collecter de petits ensembles de données et de généraliser nos découvertes à des ensembles plus grands, tandis que la modélisation nous permet de prévoir les comportements de systèmes complexes. Les probabilités nous aident à savoir si nos observations sont significatives et en quoi les modèles mathématiques ne sont qu’une approximation de la réalité, même s’ils sont très puissants.


Ces mathématiques sérieuses et utiles sont importantes, mais ce sont aussi des outils de jeu. Nous verrons que les Égyptiens de l’Antiquité s’amusaient à résoudre des énigmes mathématiques, et que les maths nous donnent les outils pour analyser les stratégies gagnantes des jeux, qu’il s’agisse de parties récréatives entre amis ou de politique à grande échelle.


Dans ce livre, qui ne contient qu’une petite partie des merveilleux outils et applications à disposition des mathématiciens, vous embarquerez pour découvrir l’étendue des possibles, grâce aux pouvoirs du raisonnement mathématique.


Bon voyage !








CHAPITRE 1


NOMBRES


[image: figure]




INTRODUCTION


Le plus souvent, quand on parle de mathématiques, les gens pensent aux nombres : la notion universelle de quantité est à la base de la pensée mathématique, et l’expérience de la plupart d’entre nous avec les maths se limite à l’arithmétique, au comptage et à la quantité. Il y a bien d’autres aspects dans les maths, comme ce livre vous le montrera, mais les nombres en sont une part fondamentale.


Grâce au principe du COMPTAGE, à l’aide des doigts, de marques ou de systèmes plus complexes, les humains énumèrent et quantifient le monde depuis plus de 40 000 ans. Être capable de convertir un ensemble d’objets du monde physique en valeurs numériques nous permet d’appliquer des idées mathématiques aux situations réelles. C’est une compétence qu’on apprend très jeune et qui se trouve pourtant au cœur de notre compréhension du monde.


Pour compter, il faut des nombres. La plupart des comptages se contenteront des bons vieux NOMBRES ENTIERS, mais les mathématiciens, à partir de ce point de départ, se sont amusés à en produire d’autres : les FRACTIONS, les décimaux, les NOMBRES IRRATIONNELS et même les nombres imaginaires dont dérivent les NOMBRES COMPLEXES.


Certains nombres sont si utiles et si importants qu’ils sont devenus célèbres. Des nombres comme la constante du cercle, π (PI), et la racine carrée de 2, jouent un rôle important et apparaissent là où on les attend le moins pour former des relations étranges. Parmi eux se trouve aussi ϕ (PHI), le nombre d’or aux propriétés intéressantes, qui définit le rapport parfait des côtés du rectangle.




Les nombres sont si intéressants que les mathématiques leur ont consacré tout un domaine : la théorie des nombres est l’étude de leurs propriétés, en particulier celles des nombres entiers, les NOMBRES NATURELS. Parmi eux, une catégorie particulière est formée de NOMBRES PREMIERS, qui n’admettent que deux DIVISEURS, 1 et eux-mêmes. Des nombres comme 8 ou 15 se divisent en petites parties, mais les nombres premiers sont indivisibles et permettent de former tous les autres nombres.


Une fois les nombres bien compris, nous pourrons passer aux SUITES : des listes de nombres qui suivent une règle de formation. Dans une suite arithmétique, les différences entre deux nombres successifs sont fixes (comme dans 5, 10, 15, 20…). Dans une SUITE GÉOMÉTRIQUE, chaque terme est multiple du précédent (par exemple 1, 2, 4, 8, 16, 32…), et l’augmentation est exponentielle. Nous verrons comment cette idée se relie aux notes de musique et aux motifs harmoniques.


Les mathématiciens ne le classent pas vraiment dans les nombres, mais une discussion sur le comptage et les suites numériques ne pourrait s’achever sans mentionner l’INFINI, le point final inaccessible mais fascinant de la droite des nombres. Nous parlerons de la taille colossale de l’ensemble infini des nombres, et nous verrons comment les mathématiciens identifient différentes tailles d’infini grâce à une visite dans l’hôtel métaphorique de David Hilbert.


Cette exploration des différents types de nombres (finis ou non) en mathématiques, et en physique, en informatique et dans les sciences de l’ingénieur, nous révélera qu’il est parfois compliqué de compter jusqu’à 3.




NOMBRES
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Jusqu’à combien peut-on compter sur ses doigts ?


[image: figure] Plus haut qu’on le croit ! La réponse évidente est 10, où un doigt représente un nombre. Mais avec des méthodes un peu plus créatives, on peut aller jusqu’à 1 023.


[image: figure]Compter semble presque faire partie de notre nature. Compter sur ses doigts ne laisse pas de traces, mais nous avons tout de même des preuves archéologiques datées d’au moins 40 000 ans qui indiquent que les sociétés préhistoriques se servaient d’outils pour compter, par exemple l’os de Lebombo, un péroné de babouins vieux de 42 000 ans. Il a été découvert au Swaziland dans les années 1970 et comporte 29 encoches marquées. Si nos ancêtres tenaient des comptes sur un os, il paraît probable qu’ils aient également compté sur leurs doigts.


La méthode de comptage la plus simple est certainement d’employer un doigt par nombre. Avec nos dix doigts, nous sommes prédisposés à compter en base 10. C’est pourquoi nous avons inventé dix symboles différents pour les chiffres. La position d’un chiffre au sein d’un nombre correspond à une puissance de 10 : 1, 10, 100, 1 000, etc. Mais une fois qu’on a énuméré les 10 doigts, le seul moyen d’aller plus loin est d’employer une autre méthode pour tenir le compte des dizaines écoulées.


Une méthode qui permet d’aller au-delà de 10 est d’employer le pouce pour compter séparément chacune des phalanges des autres doigts, ce qui nous permet d’aller jusqu’à 12 sur chaque main. Si on emploie une main pour tenir le compte du nombre de fois où l’on a atteint 12 sur l’autre, on peut compter jusqu’à 156 (13 groupes de 12, en comptant celui où le pouce de la deuxième main ne pointe sur aucune autre phalange). C’est nettement mieux que 10.


Mais on peut encore aller plus loin ! On peut utiliser les doigts pour représenter un nombre binaire, chacun indiquant soit un 1 s’il est dressé, soit un 0 sinon. Le système binaire est un système de numération en base 2, ce qui signifie que chaque doigt représentera une puissance de 2 : 1, 2, 4, 8, etc. En comptant ainsi, on peut aller jusqu’à 1 023. Pas mal pour seulement dix doigts !




COMPTER PLUS HAUT


En haut, la première main a compté jusqu’à 8, la deuxième jusqu’à 4 × 12 = 48. Le total est donc 48 + 8 = 56. En bas, les mains indiquent le nombre binaire 1010110011. Traduit en nombre décimal, cela nous donne 1 + 2 + 16 + 32 + 128 + 512 = 691.


[image: figure]




Pourquoi le nombre d’or est-il d’or ?


[image: figure] Le nombre d’or est un nombre irrationnel, égal à environ 1,618, qu’on représente habituellement par la lettre grecque ϕ (phi). On l’appelle nombre « d’or » parce qu’il est réputé représenter les proportions les plus harmonieuses.


[image: figure] Quand on parle de la beauté du nombre d’or, on ajoute souvent qu’il est présent dans la nature, dans la spirale d’une pomme de pin par exemple. On dit aussi qu’il a été employé pour définir les proportions de peintures célèbres. Mais la beauté de ϕ va plus loin que ces utilisations pratiques. Mathématiquement, le nombre d’or est une relation entre deux nombres a et b, où a est plus grand que b. Si le rapport de a à b (a divisé par b) est égal au rapport de a + b à a (a + b divisé par a), alors ce rapport est lui-même égal à 1,618 ou ϕ.


On ne discerne peut-être pas tout de suite ce qui rend cette relation si belle. Imaginez un rectangle dont le rapport du grand côté au petit côté est égal à ϕ. Si vous y découpez un carré dont le côté est égal au petit côté du rectangle, vous définirez un plus petit rectangle dans lequel le rapport du long côté au petit côté sera encore ϕ. De plus, si vous répétez cette opération sur ce nouveau rectangle, vous obtiendrez un rectangle encore plus petit dont le rapport des côtés formera encore le nombre d’or. Vous pouvez continuer ainsi à l’infini en formant des rectangles de plus en plus petits, vous tomberez toujours sur des rectangles dont le rapport des côtés est égal à ϕ. Les mathématiciens parlent souvent de beauté quand une relation simple débouche sur des propriétés fascinantes et ϕ remplit parfaitement ce critère.


ϕ n’est pas le seul nombre célèbre en mathématique. Un autre rapport qui peut se définir simplement, mais dont les propriétés irriguent toutes les mathématiques, est le nombre pi, ou π, qui vaut environ 3,14. C’est le rapport entre la circonférence d’un cercle et son diamètre. Dans tous les cercles, quelle que soit leur taille, le rapport de la circonférence et du diamètre sera le même. Le fait que ce nombre unique puisse décrire tous les cercles confère à π une indéniable beauté.




TAILLE DE PAPIER


Comme ϕ (en bas), la racine carrée de 2 est un nombre irrationnel intéressant. Si on prend un rectangle où le rapport du long au petit côté est égal à la racine carrée de 2, et qu’on le coupe en deux par la moitié des grands côtés, alors les côtés des deux nouveaux rectangles auront le même rapport. C’est ainsi qu’on définit la taille des feuilles : dans une feuille A4, le rapport du grand au petit côté est égal à la racine carrée de 2, de même qu’en A5, en A6, etc.


[image: figure]




Combien de genres de nombres y a-t-il ?


[image: figure] Autant demander combien il y a de nombres ! Les mathématiciens classent les nombres dans des ensembles, mais on peut certainement définir au sein de ceux-ci autant de genres de nombres qu’on veut.


[image: figure] Les entiers naturels sont les nombres que l’on compte : 0, 1, 2, 3… Ajoutez ou multipliez deux entiers naturels, le résultat sera aussi un entier naturel.


Si vous soustrayez un entier naturel d’un autre plus petit, le résultat sera inférieur à 0 : c’est un nombre négatif. Les entiers relatifs incluent tous les entiers naturels et leurs équivalents négatifs : −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3… Avec eux, on peut soustraire tout ce qu’on veut.


Et si on divisait un entier relatif par un autre ? À moins que l’un soit un multiple de l’autre, vous obtiendrez une fraction. Les nombres rationnels sont tous les nombres qu’on peut écrire comme une fraction entre deux entiers relatifs. Cela comprend tous les entiers relatifs, puisque tout entier relatif n peut s’écrire comme la fraction n/1.


Et si on prenait la racine carrée de tout nombre rationnel positif ? Dans ce cas, on obtient parfois un nombre rationnel (la racine carrée de 4 est 2), parfois un nombre irrationnel, dont la partie décimale se poursuit à l’infini sans se répéter : la racine carrée de 2 est 1,414 213 62…


Il existe aussi des nombres irrationnels qui ne sont pas des racines carrées, comme les constantes π et ϕ (voir page 12). L’ensemble des nombres réels inclut tous les nombres rationnels et irrationnels.


Et comment fait-on pour trouver la racine carrée d’un nombre négatif ? Un carré est toujours positif, il ne devrait pas avoir de racine. Alors on a imaginé un nombre, i, qui, multiplié par lui-même, donne −1. Ainsi, tous les nombres négatifs sont devenus eux aussi des carrés, ceux de tous les nombres multipliés par i, qu’on appelle les nombres imaginaires.


En ajoutant un imaginaire à un réel, on obtient un nombre complexe. L’ensemble des complexes contient tous les nombres réels et imaginaires, car tout nombre réel r peut être écrit r + 0i, et tout nombre imaginaire comme 0 + un multiple de i.


Au sein de ces ensembles, on peut en former d’autres. Un nombre premier est un entier qui n’a que deux diviseurs (voir page 20). Un nombre algébrique est un nombre complexe solution d’une équation polynomiale. Etc. La seule limite, c’est votre imagination !




ENSEMBLES DE NOMBRES


Les principaux ensembles de nombres sont inclus les uns dans les autres : l’ensemble des complexes contient les réels, qui contient les rationnels, qui contient les relatifs, qui contient les naturels. Mais on peut définir d’autres sous-ensembles. Par exemple, l’ensemble des nombres premiers est un sous-ensemble de l’ensemble des entiers naturels, ce qui signifie que tout nombre premier est aussi un entier naturel, ou l’ensemble des fractions au dénominateur pair, sousensemble des nombres rationnels.


[image: figure]




Quel est le prochain nombre premier ?
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